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Vorwort, 


Für  die  Bearbeitung  dieses  zweiten  Teiles  meiner  funktionen- 
theoretischen Vorlesungen  sind  mir  im  wesentlichen  dieselben  Grund- 
sätze maßgebend  gewesen  wie  für  den  ersten.  Auch  hier  haben 
mir  die  RiEMANNschen  Vor  stell  ungs  weisen  überall  das  Gerippe  geliefert^ 
um  das  sich  alle  Entwicklungen  gruppieren.  Es  ist  in  der  That 
merkwürdig,  wie  wenig  Riemanns  Vorgang  gerade  auf  diesem  Ge- 
biete Nachfolger  gefunden  hat;  ich  wüßte  nur  die  Skizze  in  der 
ersten  Auflage  von  C.  Neumanns  AsELSchen  Funktionen  und  den 
„Abriß"  von  Thomae  zu  nennen.  Selbst  so  gute  Kenner  der 
RiEMANNschen  grundlegenden  Anschauungen  wie  DüeJige  und  Herr 
KöNiGSBERGEE  haben  in  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  von 
diesen  Anschauungen  verhältnismäßig  wenig  Gebrauch  gemacht. 
Und  doch  giebt  es  auch  hier  eine  Reihe  von  Fragen,  namentlich 
die  mit  dem  ümkehrproblem  zusammenhängenden,  die  gerade  auf 
dem  RiEMANNschen  Wege  am  einfachsten  und  durchsichtigsten  er- 
ledigt werden  können. 

Andererseits  schien  es  mir  durchaus  erforderlich,  in  dieses  Ge- 
rüste die  weiteren  Entwicklungen  einzuarbeiten,  die  seit  Riemann 
teils  auf  Grund  seiner  Ideen,  wie  z.  B.  in  der  Theorie  der  Modul- 
funktionen, teils  unabhängig  davon,  wie  namentlich  durch  Weier- 
STEASS,  neu  hinzugekommen  sind.  Zur  Übernahme  einer  solchen 
Aufgabe  durfte  ich  mich  vielleicht  deswegen  berufen  glauben,  weil 
ich  in  die  WEiERSTEASSsche  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  von 
Herrn  H.  A.  Schwarz,  in  den  RiEMANNschen  Ideenkreis  von  Herrn 
F.  Klein  eingeführt  worden  bin.  Für  die  Detailausführung  Rie- 
MANNscher  Ansätze  habe  ich  auch  viel  aus  den  Schriften  von  Herrn 
J.  Thomae  geschöpft. 
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Das  Buch  beginnt  mit  den   elementarsten  Sätzen  über  die  Ir- 


rationalität yf^  {z) ,  bezw.  ]//g  {z)  uud  die  von  ihr  abhängigen  Integrale. 
Doch  habe  ich  mich  bei  diesen  möglichst  kurz  aufgehalten,  um  so- 
bald als  möglich  das  Problem  der  ümkehrung  des  Integrals  erster 
Gattung  zu  formulieren.  Der  in  vielen  Lehrbüchern  sich  findende 
Beweis  für  die  Eindeutigkeit  dieser  Umkehrung,  den  Beiot  und 
BouQUET  gegeben  haben,  ist  bekanntlich  unzulänglich;  der  Beweis 
von  ScHWAEZ  (in  der  Abhandlung  über  die  konforme  Abbildung  der 
Oberfläche  des  Tetraeders  auf  die  Kugel)  schien  mir  für  den  Anfang 
zu  schwierig;  die  übrigen  Beweise  bedürfen  zu  vieler  Sätze  aus  der 
entwickelten  Theorie.  Ich  habe  mich  deshalb  schließlich  entschlossen, 
den  Beweis  nur  für  den  Fall  reeller  Verzweigungspunkte  hier  durch- 
zuführen, dann  aber  diesen  Gang  der  Untersuchung  abzubrechen 
und  im  zweiten  Abschnitt  mit  der  Untersuchung  der  Eisenstein- 
WEiEESTEASsschen  Partialbruchreihen  für  doppeltperiodische  Funk- 
tionen von  neuem  einzusetzen;  sodaß  also,  wer  will,  den  ersten  Ab- 
schnitt zunächst  ganz  überschlagen  und  das  Studium  des  Buches 
mit  dem  zweiten  beginnen  kann. 

Bei  Entwicklung  der  WEiEESTEASSschen  Funktionen  kann  man 
entweder  mit  der  Produktentwicklung  von  a  u  beginnen  und  von  ihr 
durch  Differentiationen  zvl  pu  und  p  u  vordringen;  oder  man  kann 
die  Partialbruchentwicklung  für  pu  an  die  Spitze  stellen  und  von 
ihr  aus  durch  successive  Integrationen  zu /> m,  ^u,  au  emporsteigen ; 
ich  habe  den  letzteren  Weg  vorgezogen,  der  der  Entwicklung  der  be- 
treffenden allgemeinen  Sätze  im  ersten  Teil  folgt.  —  Eine  schwierige 
Sache  bei  jeder  Bearbeitung  der  elliptischen  Funktionen  ist  die  Aus- 
wahl unter  den  verschiedenen  Bezeichnungen:  ich  habe  die  Weiee- 
STEAsssche  beibehalten,  wie  sie  in  der  ScHWAEzschen  Formelsammlung 
fixiert  ist,  mit  einer  Ausnahme:  ich  habe,  wie  Weieesteass  früher 
selbst  gethan  und  wie  neuerdings  gleichzeitig  von  den  Herren  Study, 
Tanneey  und  Molk  vorgeschlagen  worden  ist,  nicht  w^  +  Wg,  sondern 
—  («j  4-  fög)  mit  «2  bezeichnet.  Das  bringt  einige  Änderungen  in  den 
Werten  der  eindeutig  definierten  zweiten  und  vierten  Wurzeln  aus  den  e 
mit  sich;  doch  ist  es  deswegen  nicht  nötig,  K  so  zu  definieren,  daß  es 
im  sogen.  Normalfall  negativ  reell  wird,  wie  Tai;neey  und  Molk  thun. 

Auf  den  ersten  BHck  größer  ist  eine  andere  Unbequemlichkeit, 
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an  der  man  nicht  vorbei  kommt,  wenn  man  nicht  in  der  Mitte  des 
Buches  die  Bezeichnung  wechseln  will.  Einerseits  nämlich  muß  man 
im  sogen.  Normalfall  durchaus  der  complexen  Periode  den  Index  2 
zuweisen,  wenn  man  die  den  Halbperioden  zugeordneten  Verzweigungs- 
punkte mit  denselben  Indices  wie  diese  versehen  und  dabei  doch 
daran  festhalten  will,  daß  die  Indices  der  Verzweigungspunkte  ihre 
Größenfolge  festlegen.  Andererseits  wird  man  aber  doch  im  Normal- 
fall alle  Perioden  aus  der  reellen  und  der  rein  imaginären  zusammen- 
setzen wollen.  Beides  zusammen  bedingt,  daß  man  überhaupt  überall, 
auch  in  der  Transformationstheorie,  2co^  und  2o}^  als  die  Funda- 
mentalperioden behandelt,  aus  denen  sich  alles  zusammensetzt.  — 
Weieestrass  umgeht  diese  Schwierigkeit,  indem  er  bei  allgemeinen 
Untersuchungen  die  Fundamentalperioden  mit  2cq  und  2ftj'  bezeich- 
net; dann  ist  aber  der  Accent  nicht  mehr  zur  Bezeichnung  der 
transformierten  Perioden  disponibel. 

Im  fünften  Abschnitt  habe  ich  eine  allgemeine  Theorie  der  sogen. 
jACOBischen  Funktionen  im  wesentlichen  im  Anschluß  an  das  Buch 
von  H.  Webee  gegeben;  sie  scheint  mir  in  der  That  nicht  entbehrt 
werden  zu  können,  wenn  man  zum  Verständnis  der  EoUe  kommen 
will,  die  die  Thetafunktionen  in  der  Theorie  spielen.  Daran  an- 
schließend habe  ich  die  sogen,  elliptischen  Funktionen  III.  Art  be- 
handelt; die  bezw.  Formeln  gewinnen  merklich  an  Einfachheit,  wenn 
man  sie  für  Funktionen  der  Charakteristik  (0,  0)  statt,  wie  es  meist 
geschieht,  solche  der  Charakteristik  (1, 1)  aufstellt. 

Der  sechste  Abschnitt,  „das  Umkehrproblem",  bildet  den  Mittel- 
punkt des  Buches.  Ich  habe  versucht  (vgl.  §  53  a.  E.  und  §  54  a.  E.), 
die  verschiedenen  hier  in  Betracht  kommenden  Fragen  sorgfältig 
auseinander  zu  halten,  um  dadurch  das  Auftreten  der  Theta- 
funktionen nicht  so  ganz  unvermittelt  erscheinen  zu  lassen.  Von 
dem  übrigen  Inhalte  dieses  Abschnittes  möchte  ich  hier  nur  noch 
die  in  §  60  gegebene  nähere  Bestimmung  der  Perioden  des  Inte- 
grals III.  Gattung  hervorheben. 

Nach  einem  kurzen  Zwischenabschnitt  über  kanonische  Formen 
des  elliptischen  Integrals  habe  ich  im  achten  Abschnitt  die  lineare 
Transformation  soweit  behandelt,  als  es  mir  der  Zweck  des  Buches 
mit  sich  zu  bringen  schien;  auf  die  explicite  Bestimmung  der  achten 
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Einheitswurzel,  die  bei  der  linearen  Transformation  der  Thetafunk- 
tionen  auftritt,  habe  ich  verzichten  zu  dürfen  und  zu  sollen  geglaubt. 
Dagegen  bin  ich  ausführlicher,  als  es  wohl  sonst  geschieht,  auf  die 
Darstellung  der  Art  und  Weise  eingegangen,  wie  die  lineare  Trans- 
formation durch  Abänderung  des  Querschnittsystems  der  Riemann- 
schen  Fläche  zu  stände  kommt. 

Ebenso  habe  ich  den  neunten  Abschnitt,  „Ausartungen  der  ellip- 
tischen Funktionen",  ausführlicher  angelegt.  Insbesondere  hat  hier 
die  Entwicklung  von  K'  nach  Potenzen  des  Moduls  Platz  gefunden. 
Sie  läßt  sich  ja  leicht  aus  der  Theorie  der  hypergeometrischen  Reihe, 
andererseits  auch  durch  iterierte  quadratische  Transformation  ge- 
winnen; das  erstere  setzt  aber  Kenntnisse  voraus,  die  ich  nicht  in 
Anspruch  nehmen  wollte;  das  letztere  vertrug  sich  nicht  mit  der 
Anordnung  des  Stoffes.  Aus  den  Vorlesungen  von  Herrn  Schwarz 
war  mir  eine  elementare  Methode  bekannt,  die  das  Integral  durch 
Einschaltung  eines  willkürlichen  Zwischenwertes  in  zwei  Summanden 
spaltet  und  jeden  derselben  für  sich  entwickelt;  ich  habe  den 
Zwischenwert  so  gewählt,  daß  die  beiden  Summanden  einander 
gleich  werden. 

In  den  zehnten  Abschnitt,  der  Realitätsverhältnisse  betrifft, 
habe  ich  auch  eine  Diskussion  der  beiden  ganz  speziellen  Fälle  auf- 
genommen, daß  die  Verzweigungspunkte  harmonisch,  bezw.  äqui- 
anharmonisch  liegen. 

Der  elfte  Abschnitt  handelt  von  Modulfunktionen,  der  zwölfte 
von  den  Transformationen  höheren  Grades  der  elliptischen  Funk- 
tionen. Es  war  dabei  meine  Absicht,  die  betreffenden  Theorien 
soweit  zu  entwickeln,  daß  die  für  numerische  Rechnung  zu  benutzen- 
den speziellen  Transformationsformeln  nicht  als  isolierte  empirische 
Rechnungsformeln  erscheinen,  sondern  daß  ihre  Stellung  innerhalb 
der  Theorie  deutlich  wird.  Natürlich  habe  ich  mich  dabei  vielfach 
an  das  Buch  von  Klein  und  Feicke  über  Modulfunktionen  ange- 
schlossen; nur  habe  ich  von  der  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen auch  hier  keinen  Gebrauch  machen  wollen  und  daher 
den  Hauptsatz  des  §  93  auf  dem  von  Schwarz  in  der  oben  schon 
einmal  erwähnten  Abhandlung  eingeschlagenen  Wege  abgeleitet. 
Übrigens   wird  die   ausführliche  Behandlung  gerade  der  einfachsten 
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Fälle    auch    als  Ergänzung    des    genannten   Werkes   manchem   will- 
kommen sein. 

Was  den  folgenden  Abschnitt,  „numerische  Berechnungen",  be- 
trifft, so  hat  es  mich  gefreut,  aus  dem  während  des  Druckes  er- 
schienenen II.  Heft  der  Kreiseltheorie  von  Klein  und  Sommerfeld 
zu  sehen,  daß  ich  in  fast  allen  wesentlichen  Fragen  mit  den  Ver- 
fassern derselben  Meinung  bin.  In  einem  Punkt  weiche  ich  aller- 
dings insofern  ab,  als  ich  für  die  Zwecke  meines  Buches  nicht  wie 
die  Verfasser  mich  auf  eine  relative  Genauigkeit  von  P/oo  beschränken 
wollte.  Sobald  man  aber  darüber  hinausgeht,  ist  es  nicht  mehr 
so  bequem,  die  LEGENDEEschen  Tafeln  zu  benutzen,  da  man  dann 
in  ihnen  in  Bezug  auf  beide  Argumente  interpolieren  muß.  Viel- 
mehr ist  es  dann  bequemer,  sich  der  quadratischen  Transformation 
zu  bedienen;  die  betreffenden  Formeln  sind  in  der  von  Schwarz 
herausgegebenen  Formelsammlung  ausführlich  zusammengestellt. 
Doch  habe  ich  die  Sache  so  dargestellt,  daß  man  nicht  nötig  hat, 
erst  auf  die  WEiEESTRASSsche  Normalform  zu  transformieren;  in  der 
That  hängt  ein  Teil  der  Fallunterscheidungen ,  die  Schwarz  zu 
machen  genötigt  ist,   nur  an  dieser  vorhergehenden  Transformation. 

Schließlich  habe  ich  noch  drei  Abschnitte  Anwendungen  hinzu- 
gefügt; es  schien  mir  auch  für  die  Zwecke  einer  ersten  Einführung 
durchaus  erforderlich,  wenigstens  an  einigen  Beispielen  zu  zeigen, 
welcherlei  Aufgaben  denn  nun  eigentlich  mit  den  elliptischen  Funk- 
tionen gelöst  werden  können.  Von  den  zahlentheoretischen  Anwen- 
dungen habe  ich  dabei  absehen  zu  dürfen  geglaubt,  da  diese  erst 
vor  kurzem  in  dem  Buche  von  H.  Weber  dargestellt  worden  sind. 
Dagegen  habe  ich  die  Anwendungen  auf  algebraische  Gebilde,  bezw. 
auf  algebraische  Kurven  soweit  dargestellt,  als  es  geschehen  konnte, 
ohne  von  der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  mehr  voraus- 
zusetzen, als  im  ersten  Teil  entwickelt  ist.  Dabei  habe  ich  außer 
Kleins  Normalkurven  namentlich  auch  die  These  von  Humbert  benutzt. 
Dann  habe  ich  (XV)  die  Theorie  der  LAMESchen  Gleichung  gegeben, 
wesentlich  im  Anschluß  an  Halphen;  endlich  (XVI)  eine  Darstellung 
des  Problems  des  sphärischen  Fendeb,  mit  besonderer  Berücksichtigung 
der  Ausartungsfälle. 

Wie  man  aus  dieser  Inhaltsübersicht  ersieht,  habe  ich  die  Auf- 
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gäbe  eines  solchen  Buches  nicht  sowohl  darin  gesehen,  die  her- 
kömmlicherweise als  elementar  betrachteten  Teile  der  Theorie  er- 
schöpfend zu  behandeln,  als  vielmehr  den  Studierenden  den  Zugang 
zu  allen  Teilen  des  Gebäudes  zu  eröffnen  und  ihn  mit  den  ver- 
schiedenen Methoden  zur  Behandlung  der  Theorie  bekannt  zu  machen. 
Beiseite  gelassen  habe  ich  den  von  Aronhold  und  Clebsch  gebahnten 
Weg  der  Verwendung  homogener  Variabein  und  der  Invarianten- 
theorie; in  der  That  scheinen  mir  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen  (anders  in  der  der  AsEL'schen)  die  Vorteile  dieses  Ganges 
die  Umständlichkeiten  nicht  aufzuwiegen,  die  eine  einwurfsfreie  Be- 
gründung desselben  mit  sich  bringt.  Infolgedessen  mußte  ich  §  55 
die  Einordnung  der  WEiERSTEASsschen  Funktionen  p  u  und  p  u  in 
die  RiEMANNsche  Theorie  anders  motivieren  als  Klein  es  thut. 

Angabe  der  ersten  Quelle  von  Definitionen  und  Sätzen  habe 
ich  auch  in  diesem  Teil  unterlassen  zu  dürfen  geglaubt. 

Der  Verlagshandlung  bin  ich  zu  besonderem  Danke  für  das 
Entgegenkommen  verpflichtet,  das  sie  mir  bei  Unterbrechungen  des 
Druckes  und  sonstigen  Störungen  gezeigt  hat. 

Zürich,  den  9.  Februar  1899. 

H.  Burkhardt. 
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EESTEE  ABSCHNITT. 


Elliptische  Integrale. 

§  I.    Die  zweiblättrige  RiEMANN'sche  Fläche  mit  vier 
Verzweigungspunkten. 

In  I,  §  62^,  hatten  wir  die  rationalen  Funktionen  von  z  und 
der  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Funktion  ersten  oder  zweiten 
Grades  von  z^  s  —  '^ f\z),  untersucht.  Wir  hatten  gefunden,  daß  es 
in  diesem  Falle  möglich  ist,  eine  uniformisier ende  Hilf svariable  t  (I,  §  53) 
so  einzuführen,  daß  sich  z  und  '^ t\z)  als  rationale  Funktionen  von  t 
ausdrücken  lassen.  Infolgedessen  führte  die  Integration  rationaler 
Funktionen  von  z  und  '^  f\z)  auf  keine  andern  Transcendenten,  als 
auf  diejenigen,  die  schon  aus  den  Integralen  rationaler  Funktionen 
sich  ergeben.  Bei  Integralen,  die  von  höheren  algebraischen  Ir- 
rationalitäten abhängen,  ist  das  im  allgemeinen  nicht  mehr  der  Fall; 
sie  stellen  selbständige  Transscendente  dar,  deren  Eigenschaften  nur 
aus  direkter  funktionentheoretischer  Untersuchung  erkannt  werden 
können.  Dieser  Untersuchung  wird  eine  wenigstens  summarische 
Untersuchung  der  zugehörigen  algebraischen  Irrationalitäten  voraus- 
gehen müssen. 

In  diesem  Hefte  beschränken  wir  uns  auf  die  Untersuchung 
der  nach  den  schon  behandelten  einfachsten  Klassen  algebraischer 
Irrationalitäten,  nämlich  der  Quadratwurzeln  aus  rationalen  ganzen 
Funktionen  dritten  oder  vierten  Grades;  wir  werden  bald  sehen,  daß 
wir  diese  beiden  Gradzahlen  zweckmäßigerweise  zusammen  behandeln. 

Halten  wir  uns  zunächst  an  den  Fall,  daß  unter  der  Wurzel 
ein  Polynom  vierten  Grades  steht;  wir  bezeichnen  es  mit: 

1)  f(z)  =  a^z^-^r^a^z^-\-%a^z^  +  4.a^z  +  a^, 


^  In  dieser  Form  wird  im  folgenden  der  1897  im  gleichen  Verlage  er 
schienene  I.  Teil  dieser  Vorlesungen:  „Einführung  in  die  Theorie  der  analy- 
tischen Funktionen  einer  complexen   Veränderlichen^''  citiert. 
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indem  wir  im  Interesse  der  Vereinfachung  späterer  Rechnungen 
nicht  die  Koeffizienten  selbst,  sondern  ihre  Quotienten  durch  be- 
stimmte Zahlenfaktoren  (Binomialkoeffizienten)  mit  eigenen  Buch- 
staben bezeichnen.  Die  Gleichung  f(z)  =  0  hat  nach  dem  Funda- 
mentalsatz der  Algebra  (I,  §§  44,  46)  vier  Wurzeln;  wir  bezeichnen 
sie  in  beliebig  gewählter  Reihenfolge  mit  a^^,  a^,  a^,  a^,  sodaß: 

2)  f(z)  =  %  (r  -  «„)  (2  -  r.,  )[z-a,){z-  a,) 

wird.     Für  diese  Wurzeln  soll  folgende  Festsetzung  gelten: 

I.  So  lange  nicht  das  Gegenteil  ausdrücklich  zugelassen  wird, 
setzen  ivir  hier  und  im  folgenden  stets  voraus,  daß  die  vier  Wurzeln  u 
alle  vier  voneinander  verschieden  seien. 

Im  übrigen  sollen  diese  Wurzeln  bei  unseren  allgemeinen  Unter- 
suchungen keiner  weiteren  Beschränkung  unterliegen. 

Um  uns  nun  über  die  Gesamtheit  der  Werte  der  Funktion 

3)  .  =  j/TW 

einen  Überblick  zu  verschaffen,  verfahren  wir  analog,  wie  in  I, 
§  58 — 62.  Wir  bezeichnen  einen  der  beiden  Werte  von  '^ a^,  gleich- 
viel welchen,  mit  '^a^'^  wir  setzen: 

4)  z-a^^r^e'^u  (Ä  =  0,  1,  2,  3); 

wir  verstehen  unter  ]/  r^  r^  r^  r^  den  positiven  Wert  dieser  Quadrat- 
wurzel.    Dann  erhalten  wir: 

5)  s  =  l/«;:]/77^"  r^^  .  e  ^''^ '  ^""^  +  v^+^^  +  <^3)  ^ 

Die  Exponenten  (p^.  sind  durch  (4)  nur  bis  auf  ganzzahlige  Vielfache 
von  2  71  bestimmt  (I,  §  4,  VII) ;  zwei  verschiedene  Wertsysteme  der- 
selben geben,  in  (5)  eingesetzt,  übereinstimmende  oder  verschiedene 
W^erte  von  s,  je  nachdem  ihre  Summen  sich  um  ein  gerades  oder 
ein  ungerades  Vielfaches  von  2  ti  unterscheiden.  Wählen  wir  für 
einen  beliebigen,  von  a^,  cc^,  a^,  a^  verschiedenen  W^ert  z^  von  z 
unter  den  zugehörigen  Werten  der  (f^^  willkürliche,  aber  im  folgenden 
festzuhaltende  aus  und  bezeichnen  sie  mit  (f'j}\  so  können  wir  die 
beiden  zu  z^  gehörenden  Werte  von  s  dadurch  unterscheiden,  daß 
der  eine: 


der  andere: 
ist. 
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Nun  lassen  wir  den  Punkt  z  in  seiner  Ebene  einen  von  z^ 
ausgehenden,  die  Punkte  a^  vermeidenden,  im  übrigen  beliebigen 
Weg  beschreiben  und  schließlich  nach  z^  zurückkehren.  Dabei  ver- 
folgen wir,  mit  s^^  ausgehend,  die  stetige  Änderung  von  s,  indem 
wir  in  jedem  Punkt  des  Weges  denjenigen  Wert  von  s  markieren, 
der  sich  stetig  an  die  auf  dem  vorher  durchlaufenen  Wegstück  mar- 
kierten Werte  anschließt.  (Daß  stets  ein  und  nur  ein  solcher  Wert 
vorhanden  ist,  folgt  aus  I,  §  54,  IV.)  Wir  fragen  hierauf:  wenn  z 
nach  Zq  zurückgekommen  ist,  wird  dann  auch  .9^  nach  s^^  zurück- 
gekommen, oder  wird  es  vielleicht  nach  s^^  gelangt  sein?  Das  wird 
davon  abhängen,  ob  die  Arcus  cpi  zu  ihren  ursprünglichen  Werten 
zurückgekommen  sind  oder  sich  geändert  haben.  Wir  kennen  aber 
die  Änderung,  die  der  Arcus  einer  complexen  Zahl  z  —  a^  erfährt, 
wenn  die  Variable  z  einen  geschlossenen  Weg  beschreibt:  er  ver- 
mehrt sich  (I,  §  54,  XI)  um  2m7i,  wenn  der  Weg  von  z  —  a^.  den 
Nullpunkt,  d.  h.  wenn  der  Weg  von  z  den  Punkt  c^^  m-mal  umwindet. 
Da  nun  die  Änderungen  der  einzeln  en  cf  sich  einfach  summieren, 
und  da  Vermehrung  ihrer  Summe  um  ein  gerades  Vielfaches  von 
2  ;r  den  Wert  von  s  nicht  ändert,  so  können  wir  schließen : 

II.  Wenn  z  von  z^  ausgehend  einen  geschlossenen  Weg  beschreibt 
und  s  dabei  von  s^^  ausgehend  sich  stetig  ändert,  so  gelangt  s  nach  s^^ 
zurück  oder  nach  s^^,  je  nachdem  die  Summe  der  Windungs zahlen  des 
Weges  von  z  um  die  Punkte  a^  a^   a^  a^  gerade  oder  ungerade  ist. 

(Z.  B.  sind  für  den  in  Fig.  1  gezeichneten  Weg  die  Windungs- 
zahlen +  1,  +2,  —  1,  +  1;  ihre  Summe  ist  =  3,  5  kehrt  auf  diesem 
Wege  nicht  zu  seinem  Ausgangswert  zurück.) 

Wollen  wir  also  dem  Punkte  z  nur  solche  Wege  gestatten,  auf 
welchen  er  mit  demselben  Funktionswert  s  belastet  zurückkehrt,  mit 
dem  er  ausgegangen  war,  so  müssen  wir  ver- 
hindern, daß  er  eine  ungerade  Anzahl  der 
Punkte  a  umkreist.  Wir  könnten  das  etwa 
dadurch  erreichen,  daß  wir  von  jedem  dieser 
Punkte  aus  eine  gerade  Linie  ins  Unendliche 
zögen  und  dem  Punkte  z  verböten,  eine  dieser 
Linien  zu  überschreiten,    sodaß  er  überhaupt  pjp.  ^ 

keinen  Verzweigungspunkt  umkreisen  könnte. 

Einfacher  erreichen  wir  dasselbe,  wenn  wir  die  Verzweigungspunkte 
paarweise  durch  sich  nicht  schneidende^  Linien  verbinden,  etwa  a^~^ 


^  Diese   Einschränkung  hat  keine   wesentliche   Bedeutung,   sondern  wird 
nur  der  Bequemlichkeit  wegen  gemacht. 
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mit  «1  und  a^  mit  a^.  Um  dem  Verbot  der  Überschreitung  dieser 
Linien  nachdrücklich  Geltung  zu  verschaffen,  schneiden  wir  die 
Ebene  ihnen  entlang  auf;  die  aufgeschnittene  Ebene  nennen  wir  S'. 
Lassen  wir  nun  (vgl.  Fig.  2)  den  Punkt  z  von  z^  aus  nach 
einem  anderen  Punkte  z'^  zwei  verschiedene  Wege  L^  L^  durchlaufen, 
die  beide  ganz  innerhalb  8'  liegen,  also  keinen  der  Einschnitte  über- 
schreiten, und  lassen  wir  dabei  jedesmal  5,  von  s^  beginnend,  sich 
stetig  ändern,   so   muß   es  beidemal  zu  demselben  Endwert  geführt 

Averden.  Denn  würde  es  z.  B.  längs  L^ 
nach  s^^  längs  L^  nach  ^2^  kommen,  so 
würde  auf  dem  Wege  L^  der  andere  Aus- 
gangswert s^  =  ~  ^\  i^  -^1^  übergeführt 
werden;  dann  würde  aber  auf  einem  ge- 
schlossenen Wege  Z,  der  von  z^  längs  L^ 
nach  z^  und  dann  längs  L^  zurück  nach 
Fig.  2.  z^  führt,  s  vom  Ausgangswert  s^  über  s^ 

in  ^2^  übergeführt  werden.  Das  würde 
aber  dem  Satze  II  widersprechen,  da  der  Weg  L  eine  gerade  Anzahl 
Verzweigungspunkte  umwindet.  Demnach  können  wir  zunächst  den 
Satz  aussprechen: 

III.  Auf  allen  innerhalb  &  möglichen  Wegen  von  z^  nach  z^  ge- 
langt s,  von  s-^^  ausgehend,  immer  zu  einem  und  demselben  Werte  5^^, 
von  s^   ausgehend  zu  dem  anderen    Werte  s^^. 

Bezeichnen  wir  dann  die  Gesamtheit  der  Werte,  die  von  s^^ 
aus  auf  solchen  Wegen  erreicht  werden  können,  als  einen  „Ziveig^^  s^ 
der  Funktion  s,  die  Gesamtheit  der  von  s^^  aus  erreichbaren  Werte 
als  den  anderen  Zweig,  so  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

IV.  Die  Gesamtheit  der  Werte  der  zweiwertigen  Funktion  s  kann 
in  zwei  Funktionszweige  s^  und  s^  zerlegt  werden,  deren  jeder  inner- 
halb der  zerschnittenen  Ebene  S'  eindeutig  definiert  und  stetig  ist. 

Bei  gegebener  Lage  der  Verzweigungspunkte  und  nach  ge- 
troffener Wahl  der  Einschnitte  würde  es  möglich  (wenn  auch  um- 
ständlich) sein,  5j  und  ^2  durch  Ungleichungen  zwischen  den  (p^^  von- 
einander zu  unterscheiden,  analog  wie  der  k^^  Wert  des  Logarithmus 
in  I,  §  56  durch  die  Ungleichung: 

{2  k  ^  l)  7t  <  (f  ^{2  k  -{-  1)  n 
charakterisiert  war. 

In  je  zwei  Punkten  ß,  y,  die  einander  auf  den  beiden  Ufern 
eines  Einschnittes  gegenüberliegen,  besitzt  der  Funktionszweig  s^ 
Werte,  die  einander  entgegengesetzt  gleich  sind: 

8)  s,{ß)=-s,{r). 
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(Genauer  ausgedrückt:  Nähert  sich  ein  variabler  Punkt  x,  indem  er 
innerhalb  S'  bleibt,  einem  bestimmten  Punkt  y  des  Einschnittes, 
das  eine  Mal  von  der  einen,  das  andere  Mal  von  der  anderen  Seite 
her,  so  nähert  sich  dabei  s^  jedesmal  einem  bestimmten  Grenzwert; 
diese  beiden  Grenzwerte  sind  einander  entgegengesetzt 
gleich.)  Denn  will  man  von  einem  Ufer  des  Ein-  (^  ; — . 
Schnittes    auf   das    andere    gelangen    und    dabei   doch  ^^ 

innerhalb    S'    bleiben,    so    muß    man    einen    der  Ver- 
zweigungspunkte   umkreisen    (Fig.  3).      Ebenso    ist   ^^  iß)  =  —  ^2  (/)• 
Andererseits  ist  aber  nach  (7):  s^{ß)  =  —  s^{ß)  und  s^{y)  =  —  s^{y). 
Also  folgt: 
9)  s^{ß)  =  s,[y)    und    s,{ß)  =  s^{y), 

d.  h.: 

V.  Längs  des  Einschnittes  schließen  sich  die  Werte,  die  jeder  der 
Funktionszweige  .9^,  s^  auf  der  einen  Seite  des  Einschnittes  besitzt^ 
stetig  an  die  Werte  an,  die  jedesmal  der  andere  Funktionszweig  auf 
der  anderen  Seite  desselben  besitzt. 

Demnach  können  wir  folgendermaßen  eine  RiEMANNsche  Fläche 
konstruieren,  auf  der  s  eine  eindeutige  und  bis  auf  einzelne  Punkte 
stetige  Funktion  des  Ortes  ist: 

VI.  Wir  nehmen  zwei  Exemplare  der  in  der  angegebenen  Weise 
aufgeschnittenen  Ebene  S'  und  heften  sie  längs  der  Einschnitte  kreuz- 
weise aneinander,  so  daß  an  Stelle  der  Einschnitte  Übergang  slinien 
entstehen. 

Ein  geschlossener  Weg  der  einfachen  Ebene,  der  die  Ver- 
zweigungspunkte zusammen  eine  gerade  Anzahl  Male  umkreist,  er- 
scheint auf  dieser  Fläche  als  ein  Weg,  der  die  Übergangslinien 
zusammengenommen  eine  gerade  Anzahl  Male  überschreitet  (vgl.  I, 
§  55,  IX  und  X),  also  auch  auf  der  Fläche  geschlossen  ist;  ein  ge- 
schlossener Weg  in  der  Ebene,  der  die  Verzweigungspunkte  eine 
ungerade  Anzahl  Male  umkreist,  erscheint  auf  der  Fläche  als  ein 
Weg,  der  die  Übergangslinien  zusammengenommen  eine  ungerade 
Anzahl  Male  überschreitet,  also  nicht  nach  demselben  Punkt  der 
Fläche,  sondern  nach  dem  gerade  darüber-  bezw.  darunterliegenden 
zurückführt.  Infolgedessen  überträgt  sich  Satz  II  folgendermaßen 
auf  die  Fläche: 

VII.  Jeder  geschlosssene  Weg  auf  der  Fläche  führt  s  zu  seinem 
Ausgangswerte  zurück;  und  jeder  Weg,  auf  dem  nicht  nur  z,  sondern 
auch  s  zu  seinem  Ausgangswerte  zurückgelangt .,  ist  auf  der  Fläche 
geschlossen. 
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Das  ist  aber  gerade,  was  wir  mit  der  Einführung  einer  Rie- 
MANNschen  Fläche  statt  der  schlichten  Ebene  erreichen  wollen. 
Wir  sagen: 

VIII.  Auf  der  nach  Angabe  von  Nr.  VI  konstruierten  Biemann- 
schen  Fläche  ist  s  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  ^  die  überall  da 
stetig  ist,  loo  sie  endlich  ist. 

So  oft  es  uns  zweckmäßig  erscheint,  können  wir  die  so  ge- 
wonnene, zweiblättrig  über  der  Ebene  ausgebreitete  Fläche  durch 
stereographische  Projektion  in  eine  zweiblättrige  RiEMANNsche 
Kugeltiäche  umformen,  ähnlich  wie  es  in  I,  §  55  ff.  mit  den  dort 
behandelten  Flächen  geschehen  ist. 

Auf  eine  Fläche  von  ganz  ähnlicher  Beschaffenheit  werden  wir 
übrigens  geführt,  wenn  wir  die  Quadratwurzel  aus  einem  Polynom 
dritten  Grades: 

10)  .  =  yTTf^J  =  ^/ %{z  -  a,){z  -  a,){z -'^^) 
untersuchen.  Wir  haben  hier  allerdings  nur  drei  Verzweigungs- 
punkte a^,  a^,  a^  im  Endlichen;  wollen  wir  aber  verhindern,  daß 
der  Punkt  z  eine  ungerade  Anzahl  von  ihnen  umkreist,  so  müssen 
wir  notwendig  (mindestens)  von  einem  von  ihnen  einen  Einschnitt 
ins  Unendliche  ziehen.  Die  beiden  anderen  können  wir  dann  durch 
einen  zweiten  Einschnitt  verbinden.  Verfahren  wir  hierauf  wie 
unter  VI  angegeben,  so  erscheint  auch  der  unendlich  ferne  Punkt 
als  Verzweigungspunkt  der  Fläche.  In  der  That  liefert  die  Substi- 
tution (vgl.  I,  §§  21   u.  44): 

11)  2=1// 

für  s  den  Ausdruck: 


12)     s  =  ^!y y  -% ^\ ^2 «3 ^' [^' -  ~ 


Z 

«2 


aus  dem  hervorgeht,  daß  s  auch  bei  Umkreisung  von  2'  =  0,  d.  h. 
z  =  00  sein  Vorzeichen  ändert.  Wenn  wir  die  Ebene  auch  hier  zur 
Kugel  umformen,  erhalten  wir  eine  Fläche,  die  sich  von  der  zuerst 
betrachteten  in  nichts  weiter  unterscheidet,  als  daß  einer  der  Ver- 
zweigungspunkte in  dem  mit  r  =  00  bezeichneten  Punkte  liegt. 

§  2.     Umformung  dieser  Fläche  in  eine  Torusfläche. 

Solange  es  sich  nur  um  qualitative  Untersuchungen  handelt, 
sind  wir  nicht  an  die  genaue  Form  der  im  vorigen  Paragraphen 
konstruierten  Fläche  gebunden,  sondern  können  (wie  in  I,  §  60) 
mit  ihr  Umformungen  vornehmen,  wenn  wir  nur  dafür  sorgen,   daß 


§  2.     Umformung  dieser  Fläche  in  eine  Torus fläche.  7 

dabei  keine  Zerreißung  eintritt.  Wir  verfahren  dabei  zunächst  ganz 
ähnlich,  wie  an  der  eben  erwähnten  Stelle  des  I.  Teiles,  nur  können 
wir  hier  nicht  wie  dort  die  innere  Kugel  durch  eine  der  Über- 
gangslinien ganz  herausziehen,  da  sie  ja  außerdem  noch  durch  die 
andere  Übergangslinie  mit  der  äußeren  zusammenhängt.  Wohl 
aber  können  wir  sie  uns  (vgl.  Fig.  4)  immer  mehr  und  mehr  ab- 
geplattet denken,  bis  sie  in  eine  doppelt  überdeckte  ebene  Scheibe 
übergeht,  und  dann  die  beiden  Blätter  durcheinander  durchschlagen. 
A.  a.  0.,  wo  wir  nur  mit  einer  Übergangslinie  zu  thun  hatten,  haben 
wir  durch  diese  Operation  eine  mit  einer  Einstülpung  versehene 
Kugel  erhalten.  Hier,  wo  noch  eine  zweite  Übergangslinie  vorliegt, 
geht  diese  Einstülpung  durch  die  Kugel  hindurch  und  mündet  auf  der 
anderen  Seite,  da,  wo  ursprünglich  die  zweite  Übergangslinie  sich  befand, 
wieder  ins  Freie.  Mit  anderen  Worten,  wir  haben  eine  Kugel  mit 
einer  Durchbohrung  vor  uns.    Diese  kann  dann  weiter  durch  stetiges 


Fig.  4.  Fig.  5. 

Biegen  und  Verzerren  übergeführt  werden  in  einen  Torus  oder  Ring, 
d.  h.  in  die  Fläche,  die  durch  Rotation  eines  Kreises  um  eine  in 
seiner  Ebene  liegende,  ihn  nicht  schneidende  Axe  entsteht  (Fig.  5). 
Wir  können  übrigens,  wie  in  I.  §  60,  die  Sache  auch  noch 
etwas  anders  auffassen:  wir  können  wie  dort  die  Fläche  auseinander- 
schneiden, jeden  Teil  für  sich  deformieren  und 
dann  die  Teile  wieder  zusammenfügen,  wenn 
wir  nur  dafür  sorgen,  daß  ihre  Ränder  genau 
ebenso  wieder  aneinander  gesetzt  werden,  wie 
sie  ursprünglich  zusammengehörten.  In  unserem 
Falle  können  wir  etwa  die  Fläche  zunächst 
längs  der  Übergangslinien  aufschneiden,  so  daß 
die  Blätter  auseinanderfallen.  Schieben  wir 
dann  die  Ränder  der  Schlitze  zurück,  so  er- 
scheint jedes  Blatt  als  Kugel  mit  zwei  Öff- 
nungen (Fig.  6).  Die  letzteren  lassen  wir  immer  größer  werden,  so- 
daß  wir  zwei  Exemplare  einer  Art  von  Kugelzone  erhalten;  diese 
platten   wir    ab    zu    einer  Art   von    ebenen    Ringßächen.     Zwischen 


Fig.  6. 
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deren  Eändern  müssen  wir  nun  dieselben  Verbindungen  herstellen, 
wie  sie  auf  der  vorgelegten  Fläche  bestanden  haben,  d.  h.  wir 
müssen 


bezw.  mit 


h 


verbinden,  und  zwar  so,  daß  die  Pfeilrichtungen  zur  Deckung  kommen. 

Man  sieht:  es  kommt  auch  hier  eine  torusartige  Fläche   zu  Stande, 

(die  man  sich  nachher  noch  durch 
Biegungen  und  Verzerrungen  in 
einen  genauen  Torus  übergeführt 
denken  kann);  und  zwar  ent- 
spricht die  Außenseite  dieser 
Fläche  durchweg  der  Außenseite 
der  ursprünglichen  doppelt  über- 
deckten   Kugel.      Denn    um    die 

verlangte  Verbindung  zu   Stande   zu  bringen,   müssen  wir  die   eine 

der   beiden    ebenen    Ringflächen    erst   im  Eaume    umdrehen;    dann 

kommt  bei  beiden  die  Oberseite  nach  außen. 


Fig.  7. 


§  3.    Zusammenhangsverhältnisse. 

Auf  der  Torusfläche  können  wir  nunmehr  die  Zusammenhangs- 
verhältnisse bequem  überblicken  und  sie  dann  auf  die  zweiblättrige 
EiEMANNsche  Kugelfläche  mit  vier  Verzweigungspunkten  zurück- 
übertragen, auf  der  sie  nicht  so  unmittelbar  anschaulich  sind.  Wir 
beginnen  mit  der  Definition: 

I.  Einen  in  sich  zurücklaufenden,  sich  nicht  selbst  durchsetzenden 
Schnitt  auf  einer  Fläche,  der  mit  deren  etwaiger  Berandung  keinen 
Funkt  gemeinsam  hat,  nennen  wir  einen  Bückkehr  schnitt. 


Fig.  8. 


Eine  Kugel  hat  die  Eigenschaft,  daß  sie  durch  jeden  Eück- 
kehrschnitt  in  zwei  ganz  getrennte  Stücke  zerfällt.  Der  Torus- 
fläche kommt  diese  Eigenschaft  nicht  zu;  vielmehr  giebt  es  auf  ihr 
Kurven  von   der  Art,   daß  ein  längs  einer  solchen  Kurve  geführter 
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Eückkehrschnitt  die  Fläche  noch  •  nicht  zerfällt.  Solche  Kurven 
sind  z.  B.  sowohl  die  Meridiankreise  (Fig.  8),  als  die  Breitenkreise  der 
Fläche  (Fig.  9).  Wenn  aber  ein  solcher  Schnitt  ausgeführt  ist,  kann 
kein  weiterer  Eückkehrschnitt  ausgeführt  werden,  ohne  daß  die 
Fläche  zerfällt.     Definiert  man  also: 

II.  Unter  der  Geschlechtszahl  p  einer  geschlossenen  Fläche  versteht 
man  die  größte  Anzahl  einander  nicht  schneidender  Rückkehr  schnitte, 
die  man  auf  ihr  ziehen  kann,  ohne  daß  sie  zerfällt,^ 

so  folgt: 

III.  Die  Kugel  hat  das  Geschlecht  p  =  0,  die  Torusfläche  das 
Geschlecht  p  =  1. 

Aus  dieser  Eigenschaft  allein  geht  schon  hervor: 

IV.  FJs  ist  nicht  möglich,  die  Torusfläche  oder  die  zweiblätterige 
BiEMANNSche  Fläche  mit  vier  Verzweigungspunkten  eindeutig  und  stetig 
auf  die  Kugel  abzubilden. 

Ziehen  wir  auf  unserer  Torusfläche  einen  Rückkehrschnitt, 
z.  B.  längs  eines  Meridiankreises,  und  schneiden  sie  längs  desselben 
wirklich  durch,  so  wird  sie  dadurch  in  eine  Fläche  mit  zwei  Eand- 
kurven  verwandelt,  die  wir  etwa  als  eine  zusammengebogene  Cylinder- 
fläche  bezeichnen  können.  Diese  Fläche  ist  nicht  einfach  zusammen- 
hängend (I,  §  29,  VII);  wir  können  auf  ihr  zwar  keinen  Eückkehr- 
schnitt mehr  ziehen,  ohne  daß  sie  zerfällt,  wohl  aber  noch  einen 
Querschnitt ,  d.  h.  einen  Schnitt  von  einem  Randpunkte  nach  einem 
anderen  (I,  §  35,  Fig.  16)  —  z.  B.  längs  eines  Parallelkreises.  So 
erhalten  wir  eine  Fläche,  die  mit  einiger  Verzerrung  in  ein  ebenes 
Eechteck  ausgebreitet  werden  kann.     Wir  können  daher  sagen: 

V.  I)ie  Torusfläche  kann  durch  einen  Rück- 
kehrschnitt und  einen  Querschnitt  in  eine  einfach 
zusammenhängende  Fläche  verwandelt  werden. 

Alles  dieses  übertragen  wir  nun  von  der 
Torusfläche  zurück  auf  die  EiEMANNSche  Kugel- 
fläche. Dazu  müssen  wir  den  Umformungs- 
prozeß, der  diese  Fläche  in  jene  überführte, 
rückwärts   durchlaufen    und  dabei   die   Gestalts-  -p.     ^^ 

yeränderung    der  Schnitte    durch    die    einzelnen 
Schritte   jenes  Prozesses    hindurch    verfolgen;    dabei    ist  es    gleich- 
gültig, ob  wir  den  einen  oder  den   andern  der  in  §  2  geschilderten 

^  Natürlich  ist  man  erst  dann  berechtigt,  diese  Definition  allgemein  auf- 
zustellen, wenn  man  gezeigt  hat,  daß  diese  Anzahl  in  jedem  Falle  von  der 
Auswahl  der  Schnitte  unabhängig  ist.  Bei  der  Kugel  und  dem  Torus  über- 
sieht man  das  noch  unmittelbar. 
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Prozesse  benutzen.  Jedesmal  entspricht  einem  Parallelkreis  des 
Ein  gas  eine  Kurve  (wie  Ä  in  Fig.  10),  die  ganz  in  einem  Blatte 
verläuft  und  die  beiden  durch  die  eine  Übergangslinie  verbundenen 
Verzweigungspunkte  von  den  beiden  durch  die  andere  Übergangs- 
linie verbundenen  in  diesem  Blatte  trennt.  Einem  Meridiankreis 
des  Ringes  andererseits  entspricht  eine  Kurve  (wie  B  in  Fig.  10), 
die  von  einem  Punkt  der  einen  Übergangslinie  zu  einem  Punkt  der 
andern  im  einen  Blatte  hin,  im  andern  zurückführt.  (In  der  Figur 
sind  die  im  einen  Blatte  verlaufenden  Linien  ausgezogen,  die  im 
andern  Blatte  verlaufenden  punktiert.)  Die  beiden  Kurven  schneiden 
sich  auf  der  RiEMANNSchen  Fläche  in  einem,  und  nur  in  einem 
Punkte,  wie  das  auch  auf  dem  Torus  der  Fall  war.  Der  andere 
Schnittpunkt,  den  Fig.  10  aufzuweisen  scheint,  ist  nur  ein  scheinbarer; 
dort  verläuft  die  eine  Kurve  im  einen,  die  andere  im  andern  Blatte. 


§  4.    Rationale  Funktionen  von  z  und  ^ t\(^)  oder  V/gfzj. 

Die  Untersuchung  eindeutiger,  von  wesentlichen  Singularitäten 
freier  Funktionen  auf  einer  zweiblättrigen  RiEMANNschen  Fläche 
mit  zioei  Verzweigungspunkten  wurde  uns  (I,  §  61)  wesentlich  da- 
durch erleichtert,  daß  wir  diese  Fläche  umkehrbar  eindeutig  und 
im  allgemeinen  konform  auf  die  Kugel  abbilden  und  infolgedessen 
alle  jene  Funktionen  als  rationale  Funktionen  einer  Hilfsvariabeln 
ausdrücken  konnten.  Die  zweiblättrige  RiemannscIic  Fläche  mit  vier 
Verzweigungspunkten  dagegen  läßt  (§  3,  IV)  überhaupt  keine  umkehrbar 
eindeutige  und  stetige,  geschweige  denn  eine  konforme  Abbildung 
auf  die  Kugel  zu.  Wir  können  deshalb  hier  nicht  auf  dem  damals 
eingeschlagenen  Wege  eine  solche  Hilfsvariable  ausfindig  machen  (und 
werden  in  §  7  sehen,  daß  es  auch  auf  keinem  anderen  Wege  ge- 
lingen kann).  Infolgedessen  müssen  wir  hier  andere  Hilfsmittel  der 
Untersuchung  herbeiziehen.     Wir  beginnen  mit  der  Bemerkung: 

Wenn  es  auch  nicht  möglich  ist,  die  ganze  Fläche  in  der  er- 
wähnten Weise  abzubilden,  so  ist  es  doch  möglich,  die  Umgebung 
jedes  ihrer  Punkte  auf  einen  einfach  überdeckten,  ganz  im  Endlichen 
gelegenen  Bereich  einer  Hilfsebene  (^Ebene)  konform  so  abzubilden, 
daß  jedem  Punkt  jener  Umgebung  nur  ein  Punkt  dieses  Bereiches 
entspricht.  Für  Punkte  der  Fläche,  die  endlichen  Werten  von  z 
entsprechen  und  keine  Verzweigungspunkte  sind,  ist  das  selbst- 
verständlich; für  einen  Verzweigungspunkt  im  Endlichen  geschieht 
es  durch  die  Substitution: 

1)  ^  - «.  =  f-^--. 
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für  einen  unendlich  fernen  Punkt,  der  kein  Verzweigungspunkt 
ist,  durch: 

2)  z  =  t-^', 

für  einen  unendlich  fernen  Verzweigungspunkt  durch: 

3)  z  =  t-K 

Man  kann  eine  solche  Variable  t  ^,regularisierende  Hilfsvariable  für 
den  betreffenden  Punkt  der  Fläche"  nennen.  Dann  erweisen  sich  fol- 
gende Definitionen  als  zweckmäßig: 

I.  Ber  Ausdruck:  eine  Funktion  ist  in  der  Umgebung  von  z  =  z^ 
„auf  der  Fläche  regidär"  soll  bedeuten:  sie  ist  als  Funktion  der  zu 
diesem  Punkt  gehörenden  regularisier enden  Hilfsvariabeln  t  in  der  Um- 
gebung von  t  =^  0  regulär  in  dem  I,  §  33,  I  (vgl.  auch  I,  §  37,  III 
und  §  38,  IF)  festgesetzten  Sinne. 

II.  Wird  eine  der  zu  untersuchenden  Funktionen  irgendwo  Null, 
bezw.  unendlich,  so  versteht  man  unter  der  Ordnungszahl  dieses  Nidl- 
punktes,  bezw.  Poles  den  niedrigsten  positiven,  bezw.  höchsten  negativen 
Exponenten,  der  in  ihrer  Entwicklung  nach  Potenzen  der  betreffenden 
regularisier  enden  Hilfsvariabeln  vorkommt. 

Nach  diesen  Festsetzungen  Avenden  wir  uns  nun  zur  Unter- 
suchung rationaler  Funktionen  von  z  und  s.  Eine  solche  Funktion 
R  [z,  s)  kann  zunächst  auf  die  Form  eines  Quotienten  zweier  ganzen 
Funktionen  von  z  und  s  gebracht  werden;  benutzt  man  dann  die 
Gleichung  s"^  —  f(z)  und  die  aus  ihr  folgenden 

4)  •'^"•=[/r^;]",   .*^"+'  =  .^[/r^)''] 

zur  Beseitigung  aller  höheren  Potenzen  von  z  als  der  ersten  aus 
Zähler  und  Nenner,  so  erhält  man  zunächst  als  allgemeine  Form 
einer  rationalen  Funktion  von  z  und  s  die  folgende: 

in  der  a,  b,  c,  d  rationale  ganze  Funktionen  von  z  allein  bedeuten. 
Diese  läßt  sich  noch  weiter  reduzieren,  indem  man  im  Zähler  und 
Nenner  mit  c  —  ds  erweitert  und  dann  die  Eelation  s^  =  f(z)  aber- 
mals benutzt;  man  erhält  so: 

6)  Bis  z)=   ^g  -  bdf+  sjbc  -  ad)  ^  g^  (x)  +  g^  (^)  s  _ 

Also  gilt  der  Satz: 

III.  Jede  rationale  Funktion  von  z  und  s  läßt  sich  auf  die  Form 
(6)  bringen,  in  der  g^^,  g^,  g.^  rationale  ganze  Funktionen  von  z  allein 
bedeuten. 


12  Elliptische  Integrale. 


Dabei  dürfen  wir  voraussetzen,  daß  diese  drei  Funktionen 
keinen  ihnen  allen  gemeinsamen  Teiler  haben,  da  wir  einen  solchen 
stets  wegheben  könnten  (vgl.  I,  §  20,  Y).  Aber  auch  wenn  das  ge- 
schehen ist,  kann  es  immer  noch  vorkommen,  daß  in  einem  Punkte 
der  Fläche  Zähler  und  Nenner  von  (6)  gleichzeitig  Null  werden. 
Denn  der  Zähler  von  (6)  kann  auch  Null  werden,  ohne  daß  ^^  und 
^1  gleichzeitig  Null  werden.  Um  seine  Nullpunkte  zu  finden,  hat 
man  aus  den  beiden  Gleichungen  für  z  und  s: 

und: 

durch  Elimination  von  s  die  Gleichung  für  z  allein: 

abzuleiten.  Für  jede  Wurzel  dieser  Gleichung  stimmt  dann  der 
Wert  von  —g^lgi  niit  einem  der  beiden  Werte  von  s  überein,  so 
daß  zu  jeder  solchen  Wurzel  ein  Punkt  der  Fläche  gehört,  in  dem 
der  Zähler  von  (6)  Null  wird.  Wird  dann  in  einem  solchen  Punkte 
Zq  auch  der  Nenner  Null,  so  erscheint  die  rationale  Funktion  in 
unbestimmter  Form.  Diese  Unbestimmtheit  kann  zwar  für  den  einen 
Punkt  durch  algebraische  Umformungen  beseitigt  werden,  z.  B.  indem 
man  im  Zähler  und  Nenner  von  (6)  mit  ^o  ~  ^i  *  multipliziert  und 
mit  z  —  Zq  dividiert;  aber  sie  tritt  dann  dafür  an  andern  Punkten 
auf.  Eine  einheitliche  Festsetzung,  die  alle  Fälle  umfaßt,  ist  fol- 
gende: Man  entwickle  Zähler  und  Nenner  nach  Potenzen  der  für 
die  Umgebung  des  gerade  zu  untersuchenden  Punktes  geltenden 
regularisierenden  Variabein  t\  dann  kann  man  im  Zähler  und  Nenner, 
je  nach  Bedürfnis,  mit  einer  solchen  Potenz  von  t  multiplizieren 
oder  dividieren,  daß  nur  noch  Potenzen  von  t  mit  positiven  Expo- 
nenten vorkommen  und  daß  mindestens  eine  von  beiden  Entwick- 
lungen mit  einem  von  t  freien  Gliede  beginnt.  Daraus  geht  hervor, 
daß  man  in  jedem  Falle  einen  positiven  oder  negativen  ganzzahligen 
Exponenten  a  so  bestimmen  kann,  daß: 

i-''R[z,s) 

als  Funktion  von  t  betrachtet,  in  der  Umgebung  von  ^  =  0  regulär 
und  für  ^  =  0  von  0  verschieden  ist.  Dieser  Exponent  giebt  dann  die 
Ordnungszahl  (I,  §  20,  IV)  der  Funktion  „auf  der  Fläche"  in  dem 
untersuchten  Punkte  an.  Diese  Ordnungszahl  ist  also  in  jedem  Punkte 
der  Fläche  eine  ganze  Zahl,  und  wir  können  den  Satz  aussprechen : 
IV.  Jede  rationale  Funktion  von  z  und  s  —  ]/  f^(z)  (oder  ^  f^(z)  ist 
auf  der  in  §  1  konstruierten  RiEMANNSchen  Fläche  bis  auf  Pole  regulär. 
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Aber  auch  der  umgekehrte  Satz  gilt: 


V.    Jede    auf    der    RiEMANNSchen   Fläche    von    s  =  ^  f^  (z)    (oder 


y  /q  z)  eindeutige  und  bis  auf  Pole  reguläre  Funktion  ist  eine  rationale 
Funktion  von  z  und  s. 

Der  zweite  der  Beweise  des  Satzes  I,  §  61,  VII  gilt  nämlich 
auch  für  den  hier  vorliegenden  Fall. 

Man  nennt  die  auf  einer  Fläche  eindeutigen  und  bis  auf  Pole 
regulären  Funktionen  auch  wohl  kurz  „Funktionen  der  Fläche^'.  Auch 
pflegt  man  ihre  Gesamtheit  als  eine  „Klasse  algebraischer  Funktionen^' 
zusammenzufassen,  oder  mit  einem  in  der  Zahlentheorie  üblichen 
Ausdruck  als  einen  „Funktionenkörper'',  insofern  Summe,  Differenz, 
Produkt,  Quotient  irgend  zweier  von  ihnen  immer  wieder  eine 
Funktion  des  Körpers  giebt. 
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von  z  und  ]/f^(z)  oder  V/gf^J. 

Die  ÜAucHYschen  Sätze  (I,  §§  45,  46)  beruhten  auf  der  Um- 
formung eines  über  eine  geschlossene  Kurve  zu  erstreckenden  Rand- 
integrals in  ein  Doppelintegral,  das  über  die  von  der  Kurve 
umschlossene  Fläche  zu  erstrecken  war.  Aber  auf  unserer  zwei- 
blättrigen EiEMANNSchen  Fläche  mit  vier  Verzweigungspunkten 
umschließt  nicht  jede  Kurve  für  sich  allein  ein  Flächenstück  voll- 
ständig; um  daher  jene  Sätze  hier  anwenden  zu  können,  müssen 
wir  erst  die  Fläche  nach  Anleitung  von  §  3  in  eine  einfach  zu- 
sammenhängende F'  verwandeln.  Dabei  können  wir  es  immer  so 
einrichten,  daß  die  zu  diesem  Zwecke  erforderlichen  Schnitte  nicht 
gerade  durch  singulare  Punkte  der  zu  untersuchenden  Funktionen 
hindurchgehen.     Wir  erhalten  dann  zunächst  den  Satz: 

I.  Das  Integral  einer  auf  F  eindeutigen  Funktion,  genommen  um 
den  gesamten  Rand  von  F' ,  ist  in  allen  Fällen  gleich  Null. 

Denn  durchlaufen  wir  den 
Rand  in  bestimmtem  Sinne,  etwa 
so,  daß  F'  stets  zur  Linken 
bleibt,  so  wird  jeder  Schnitt 
zweimal  durchlaufen,  und  zwar 
die  beiden  Ufer  in  entgegen- 
gesetztem Sinne;  ist  die  zu  ^^' 
integrierende  Funktion,  wie  vorausgesetzt,  nicht  nur  auf  F',  sondern 
auch  auf  F  eindeutig,  so  hat  sie  auf  beiden  Ufern  dieselben  Werte 
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und   die  Beiträge,   die   die  beiden  Ufer  zum  Randintegrale  liefern, 
heben  sich  auf. 

Wollen  wir  andererseits  den  Wert  eines  Integrals  berechnen, 
genommen  längs  einer  Kurve,  die  einen  einzelnen  Punkt  der  Fläche 
vollständig  umschließt,  so  müssen  wir  zuerst  die  Umgebung  dieses 
Punktes  durch  Einführung  einer  geeigneten  regularisierenden  Hilfs- 
variabeln  (§  4)  auf  ein  Stück  einer  schlichten  Ebene  abbilden.  Dem- 
gemäß definieren  wir: 

II.  Unter  dem  Residuum  einer  auf  F  eindeutigen  Funktion  xfj  in 
einem  Punkte  z  verstehen  wir  das  Residuum  von 

d% 

als   Funktion    von    t,    wenn   t    die    für   die    Umgebung   von   z^   geltende 
regularisierende  Hilfsvariable  ist. 

Dann  gilt  der  Satz  I,  §  45,  III  auch  für  Teile  unserer  Fläche 
F  \  wenden  wir  ihn  auf  die  ganze  Fläche  F'  und  auf  eine  rationale 
Funktion  von  z  und  s  an,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  I  der  zu  I, 
§  45,  VI  analoge  Satz: 

III.  Hie  Gesamtsumme  der  Residuen  einer  Funktion  der  Fläche  F 
ist  stets  gleich  Null. 

Wenden  wir  diesen  Satz  nicht  auf  die  zu  untersuchende 
Funktion  r/,'  selbst,  sondern  auf: 

1     dip 

ip      dx 

an,    so    geht    aus    der    Definition   II    hervor,    daß    deren  Residuum 
gleichzusetzen  ist  dem  von 

1      dip 

ip      dt 

Das  letztere  ist  aber  gleich  der  Ordnungszahl  von  ip  (I,  §  46,  II.  III). 
Wir  finden  somit: 

IV.  Jede  Funktion  der  Fläche  wird  auf  ihr  ebenso  oft  Null  toie 
Unendlich  — 

und  wenn  wir  denselben  Satz  statt  auf  \p  auf  i/'  —  c  anwenden : 

V.  Jede  Funktion  der  Fläche  nimmt  jeden  komplexen  Wert  ebenso 
oft  an  wie  jeden  andern. 

Dabei  bedeutet  die  Aussage  (vgl.  I,  §  46,  IV):  „die  Funktion 
1/'  nimmt  den  Wert  c  in  dem  Punkte  z^  der  Fläche  Ä-mal  an",  soviel 

als:  in  diesem  Punkte  ist  ip  =  c,  — y-  =  0,     ,  J  =  0 . . .,  -fjk^  ~  ^' 

wenn  t  die  für  die  Umgebung  von  z^  geltende  regularisierende  Hilfs- 
variable ist. 
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Man  nennt  wohl  eine  Funktion  der  Fläche,  die  jeden  Wert 
auf  ihr  w-mal  annimmt,  ,,eine  n-wertige  Funktion  der  Fläche^'-;  doch 
kann  das  zu  dem  Mißverständnis  Anlaß  geben,  als  ob  von  einer 
Funktion  die  Eede  sei,  die  in  jedem  Punkte  der  Fläche  n  ver- 
schiedene Werte  hat.  Besser  ist  es  zu  sagen:  eine  Funktion  n^'^'' 
Ordnung.  —  Man  beachte  übrigens,  daß  z  selbst,  als  Funktion  der 
Fläche  betrachtet,  eine  Funktion  zweiter  Ordnung,  s  =  ^jf\(z)  eine 
Funktion  vierter  Ordnung  ist. 

Aus  Satz  V  folgt  noch  ein  wichtiges  Korollar: 

VI.  Fine  überall  endliche  Funktion  der  Fläche  ist  stets  eine 
Konstante. 

Denn  wenn  eine  Funktion  der  Fläche  nirgends  unendlich  wird, 
kann  sie  nach  Y  überhaupt  keinen  Wert  annehmen.  Der  hierin 
liegende  Widerspruch  löst  sich  nur,  wenn  dip/dz  identisch  Null, 
also  1/^  =  Konst.  ist. 
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Nunmehr  können  wir  zurückkehren  zu  der  Aufgabe,  die  wir 
uns  ursprünglich  gestellt  hatten :  die  Integrale  rationaler  Funktionen 
von  z  und  s  =  '\/f^(z)  oder  ^ f^(z)  zu  untersuchen.  Man  nennt 
diese  Integrale  elliptische  Integrale,  aus  dem  äußerlichen  Grunde, 
weil  die  Berechnung  der  Länge  eines  Ellipsenbogens  auf  eines  von 
ihnen  führt.     Ein  solches  Integral  hat  zunächst  die  Form: 

(1)  jB{z,s)dz- 
manchmal  ist  es  zweckmäßiger,  die  Form: 

(2)  [^dR, 

ZU  betrachten,  in  der  R^  und  B^  zwei  Funktionen  der  Fläche  be- 
deuten. Sie  ist  nur  scheinbar  allgemeiner  als  (1),  wie  man  erkennt, 
indem  man  dafür: 


j 


B^-^dz 


schreibt. 

Ein  solches  Integral  ist  eine  Funktion  seiner  beiden  Grenzen; 
wir  werden  uns  aber  zumeist  die  untere  Grenze,  die  etwa  z^  heißen 
möge,  als  fest  gegeben  denken  und  das  Integral  als  Funktion  der 
oberen  Grenze  z  betrachten.  Ist  dann  ein  bestimmter  Integrations- 
weg von  z^  nach  z  vorgeschrieben,  so  kann  man  ihn  in  eine  Anzahl 
Teile   so   zerlegen,    daß   jeder  dieser  Teile   ganz  in  einem  Bereiche 
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liegt,  der  durch  Einführung  einer  geeigneten  regularisier enden 
Variabein  t  (§  4)  auf  ein  einfach  überdecktes,  einfach  zusammen- 
hängendes Stück  der  ^- Ebene  abgebildet  werden  kann.  Für  jeden 
solchen  Teil  des  Integrationsweges  gelten  dann  die  Sätze  über  Inte-- 
grale  eindeutiger  Funktionen;   insbesondere  folgt  (vgl.  I,  §  35,  IV): 

I.  Mn  Integral  der  Form  [2J  ist  bei  gegebenem  Integrationsweg 
eine  auf  der  Fläche  F  reguläre  Funktion  der  oberen  Grenze  im  Sinne 
der  Definition  I  von  §  4,  wenn  F^  und  F^  längs  des  ganzen  Integrations- 
weges regulär  sind. 

Wollen  wir  weiter  die  Werte  vergleichen,  die  ein  solches  Integral 
für  zwei  verschiedene  Integrationswege  zwischen  denselben  Grenzen 
erhält,  so  werden  wir  zw^eckmäßigerweise  erst  wie  in  §  3  die  Fläche 
F  durch  geeignete  Schnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende 
Fläche  F'  verwandeln.  Auf  diese  können  wir  dann  die  CAUCHYschen 
Sätze  (I,  §  35)  anwenden.     Wir  finden  so: 

II.  Die  Werte  eines  elliptischen  Integrals,  genommen  längs  zweier 
verschiedener  zwischen  denselben  Grenzen  innerhalb  F'  verlaufender 
Wege,  stimmen  über  ein,  wenn  F^  und  F^  in  dem  von  diese?!  beiden 
Wegen  begrenzten   Gebiet  auf  der  Fläche  regulär  sind. 

III.  Ist  das  nicht  der  Fall,  so  läßt  sich  die  Differenz  der  beiden 
JFerte  des  Integrals  darstellen  als  Summe  von  Integralen,  genommen 
um  die  Fole  von  R^   und  von  F^. 

IV.  Der  Wert  des  Integrals  f  R^d  F^,  genommen  in  positivem 
Sinne  um  einen  Fol  von  R^  oder  R^  ist  gleich  dem  Residuum  {§  5,  II) 
der  Funktion  R^  d R^j dz  in  diesem  Punkte. 

V.  Dies  führt  zu  einer  Einteilung  der  elliptischen  Integrale  in  drei 
Gattungen.  Ist  das  Kesiduum  von  ^^  dRJdz  in  allen  Polen  von  i?^ 
und  i?2  gleich  Null,  so  ist  der  Integralwert  eine  innerhalb  i^''  eindeutige 
Funktion,  so  lange  nur  solche  Integrationswege  zugelassen  werden,  die 
ganz  innerhalb  F'  verlaufen;  wir  nennen  diesen  Wert  den  Hauptwert 
des  Integrals.  Ist  diese  eindeutige  Funktion  überall  regulär,  so  heißt 
das  Integral  ein  Integral  erster  Gattung;  hat  sie  noch  Pole,  so  heißt  es 
ein  Integral  zweiter  Gattung.  Ist  aber  das  erwähnte  Eesiduum  auch 
nur  in  einem  jener  Pole  von  Null  verschieden  =  A,  so  ist  der 
Integralwert  schon  innerhalb  F'  unendlich  vieldeutig;  das  Integral 
heißt  dann  ein  Integral  dritter  Gattung.  Ein  solches  kann  in  der 
Umgebung  des  betreffenden  Punktes  dargestellt  werden  als  Summe 
aus  A  log  t  +  einer  Funktion,  die  dort  regulär  ist  oder  einen  Pol  hat. 

Untersuchen  wir  zunächst  die  Integrale  I.  und  II.  Gattung 
weiter.  Sei  w{z)  der  Wert  eines  solchen,  genommen  auf  einem 
ganz    innerhalb  F'    verlaufenden    Integrationswege;    wir   fragen,    in 
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welcher  Beziehung  die  Werte  zu  einander  stehen  mögen,  die  diese 
Funktion  w{z)  ineinander  gegenüberliegenden  Punkten  auf  den 
beiden  Ufern  eines  der  Rückkehrschnitte  J,  B  besitzt. 

Um  uns  präcise  ausdrücken  zu  können,  müssen  wir  jedem  der 
beiden  Rückkehrschnitte  einen  bestimmten  Bichtungssinn  beilegen, 
sodaß  wir  sein  eines  Ufer  als  das  linke,  das  andere  als  das  rechte 
bezeichnen  können.  An  und  für  sich  ist  die  Wahl  des  Sinnes  für 
beide  Rückkehrschnitte  gleichgültig;  aber  mit  Rücksicht  auf  später 
(im  VI.  Abschnitt)  zu  verfolgende  Zwecke  wollen  wir  gleich  hier 
eine  Festsetzung  treffen,  nach  der  der  Sinn  nur  noch  auf  einem  der 
Schnitte  willkürlich  bleibt,  nämlich: 

VI.  Der  Bichtungssinn  soll  auf  den  beiden  Bückkehr  schnitten  A,  B 
so  festgelegt  sein,  daß  der  Schnitt  A  den  Schnitt  B  von  links  nach  rechts, 
also  B  den  A  von  rechts  nach  links  überschreitet  (Fig.  12). 


^^ 


Fig.  12.  Fig.  13. 

Seien  nun  X,  (;  und  ?J,  o'  zwei  Paare  einander  gegenüber- 
liegender Punkte  an  den  beiden  Ufern  eines  Schnittes  (Fig.  13);  dann 
ist,  da  die  Funktionen  B^  und  B^  innerhalb  der  unzer schnittenen 
Fläche  F  eindeutig  sind: 

X'  o' 

3)  [B^dB^=  JR^dB^, 

A  Q 

wenn  jedesmal  längs  des  betreffenden  Schnittes  so  integriert  wird, 
daß  dabei  der  andere  Schnitt  nicht  überschritten  wird.  Da  aber 
beide  Integrationswege  ganz  innerhalb  F'  verlaufen,  so  können  wir 
diese  Integralwerte  auch  durch  die  Werte  ausdrücken,  die  der 
Hauptzweig  2ü(z)  an  den  oberen  und  unteren  Grenzen  annimmt. 
Wir  erhalten  so: 

w  [X')  —  IC  (A)  =  tu  [o')  —  IC  [o) 
oder: 

4)  w  [X)  —  w  ((/)  =  tc  [X)  —  w  [o). 
In  der  letzteren  Form  sagt  die  Gleichung  aus: 

VII.  Längs  jedes  der  beiden  Bückkehr  schnitte  ist  die  Differenz  der 
Werte  konstant,  die  der  Hauptzweig  eines  Integrals  L  oder  II.  Gattung 
in  einander  gegenüberliegenden  Funkten  auf  beiden  Ufern  des  Schnittes 
annimmt. 
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Wir  nennen  diese  konstante  Differenz   w[l)  —  w[o):   den  Perio- 
dicitätsmodul  des  Integrals  an  dem  Rückkehr  schnitt. 

Fassen  wir  vier  Punkte  ins  Auge,   die   an  der  Kreuzungsstelle 
der  beiden  Rückkehrschnitte  Ä,  B  m   der  in  Fig.  14   angegebenen 
Weise  liegen,   dann   sind   die  Periodicitätsmoduln  des 
Integrals  lo: 

\      an  J :     w  {a)  -  w  (ß)  =  w  {ö)  -  w  [y) ; 
'  ''       1      an  i?:     7^  [a)  -  w  [8)  =  iv  {ß)  -  w  (/). 

Andererseits  ist,  wenn  die  Integrale  längs  der  Schnitte 
in  der  für  jeden  festgesetzten  positiven  Richtung  genommen  werden: 

f  die  =  w  [a)  —  w  {())  =  ?r  (ß)  —  w  [y) . 


Fig.  14. 


6) 


^  dw  = 


n'{a)  —  'w{y)  —  w{S). 


VIII.  Us  ist  also,  wenn  die  Festsetzung  VI  getroffen  wird,  der 
F er io dicitätsmodul  an  B  gleich  dem  Wert  des  Integrals  genommen 
längs  Ä,  dagegen  der  F er  io  dicitätsmodul  an  J.  entgegengesetzt  gleich 
dem    Werte  des  Integrals  genommen  längs  B. 

Bei  Integralen  dritter  Gattung  modifizieren  sich  diese  Sätze 
durch  das  Auftreten  der  logarithmischen  ünstetigkeitspunkte.  Von 
einem  solchen  Integral  kann  nicht  ein  auf  F'  eindeutiger  Zweig  ab- 
gespalten werden;  man  muß  vielmehr  erst  ^on 
sämtlichen  logarithmischen  Unstetigkeitspunkten 
einander  nicht  treffende  Einschnitte  L  (Fig.  15) 
nach  dem  Rande  der  Fläche  führen.  Zweckmäßiger- 
weise geschieht  das  so,  daß  alle  diese  Einschnitte 
im  Schnittpunkt  von  Ä  und  B  einmünden.  Die 
Fläche  F'  geht  dadurch  in  eine  ebenfalls  einfach 
zusammenhängende  Fläche  F"  über;  und  ein  Zweig  des  Integrals 
kann  jetzt  eindeutig  und  stetig  dadurch  definiert  werden,  daß  der 
Integrationsweg  auf  diese  Fläche  F'  beschränkt  wird.  Dann  er- 
giebt  sich: 

IX.  Fin  Integral  III.  Gattung  hat  konstante  Periodicitätsmoduln 
nicht  nur  an  den  Bückkehr  schnitten  Ä  und  B,  sondern  auch  an  den 
Einschnitten  L.  An  jedem  der  letzteren  ist  der  Per  io  dicitätsmodul 
=  2  7ii  mal  dem  Residuum  von  R^  dR^jdz  in  dem  Pole,  von  dem  er 
ausgeht;  die  Summe  dieser  logarithmischen  Periodicitätsmoduln  ist  also 
Nidl  (nach  §  5,  III). 

Nun  heben  wir  die  bisher  festgehaltene  Beschränkung  des  In- 
tegrationsweges   auf   die  Fläche  F',   bezw.  F"    auf   und    lassen    ihn 


Fig.  15. 
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ganz  willkürlich;  oder,  was  dasselbe  ist,  wir  setzen  den  Hauptwert 
des  Integrals  über  die  Begrenzung  von  F,  bezw.  F'  hinaus  ana- 
lytisch fort.  Wir  finden  so  (vgl.  die  Diskussion  des  Logarithmus, 
I,  §  56,  III): 

X.  I^as  Integral  einer  rationalen  Funktion  von  z  und  s  ist  auf 
der  Fläche  F  eine  unendlichvielwertige  Funktion,  deren  sämtliche  Werte 
aus  irgend  einem  von  ihnen  durch  Addition  beliebiger  ganzzahliger 
Vielfacher  konstanter  Periodicitätsmoduln  hervorgehen. 

Zu  einem  gewissen  Abschluß  gelangt  diese  Untersuchung  durch 
die  folgende  Umkehrung  dieses  Satzes: 

XL  Jede  Funktion,  die  auf  der  Fläche  F  bis  auf  Fole  und  loga- 
rithmische Unstetig keitspunJite  regulär  und  nur  durch  konstante  Ferio- 
dicitätsmoduln  vieldeutig  ist,  ist  das  Integral  einer  rationalen  Funktion 
von  z  und  s. 

Denn  ihr  Differentialquotient  genügt  den  Bedingungen  des 
Satzes  §  4,  V. 


§  7.    Das  elliptische  Integral  erster  Gattung. 

Im  vorigen  Paragraphen  ist  zwar  definiert,  was  unter  einem 
elliptischen  Integral  L.  IL  oder  III.  Gattung  zu  verstehen  ist,  aber 
noch  keineswegs  bewiesen,  daß  es  solche  Integrale  von  jeder  der 
drei  Gattungen  wirklich  giebt.  Wir  wollen  nun  zunächst  versuchen, 
ein  Integral  I.  Gattung  wirklich  zu  bilden;  wir  setzen  es  in  der  Form 

1)  jR[z,s)dz 

an.     Ist  nun 

2)  •'^  =  /.r^j, 

so  ist  an  einem  im  Endlichen  gelegenen  gewöhnlichen  Punkte 

dz  =  dt\ 

an  einem  im  Endlichen  gelegenen  Verzweigungspunkte 

dz  =  2tdt; 

an  einem  unendlich  fernen  Punkte 

dz  =  —  t-^dt 

zu  setzen  (vgl.  §  4),  wenn  t  jedesmal  die  zugehörige  regularisierende 
Hilfsvariable  bedeutet.  Soll  also  das  Integral  (1)  überall  regulär 
bleiben ,  so  muß  die  Funktion  F  (z,  s)  selbst  überall  regulär  sein, 
ausgenommen  in  den  Verzweigungspunkten,  wo  sie  Pole  1.  Ordnung 
haben  darf;    sie  muß  ferner  im  Unendlichen  auf  beiden  Blättern  je 
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von   der   2.  Ordnung   Null   werden.     Die    Funktion  s-'^   hat   diese 
Eigenschaften;  also  folgt: 

I.  Das  Integral: 

z 

/dz 

ist   auf  der  Fläche   von   5  =  ]/  /^  (z)   überall  regulär,  m.   a.    W.    es    ist 
wirklich  ein  Integral  I.   Gattung. 

Es  ist  aber  auch  das  einzige  Integral  I.  Gattung,  wenn  man 
von  einem  konstanten  Faktor  absieht.  Denn  soll  R  die  bezeichneten 
Eigenschaften  haben,  so  muß  R.s  auf  der  Fläche  überall  regulär, 
also  nach  §  5,  VI  eine  Konstante  sein.     Also: 

II.  Jedes  andere  Integral  I.  Gattung  auf  unserer  Fläche  kann  sich 
von  (3)  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden. 

Im  Falle  s^  =  ^3  (z)  sind  diese  Schlüsse  teilweise  etwas  zu 
modifizieren.  Der  Punkt  oo  ist  dann  ein  Verzweigungspunkt  und  s 
hat  in  ihm  einen  Pol  3.  Ordnung;  aber  es  ist  für  ihn  auch 

dz  =  -  2t-^dt 
zu  setzen.     Das  Resultat  bleibt  also  dasselbe: 

III.  Bie  Sätze  I  und  II  gelten  auch  für  den  Fall  der  Quadrat- 
wurzel aus  einem  Polynom  dritten  Grades. 

In  der  Existenz  des  Integrals  I.  Gattung  liegt  ein  charakte- 
ristischer Unterschied  zwischen  der  zweiblättrigen  EiEMANNSchen 
Fläche  mit  vier  und  der  mit  zwei  Verzweigungspunkten;  man  kann 
aus  ihr  allein  schon  schließen: 

IV.  Es  ist  nicht  möglich,  z  und  s  =  ^ f^(z)  oder  ^ f^(z)  als 
rationale  Funktionen  einer  Ililfsvariabeln  t  auszudrücken. 

Denn  wenn  das  möglich  wäre,  würde  das  Integral  I.  Gattung 
dabei  in  ein  überall  endliches  Integral  einer  rationalen  Funktion 
von  t  übergeführt  werden,  und  ein  solches  existiert  nicht. 

N.  H,  Abel  und  C.  G.  J.  Jacobi  haben  gefunden,  daß  die  Um- 
kehrung der  durch  die  Gleichung  (3)  gegebenen  Beziehung  zwischen 
den  Variabein  z  und  u  zu  einer  eindeutigen  Funktion  z  von  u  führt 
—  ebenso  wie  die  Umkehrung  der  Gleichungen: 


r dx  r    dx 

u  = >      M  =      -7= 


1  0 

bezw.  die  eindeutigen  Funktionen: 

z  =  e^ ,       z  =  sinu 
liefert.     Um  das  zu  beweisen,   ist  zunächst  erforderhch   (wenn  auch 
noch  lange  nicht  hinreichend)  zu  zeigen: 
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V.  Hat  das  Integral  (3)  für  irgend  einen  Funkt  z^  der  Fläche 
einen  Wert  w^,  so  ist  nicht  nur  u  in  der  Umgehung  von  z^  eine  regu- 
läre Funktion  von  z,  sondern  auch  z  in  der  Umgehung  von  Uq  eine 
reguläre  Funktion  von  u. 

Der  Beweis  geschieht  durch  Entwicklung  in  Reihen  und  Um- 
kehrung derselben  nach  I,  §  46,  X.  Man  würde  zu  diesem  Zwecke 
nur  die  Anfangsglieder  der  betreffenden  Reihen  brauchen;  doch 
wollen  wir  zum  Zwecke  späterer  Verwendung  noch  einige  Glieder 
mehr  angeben: 

Sei  erstens  z^  ein  gewöhnlicher  Punkt  der  Fläche,  also  f(zQ)  =|=  0, 
so  setzen  wir  z  —  z^  =  t\  dann  kommt  der  Reihe  nach: 

4)        f{z)  =  f{Zo)  +  tf  (^o)  +  i  t^f"  (^o)  +  •  ■ 

7)  .-«„=  -^ i.-x,.£i^i+.'(-,vg^«i+ig^l+..[- 


VA^o")  >  /■(*«)  V         /■(%)       VW 


g^  jz-^„  =  (« -  «„)  y/'(^o)  +  i(«  -  «o)V'  (^o) 

Sei  zweitens  a  ein  im  Endlichen  gelegener  Verzweigungspunkt 
der  Fläche,  so  setzen  wir  z  —  a—t^.  Da  wir  immer  an  der  Voraus- 
setzung (§  1,  I)  festhalten,  die  Verzweigungspunkte  seien  voneinander 
verschieden,  so  ist  f  (gt)  =[=  0 ;  wir  erhalten  also : 

9)    m  =  t^r  w  +  i  t^r  (^)  +  *  t'r  («)  +  •• 

yrW  Vfi")^  f  in)  \  f  (tt)  f  (nf  I  > 
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Drittens    erhalten    wir   für  einen   gewöhnlichen  Punkt  im  Un- 
endlichen : 

14)  f[z)  =  t-^{a^  4-  4ß3«f+  6ö2^2_^..) 

15)  y/-(.)  =  ,-2y^{i  +  i;^,H_,.(    if._^)  +  ..} 

16)  ^=  =  -t.        |l_l^^  +  ^2(_3^  +  6^)  +  .l 

17)  .-.0=-^      {l_.«L,  +  ,.(_    i!.+^_^)  +  ..} 

18)  2f  ==-]/«()  (m  -  Wo)  +  «1  (?^^  -  U^f  -  «2  VS  (^'  -  ^o)^  +  •  • 

Viertens  endlich   erhalten  wir  für  einen  Verzweigungspunkt  im 
Unendlichen : 


19)  f{z)  =  t-^(4a^  +  6  02^2  ^4«3  2f*  +  ..) 


_9     ^ 

3  2      n    2 


+  •• 


20)     Yf{zj=2t-'^y^,\i+i'^r-+t*[   ^ 

21)  1^  =  -J!  li-A"^t^  +  t*(-^^+  ^  -4)  +  ■  •} 

22)  u-u,  =  -~^        {l_l«^,2  +  ,W        ^+^7_^i!llW..l 

I  +  (tv  «1  «3  -  tI  0  «2")  y«^  («^  -  «^o)^ + •  • 

Durch  die  Gleichungen  (8),  (13),  (18),  (23)  ist  Satz  V  für  alle 
Fälle  bewiesen. 

§  8.    Die  durch  ein  elliptisches  Integral  I.  Gattung  vermittelte 
konforme  Abbildung  der  Halbebene  auf  ein  Rechteck. 

Wir  wollen  versuchen,  uns  eine  Vorstellung  von  der  Gestalt 
desjenigen  Bereiches  der  m- Ebene  zu  verschaffen,  auf  den  unsere 
RiEMANNSche  Fläche  durch  den  auf  ihr  eindeutig  definierten  Haupt- 
wert des  Integrals  u  konform  abgebildet  wird  (I,  §  34).  Satz  V  von 
§  7  sagt  von  diesem  Bereiche  aus,  daß  er  keine  Verzweigungspunkte 
(I,  §  69)  in  seinem  Innern  enthält.  Aber  daraus  allein  folgt  noch 
nicht,  daß  er  sich  nirgends  selbst  überdeckt;  er  könnte  ja  etwa  die 
I,  §  67  in  Fig.  42   dargestellte  Gestalt  haben.     Um  zu  zeigen,   daß 
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das  nicht  der  Fall  ist,  müssten  wir  seine  Kontur  bestimmen,  d.  h. 
wir  müßten  untersuchen,  welche  Werte  der  Hauptwert  von  u  auf 
dem  Bande  von  F'  annimmt. 

Wir  wollen  diese  Untersuchung  jedoch  zunächst  nur  für  den 
Fall  durchführen,  daß  die  vier  Verzweigungspunkte  alle  vier  reell 
sind.  In  diesem  Falle  gelangen  wir  nämlich  zum  Ziele,  wenn  wir 
die  Fläche  vermittelst  eines  längs  der  Axe  der  reellen  Zahlen  durch 
beide  Blätter  geführten  Schnittes  in  vier  Halbebenen  zerlegen  und 
das  Bild  der  ganzen  Fläche  aus  den  Bildern  dieser  vier  Halbebenen 
zusammensetzen. 

Die  Verzweigungspunkte  seien  alle  im  Endlichen  gelegen  und 
ihre  Bezeichnung  sei  so  gewählt,  daß: 

1)  a^  <  a^  <  a^  <  a^ 

ist;  Uq  sei  positiv.  Die  untere  Grenze  des  Integrals,  deren  Wahl 
uns  noch  frei  steht,  legen  wir  in  den  Verzweigungspunkt  a^ ,  so- 
daß  der  Hauptwert: 

2)  ti  [a^)  =  0 

ist.  Wir  wollen  zunächst  die  positive  Halbebene  des  oberen  Blattes 
abbilden;  sie  sei  dadurch  definiert,  daß  wir  für  zwischen  a^  und  a^ 
gelegene  Werte  von  z  die  Wurzelgröße,  die  dann  reell  ist,  positiv 
nehmen.^ 

Lassen  wir  z  zunächst  von  a^  bis  a^  zunehmen,  so  erhält  das 
Integral  fortwährend  reelle  positive  Inkremente;  u  loächst  also  von 
0  bis  zu  derjenigen  reellen  Größe  co^,  die  durch  das  bestimmte  In- 
tegral zwischen  reellen  Grenzen: 

«2 

J  Var 


d% 


|]/ao  {X  -  «o)  {x  -  «i)  («2  -  x)  («3  -  x)  I 

definiert  ist.  In  der  Umgebung  von  a^  wird  das  Verhalten  von  u 
als  Funktion  von  z  durch  die  Gleichung  (12)  des  §  7  angegeben, 
wenn  man  in  ihr  u^  =  co^  und  t  =  ^z  —  a^  setzt;  lassen  wir  also, 
um  den  x\.usnahmepunkt  a^  zu  vermeiden  und  dabei  im  oberen 
Blatte  zu  bleiben,  z  vor  a^  von  seinem  bisherigen  Wege  nach  links 
ausbiegen  und  einen  kleinen  Halbkreis  um  a^  im  Sinne  der  ab- 
nehmenden Winkel  (I,  §  4)  beschreiben,  so  wird  u  von  seinem  bisherigen 
Wege  ebenfalls  nach  links  ausbiegen  und  einen  kleinen  Viertelkreis 


^  Man  schließe  nur  nicht  etwa  hieraus,   daß   sie  dann  im  oberen  Blatte 
überall,  wo  sie  reell  ist,  positiv  zu  nehmen  sei. 
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(I,  §  69  a.  E.)  ebenfalls  im  Sinne  der  abnehmenden  Winkel  um  Wg 
beschreiben.  Dabei  nimmt  der  Arcus  von  c^2  ~  -^  ^^^  ^  ^^^  ~"  ^> 
also  der  von  '^a.^  —  z  von  0  bis  —7ij2  ab;  die  Arcus  der  drei 
anderen  Faktoren  der  Quadratwurzel  bleiben  in  der  Nähe  von  0. 
Im  Endpunkte  des  Halbkreises  ist  demnach  die  Wurzelgröße  in 
unserem  Halbblatte  negativ  imaginär  und  bleibt  es  dann  auch,  wenn 
wir  jetzt  z  weiter  von  a^  bis  in  die  Nähe  von  a^  sich  bewegen 
lassen.  Das  Integral  erhält  also  dann  positiv  imaginäre  Inkremente; 
u  bewegt  sich  avf  einer  Tarallelen  zur  Axe  der  rein  imaginären  Zahlen 
bis  in  die  Nähe  eines  Punktes  co^  +  «3,  dessen  zweite  Koordinate 
durch  das  bestimmte  Integral  zwischen  reellen  Grenzen: 


4) 


J|]/«o(^ 


dz 


h)  (^  -  «1)  (^  -  «2)  («3  -  ^')  I 


definiert  ist. 

Wieder  lassen  wir  z  nach  links  ausbiegen  und  einen  kleinen 
Halbkreis  um  a^  im  Sinne  der  abnehmenden  Winkel  beschreiben; 
u  beschreibt  dann  einen  kleinen  Viertelkreis  in  demselben  Sinne, 
der  Arcus    der  Wurzelgröße    nimmt    abermals    um  7r/2  ab,    sie    ist 


W,  ILoo 


Fiff.  16. 


Fig.  17. 


UJj+Ufg 


also  von  hier  an  negativ  reell  (vgl.  die  Fußnote  auf  S.  23).  Das 
Integral  erhält  also  jetzt  negativ  reelle  Inkremente;  u  bewegt  sich 
auf  einer  Parallelen  zur  Axe  der  reellen  Zahlen   nach  links  bis  in  die 


Nähe  eines  Punktes  u^,  der  durch: 


5) 


dx 


||/ao  (,z  -  «0)  i^  -  «1)  (-  -  «2)  (^-  -  «3)1 


definiert  ist.  Lassen  wir  dann  z,  nach  links  ausbiegend,  auf  seiner 
Kugel  einen  kleinen  Halbkreis  um  den  Punkt  00  beschreiben  (der 
hier  kein  Verzweigungspunkt  ist),  so  beschreibt  u,  zufolge  §  7, 
Gleichung  17  ebenfalls  einen  kleinen  Halbkreis  um  den  Punkt  u^. 
Setzt  dann  z,  aus  dem  Unendlichen  kommend,  seinen  Weg  auf  der 
Axe   der  reellen   Zahlen  fort,  bis  in  die  Nähe   des  Punktes  a^^,   so 
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bewegt  sich  u  in  der  zuletzt  verfolgten  Richtung  weiter  bis  in  die  Nähe 
eines  Punktes  o)^  -f-  o;^  —  [co^,  der  durch: 

d  X, 


6)  «^  +  «3  -  (Wj)  -  u^  =  -  {-j=== 


X)  («1  -  X,)  («2  -  -)  («3  -  ^) 


definiert  ist. 

Wieder  lassen  wir  z  nach  links  ausbiegend  einen  kleinen  Halb- 
kreis um  a^  beschreiben  und  dann  seinen  Weg  längs  der  Axe  der 
reellen  Zahlen  bis  in  die  Nähe  von  a^  fortsetzen.  Dabei  umgeht 
u  erst  den  Punkt  w^  +  «3  —  (co-^)  in  einem  Viertelkreis;  weiterhin 
ist  die  Wurzel  positiv  imaginär  zu  nehmen,  das  Integral  erhält 
negativ  imaginäre  Inkremente  und  71  beicegt  sich  parallel  mit  der 
Axe  der  imaginären  Zahlen  nach  unten  bis  in  die  Nähe  eines  Punktes 
(ü^  +  &>3  —  (09 J  —  (093),  der  durch: 

a, 


7)  i^  =  n 

i         J 


Ij/ao  (x  -  «o)  («1  -  ^)  («2  -  ^)  («3  -  ^)l 

definiert  ist. 

Schließlich  lassen  wir  z  auf  einem  kleinen  Halbkreise  um  a^ 
zu  seinem  Anfangspunkt  zurückkehren;  dabei  beschreibt  u  einen 
kleinen  Viertelkreis  um  den  zuletzt  genannten  Punkt.  Dabei  muß 
es  aber  nach  I,  §  35,  V  zu  seinem  Ausgangswerte  zurückkommen; 
denn  der  von  z  durchlaufene  Weg  umschließt  ein  Gebiet  (eben  die 
positive  Halbebene),  in  dessen  Innern  die  zu  integrierende  Funktion 
die  Bedingungen  jenes  Satzes  erfüllt.  Also  muß  jener  Punkt  der 
Nullpunkt  der  w- Ebene  sein;  und  da  co^  und  [co^)  nach  ihrer  Defi- 
nition reell,  oj^  und  {co^)  rein  imaginär  sind,  so  folgt,  daß: 

8)  (09  J  =  co^ ,     (093)  =  W3 

sein  muß.     Der  Axe  der  reellen  Zahlen  in  der  z- Ebene  entspricht  also 
der    Umfang  eines  Rechtecks  in  der  u-Ebene  mit  den  Ecken: 

0,     w^,     Wj  +  Wg,     0^3. 

Da  wir  nun  wissen,  daß  im  ganzen  Innern  der  positiven  ^--Halb- 
ebene  u  eine  reguläre  Funktion  von  z  ist,  so  können  wir  schließen:^ 

Durch  den  Hawptwert  des  Integrals  u  wird  die  positive  Hälfte  P^ 
des   oberen   Plattes    unserer    RiEMANNSchen    Fläche    konform    abgebildet 


*  Bei  diesem  Schlüsse  ist  darauf  zu  achten,  daß  die  beiden  aufeinander 
abzubildenden  Flächen  auf  derselben  Seite  (hier  der  linken)  der  in  entsprechendem 
Sinne  durchlaufenen  Konturen  liegen  müssen. 
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auf  das  Innere  des  eben  genannten  Rechtecks,  sodaß  also  jedem 
Funkte  u  im  Innern  des  Rechtecks  ein  und  nur  ein  Funkt  z  im  Innern 
von  Fq  entspricht. 

§  9.  Analytische  Fortsetzung  des  so  definierten  Funktionenelements. 

Das  so  definierte  Funktionselement  z{u)  können  wir  nun  über 
die  Grenzen  des  Rechtecks  hinaus  analytisch  fortsetzen;  dadurch 
erhalten  wir  Bilder  der  drei  anderen  Halbebenen,  die  mit  P^,  zu- 
sammen die  Fläche  bilden.  Wenn  wir  hierüber  genauere  Angaben 
machen  wollen,  müssen  wir  erst  über  die  Übergangslinien  in  der 
r-Ebene  eine  bestimmtere  Verfügung  treffen,  als  es  in  §  1  geschehen 
ist.  Wir  wollen  etwa  festsetzen,  daß  sie  längs  der  Stücke  c^^  .  .  .  a^ 
und  c^2  •  •  •  ^3  ^^^  -^^^  ^^^  reellen  z  gezogen  werden  sollen;  sodaß 
man  also  beim  Überschreiten  eines  dieser  Stücke  in  die  negative 
Halbebene  des  unteren  Blattes  iV^,  dagegen  beim  Überschreiten 
eines  der  Stücke  a^  .  .  .  cc.^  und  a^  .  .  .  oo  .  .  .  cc^  in  die  negative 
Halbebene  des  oberen  Blattes  iY^  gelangt.  Längs  der  ersteren  hängt 
dann  iV^  mit  P^,  längs  der  letzteren  iV^  mit  P^  zusammen. 

Auf  der  Strecke  0  .  .  .  co^  ist  das  durch  Satz  I  definierte 
Funktionselement  z{u)  regulär  und  reell;  daraus  folgt  nach  I,  §  71, 
daß  es  über  diese  Strecke  hinaus  analytisch  fortgesetzt  werden  kann 
in  ein  Gebiet,    das  Spiegelbild    des   ersten  Rechtecks  in  Bezug  auf 

die  Axe   der  reellen  u  ist;    und    zwar  so, 
cu,j         wji-M-i       2uj,+co^        daß  zu  konjugiert  komplexen  Werten  von 

u    konjugiert   komplexe  Werte    von    z    ge- 
2^         hören.     Läßt  man  also  den  Punkt  z  über 

«j  .  .  .  «2    ^^s   -^0    ^^^ch  Aq    hinübertreten^ 

und  die  Halbebene  A^  beschreiben,  so  tritt 
-üj^  wj-wj  'j(x),-<vj      ^^  ^QY  0  .  .  .  ojj  und  beschreibt  das  zu  dem 

Fig.  18.  ersten    Rechteck   (P^)    in    Bezug    auf    die 

Axe  der  reellen  Zahlen  symmetrische 
Rechteck  [Ä^^.  Auch  in  diesem  Rechteck  ist  die  Funktion  z{u) 
überall  regulär,  bis  auf  einen  Pol,  in  dem  zu  u^  konjugierten 
Punkte  u^  —  2  cog. 

Lassen  wir  ferner  z  aus  P^  über  c/^  •  •  •  '^s  iiach  A^^  hinüber- 
treten, so  erhalten  wir  ganz  ebenso  als  Bild  von  A^^^  ein  Rechteck 
(Ay,  das  aus  (P^)  durch  Spiegelung  an  der  Linie  o>j  .  .  .  w^  +  «3 
hervorgeht. 

Lassen  wir  weiter  z  aus  N  über  a,  .  .  .  u^  nach  P,  übertreten, 
so   erhalten  wir  als  Bild  von  P^  ein  Rechteck  (PJ,    das   aus  (A^J 


i^o") 


i^o) 


(Pvl) 
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durch  Spiegelung  an  der  Seite  («^  .  .  .  2  w  J  hervorgeht.     Damit  ist 
die   ganze   zweiblättrige  Fläche   auf   das  Rechteck    mit    den  Ecken 

—  co^ ,    2  «j  —  Wg ,    2  Wj  +  0)3 ,    «3 

abgebildet;    in    diesem    ist   jedoch   die   Linie  von  oj^   nach  «^  —  «3 
zunächst  noch  als  Einschnitt  aufzufassen. 

Dasselbe  Rechteck  (PJ  wird  aber  auch  erhalten,  wenn  man  (N^) 
an  der  Seite  [co^  .  .  .  co^  —  co^)  spiegelt.  Wir  haben  es  also  hier 
mit  dem  I,  S.  192  erörterten  Falle  zu  thun,  daß  zwei  verschiedene 
analytische  Fortsetzungen  eines  Funktionselements  zu  denselben 
Funktionswerten  führen;  wir  können  den  Einschnitt,  den  wir  zuerst 
fanden,  tilgen,  da  über  ihn  hinüber  ein  stetiger  Zusammenhang 
stattfindet. 

In  der  That  ist  ein  Weg,  der  aus  P^  über  a^  .  .  .  (/.^  hinüber 
nach  JVq,  von  da  über  a^  .  -  -  cz^  nach  P^,  dann  über  a^  .  .  .  a^  nach 
i\,  endlich  über  a^  .  .  .  a^  zurück  nach  P^  führt,  nichts  anderes, 
als   eine  vollständige  Umkreisung  von  a^   auf  der  Fläche  (Fig.  19); 


-^12. 


!^2 


Fig.  19.  Fig.  20. 

der  entsprechende  Weg   in   der  w- Ebene  muß   daher  nach  §  7,  V 
ebenfalls  geschlossen  sein. 

Die  BiEMÄNNSche  Fläche  ist  sonach  auf  das  genannte  Rechteck 
ohne  Störung  des  Zusammenhangs  dieses  letzteren  abgebildet;  dagegen 
ist  dabei  der  Zusammenhang  der  Fläche  unterbrochen  längs  der- 
jenigen Linien,  die  den  Seiten  des  Rechtecks  entsprechen.  Das 
sind  die  Teile  cc^  .  .  ^  a.^  und  a^  .  .  .  00  .  .  .  cc^  der  Axe  der  reellen 
Zahlen;  man  muß  sich  beide  Blätter  der  Fläche  längs  dieser  Linien 
durchgeschnitten  denken,  dann  entspricht  den  beiden  Ufern  des 
Schnittes  der  Rand  des  Rechtecks.  Auch  durch  ein  solches  Schnitt- 
system wird  die  Fläche  in  eine  einfach  zusammenhängende  ver- 
wandelt; es  geht  aus  dem  in  §  3  Gegebenen  dadurch  hervor,  daß 
man  die  beiden  Schnitte  bis  dicht  an  die  genannten  Stücke  der  Axe 
heran  zusammenzieht  (Fig.  20).  Die  Periodicitätsmoduln  an  diesen 
Schnitten  sind  bezw.  gleich  2  ö)j  ,  2  co^.  Denn  z.  B.  der  in  P^  ver- 
laufende Teil  des  Schnittes  A  hat  zur  Rechten  P^,  zur  Linken  iV^; 
wenn  z  in  P^  von  a^  nach  a^  geht,  so  geht  u  (vgl.  Fig.  18)  von  0 
nach  o?3 ;  wenn  aber  z  in  N^  von  a^  nach  a^  geht,  geht  u  von  2  m^ 
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nach  2  ft>^  +  Wg ;   die  Differenz  entsprechender  Werte  von  u  beträgt 
hier  also  2  Wj.     Mit  B  verhält  es  sich  analog. 

Nachdem  wir  uns  so  über  die  Hauptwerte  des  Integrals  u  voll- 
ständig orientiert  haben,  lassen  wir  die  Beschränkung  des  Integrations- 
weges auf  die  Fläche  F'  fallen.  Dann  erhält  nach  §  6,  X  das 
Integral  u  Werte,  die  sich  von  den  bisher  allein  betrachteten  um 
ganzzahlige  Vielfache  der  Periodicitätsmoduln  unterscheiden.  Infolge- 
dessen erhalten  wir  in  der  z/- Ebene  weitere  Bilder  der  Fläche  F', 
die  zu  dem  ersten  kongruent  und  gegen  dasselbe  um  2  h^  co-^  in 
der  Richtung   der  Axe,   der  reellen  Zahlen   und  um   2h^w^  in  der 

Richtung  der  Axe  der  rein  imagi- 
nären Zahlen  verschoben  sind  (I, 
§  8,  III).  Alle  diese  Bilder  legen 
sich,  wie  geometrisch  evident  ist, 
glatt  nebeneinander  und  bedecken 
— y  die  ganze  w- Ebene  einfach  und 
lückenlos,  ohne  sich  irgendwo  über- 
einander zu  schieben  (Fig.  21). 
Damit  ist  für  den  hier  betrachteten 
Fall  reeller  Verzweigungspunkte 
der  am  Anfang  von  §  8  erhobene 
Zweifel    beseitigt:    jeder    Punkt  u 


A"» 


^^ 


2^^ 


Po 


Nr.    P. 


P^      Nr.     P. 


N, 


N,r 


Nr. 


Nn 


Pn    N. 


N^ 


Fig.  21, 


fällt  nur  in  eines  der  genannten  Bilder,  und  es  entspricht  ihm  also 
auch  nur  ein  Wert  von  z.  Überdies  entspricht  jedem  stetigen  Wege 
(I,  §  26,  XVIII)  in  der  w-Ebene  ein  stetiger  Weg  auf  der  2:-Fläche ; 
wenn  der  erstere  aus  einem  Bildrechteck  in  ein  benachbartes  über- 
tritt, überschreitet  der  letztere  einen  der  Querschnitte.  Somit  haben 
wir  wenigstens  für  reelle  Werte  der  Verzioeigungspunkte  den  Fun- 
damentalsatz der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  bewiesen: 

I.  Die  obere  Grenze  z  des  Integrals  I.  Gattung  ist  eine  eindeutige 
Funktion  des  Integralwertes  ?/,  die  für  alle  endlichen  Werte  von  u  bis 
auf  Pole  regulär  ist. 

In  allen  Punkten  u,  die  aus  einem  von  ihnen  durch  Addition 
beliebiger  ganzzahliger  Vielfacher  von  2  «j  und  2  Wg  hervorgehen, 
nimmt  z  denselben  Wert  an.  z  ist  also  eine  periodische  Funktion 
von  u  (I,  §  41);  und  zwar  nennen  wir  sie  eine  doppeltperiodische 
Funktion  von  u,  weil  sie  zwei  verschiedene  Perioden  hat  (eine  reelle 
2  «j  und  eine  rein  imaginäre  2^3),  die  nicht  beide  ganzzahlige 
Vielfache  einer  und  derselben  dritten  Größe  sind.  Außer  in 
diesen  Punkten  nimmt  z  noch  denselben  Wert  an  in  den  Punkten 
—  M  +  2  Äj  «j  -f  2  A3  ft?3 ;  diese  entsprechen  nämlich  bei  der  Abbildung 
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dem  zu  demselben  Werte  von  z  gehörenden  Punkte  des  anderen 
Blattes  der  RiEMANNschen  Fläche.  Man  erkennt  das  durch  folgende 
Überlegung:  Wenn  wir  erst  an  c^j  .  .  .  a^,  dann  OiH  a^  .  .  .  a^  spiegeln, 
erhalten  wir  aus  P^  erst  iV^,  dann  F^.  Dem  entsprechen  in  der 
7^-Ebene  erst  eine  Spiegelang  an  0  .  .  .  w^,  dann  eine  an  0  .  .  .  —  o^g. 
Zwei  Spiegelungen  an  zwei  zu  einander  senkrechten  Geraden  setzen 
sich  aber  zusammen  zu  einer  Drehung  durch  180^  um  ihren  Schnitt- 
punkt (vgl.  den  Beweis  von  I,  §  13,  XII);  und  eine  Drehung  der 
«/-Ebene  um  den  Nullpunkt  durch  180^  ist  das  geometrische  Bild 
der  Verwandlung  von  um  —  m  (I,  §  9,  I).  Also  können  wir  den 
Satz  I  durch  folgenden  Zusatz  ergänzen: 

II.  Wird  die  untere  Grenze  des  Integrals  u  (z)  in  einen  Ver- 
zweigung spunkt  der  Fläche  gelegt,  so  icird  die  obere  Grenze  eine  gerade 
Funktion  des  Integralwertes. 

Auch  s  =  ^  f(z)  ist  eine  eindeutige  Funktion  von  u,  da  bei 
unserer  Abbildung  jedem  Werte  von  u  nur  ein  Punkt  der  RiEMANN- 
schen Fläche  entsprach.  Entgegengesetzt  gleichen  Werten  von  u 
entsprechen  dabei  übereinanderliegende  Punkte  der  Fläche;  in 
solchen  hat  demnach  s  auch  entgegengesetzt  gleiche  Werte.  Wir 
können  somit  sagen: 

III.  Unter  denselben  Voraussetzungen  ist  s  =  Yl  (^)  ^^^^  ungerade 
doppeltperiodische  Funktion  des  Integrahcertes  u,  die  ebenfalls  in  der 
ganzen  Ebene  bis  auf  Pole  regulär  ist. 

Die  beiden  Sätze  I  und  III  lassen  sich  auch  folgendermaßen 
ausdrücken : 

IV.  Es  ist  zwar  rächt  möglich,  zu  zivei  durch  eine  Gleichung 
s^  =  /g  (z)  oder  =  f^  (z)  verbundenen  Variablen  s,  z  eine  ,,uniformi- 
sierende  Variable^''  (T,  §  53)  zu  finden,  von  der  s,  z  rationale  Funk- 
tionen wären;  aber  man  kann  wenigstens  im  Falle  reeller  Verziveigungs- 
punkte  eine  solche  angeben,  von  der  sie  eindeutige  und  im  Endlichen 
bis  auf  Pole  reguläre  Funktionen  sind;  nämlich  eben  den  Wert  des  zu- 
gehörigen Integrals  I.   Gattung. 


§  10.    Fragestellungen  bei  beliebiger  Lage  der  Verzweigungspunkte. 

Auf  den  allgemeinen  Fall  beliebiger  Lage  der  Verzweigungs- 
punkte lassen  sich  die  Entwicklungen  der  §§  8,  9  nicht  übertragen, 
da  die  in  dem  speziellen  Falle  benutzten  Symmetrieeigenschaften 
hier  nicht  vorhanden  sind.  Man  kann  zwar  auch  dann  das  Bild  der 
Fläche  F'  in  der  w-Ebene  dadurch  zu  erhalten  versuchen,  daß  man 
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seine  Kontur  bestimmt.  Da  der  Hauptwert  von  u  auf  der  linken 
Seite  eines  Schnittes  um  den  zugehörigen  Periodicitätsmodul  größer 
ist,  als  auf  der  anderen,  so  kann  man  schließen,  daß  diese  Kontur 
aus  vier  Stücken  besteht;  je  zwei  einander  gegenüberliegende  von 
diese  Stücken  sind  kongruent  und  können  durch  eine  bestimmte 
Parallelverschiebung  miteinander  zur  Deckung  gebracht  werden 
(I,  §  8).  Aber  diese  Stücke  werden  dabei  im  allgemeinen  krumm- 
linig ausfallen;  und  man  kann  daher  die 
Möglichkeit  nicht  von  vornherein  ausschließen, 
daß  sie  sich  wie  in  Fig.  22  schneiden,  so- 
daß  kein  Bereich  zu  Stande  käme.  Man 
kann  nun  freilich  durch  eine  eingehendere 
Untersuchung  direkt  zeigen/  daß  man  das 
stets  vermeiden  kann,  daß  es  stets  möglich 
*^"    "'  ist,  die  E-ückkehrschnitte   auf  der  Riemann- 

schen  Fläche  so  zu  legen,  daß  ihre  Bilder  in  der  w-Ebene  gerad- 
linig ausfallen.  Dann  wird  die  Fläche  auf  ein  geradlinig  begrenztes 
Parallelogramm  dieser  Ebene  abgebildet;  und  die  weiteren  Schlüsse 
können  Avie  im  Falle  reeller  Verzweigungspunkte  gezogen  werden. 
Wir  wollen  das  jedoch  nicht  im  einzelnen  durchführen,  sondern 
einen  anderen  Weg  der  Untersuchung  einschlagen.  Wir  haben  ge- 
sehen, daß  die  Umkehrung  des  elliptischen  Integrals  I.  Gattung  bei 
reellen  Verzweigungspunkten  durch  eine  doppeltperiodische  Funktion 
mit  einer  reellen  und  einer  rein  imaginären  Periode  geschieht. 
Wir  wollen  nun  in  den  folgenden  Abschnitten  (II — V)  überhaupt 
die  Eigenschaften  doppeltperiodischer  Funktionen  untersuchen.  Dabei 
wird  sich  zeigen,  daß  diese  Untersuchung  kaum  irgendwie  ver- 
einfacht würde,  wenn  man  an  der  Voraussetzung  festhielte,  daß  eine 
Periode  reell,  die  andere  rein  imaginär,  das„Periodenparallelogramm'^ 
also  ein  Eechteck  sei.  Die  analytischen  Ausdrücke  solcher  Funk- 
tionen, die  wir  finden  werden,  behalten  vielmehr  ihre  Bedeutung 
und  ihre  allgemeinen  Eigenschaften,  wenn  man  ein  beliebiges  an- 
deres Parallelogramm  zu  Grunde  legt.  Sind  wir  so  in  den  ana- 
lytischen Besitz  dieser  allgemeineren  doppeltperiodischen  Funktionen 
gekommen,  so  hat  es  keine  Schwierigkeit  zu  zeigen,  daß  auch  sie 
Umkehrungen  elliptischer  Integrale  sind,  und  zwar  solcher,  deren 
Verzweigungspunkte  complexes  Doppelverhältnis  haben  (§§  18,  34). 
Dann  muß  noch  gezeigt  werden,  daß  man  das  Periodenparallelo- 
gramm  stets   so   wählen  kann,   daß  durch   die  zugehörigen  doppelt- 

^  Vgl.  H.  A.  Schwarz,  ges.  Abh.  (Berlin  1890),  Bd.  11,  p.  84  ff. 
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Ijeriodischen  Funktionen  die  Umkehrung  eines  beliebig  vorgelegten 
elliptischen  Integrals  I.  Grades  geleistet  werden  kann;  das  soll  im 
VI.  Abschnitt  geschehen. 

In  dieser  Weise  ist  überhaupt  in  vielen  Fällen  die  Unter- 
suchung komplizierterer  Funktionsbeziehungen  zu  führen.  Das  erste 
ist  die  Entdeckung  einer  geeigneten  „uniformisierenden  Variabein"  w, 
sie  ist  Sache  der  mathematischen  Erfindungskraft,  zuweilen  auch 
des  Zufalls.  Hierauf  muß  der  Beiceis  geführt  werden,  daß  die 
übrigen  auftretenden  Größen  wirklich  eindeutige  Funktionen  von  u 
sind.  Zu  diesem  Zweck  beschränkt  man  zunächst  die  Parameter, 
die  neben  den  eigentlichen  Variabein  noch  vorkommen,  auf  solche 
Werte,  daß  dieser  Bew^eis  sich  mit  Hilfe  der  Methoden  der  kon- 
formen Abbildung  führen  läßt,  von  denen  in  erster  Linie  das 
Symmetrieprinzip  in  Betracht  kommt.  Weiß  man  erst,  daß  man 
mit  eindeutigen  analytischen  Funktionen  zu  thun  hat,  so  kann  man 
aus  ihren  Eigenschaften  analytische  Ausdrücke  für  sie  ableiten.  In 
diesen  Ausdrücken  werden  abermals  neben  den  Variabein  gewisse 
Parameter  auftreten,  die  von  jenen  ersten  in  zunächst  nicht  weiter 
bekannter  Weise  abhängen  un'd  die  zunächst  wie  jene  gewissen 
Kealitätsbedingungen  unterworfen  sind.  Stellt  sich  dann  heraus, 
daß  die  gefundenen  analytischen  Ausdrücke  auch  noch  Bedeutung 
behalten,  wenn  man  diese  Parameter  diesen  Bedingungen  nicht 
unterwirft,  so  stellen  sie  Funktionen  von  u  vor,  die  die  Bedingungen 
des  Problems  auch  in  solchen  Fällen  erfüllen,  welche  die  ursprüng- 
lich eingeführte  Beschränkung  der  gegebenen  Parameter  ausschloß. 
Endlich  bleibt  noch  die  Frage  zu  erörtern,  ob  man  die  neuen  Para- 
meter immer  so  wählen  kann,  daß  die  ursprünglichen  beliebig  vor- 
geschriebene Werte  erhalten. 

Erst  wenn  so  die  theoretische  Untersuchung  zum  Abschluß  ge- 
bracht ist,  kann  man  mit  Aussicht  auf  Erfolg  daran  denken,  aus 
den  in  ihrem  Laufe  aufgetretenen  mannigfaltigen  analytischen  ilus- 
drücken  die  in  jedem  einzelnen  Falle  zu  numerischer  Berechnung 
geeigneten  auszuwählen. 
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ZWEITER  ABSCHNITT. 

Elliptische  Funktionen. 
§  II.    Definition  doppeltperiodischer  Funktionen. 

W  ir  beginnen  mit  der  Definition : 

I.  Unter  einer  doppeltperiodischen  Funktion  versteht  man  eine  ana- 
lytische Funktion  f\u)  einer  complexen  Variabein  u,  welche  zwei  von- 
einander unabhängige  Perioden  besitzt,  d.  h.  (vgl.  I,  §  41)  iv eiche  zwei 
verschiedenen  Funktionalgleichungen  der  Form  genügt: 

1)  /•(«  + 2  «,)=/•(«), 

2)  f[u  +  2m,)  =  f(u), 

unter  2  m^   und  2  w^  von  u  unabhängige   Größen  verstanden.^ 

In  dieser  Definition  bedarf  noch  der  Terminus  „voneinander 
unabhängige  Perioden"  der  Erläuterung.  In  der  Theorie  der  ein- 
fach periodischen  Funktionen  (I,  §  41,  V)  wird  gezeigt,  daß  aus 
dem  Bestehen  einer  Gleichung  der  Form  (1)  das  Bestehen  unendlich 
vieler  anderer  Gleichungen  derselben  Form  folgt,  nämlich: 

3)  />  +  2A^«J  =  /"M 

für  jede  positive  oder  negative  ganze  Zahl  h^.  Wenn  nun  die  Glei- 
chung (2)  schon  unter  den  Gleichungen  (3)  enthalten  ist,  werden 
wir  jedenfalls  2  w^  und  2  Wg  nicht  als  voneinander  unabhängige 
Perioden  ansehen;  ebensowenig  werden  wir  das  thun,  wenn  etwa  (1) 
bereits  unter  den  aus  (2)  folgenden  Gleichungen: 

4)  /•(«  +  2  h,  „>,)  =  f(u)       (A3  =  ±  1 ,   ±  2,  .  .  .) 

vorkommt. 

Die  Gleichungen  (3)  und  (4)  sind  aber  nicht  die  einzigen  Glei- 
chungen dieser  Art,  die  aus  (1)  und  (2)  folgen.  Vielmehr  gilt 
allgemein : 

5)  f\u  +  2  Äj  a?i  +  2  A3  W3)  =  /■(?/), 

^  Daß  man  nicht  für  die  Perioden  selbst,  sondern  für  ihre  Hälften  eigene 
Zeichen  einführt,  ist  traditionell  und  für  manche  Formeln  bequem;  daß  man 
der  zweiten  Periode  den  Index  3  giebt,  bringt  gewisse  Unbequemlichkeiten, 
aber  auch  gewisse  Vorteile  mit  sich. 
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wie  man  erkennt,  wenn  man  u  +  2  h^co^  an  Stelle  von  u  in  (3)  ein- 
setzt und  dann  (4)  berücksichtigt.     Mit  andern  Worten: 

IL  Sind  2  a>j  2ind  2  co^  Perioden  einer  Funktion,  so  sind  auch  alle 
die  Größen: 

6)  2  Äj  Wj  4-  2  ^3  «3 

Perioden   derselben  Funktion,    icenn   h^,  h^    irgend  icelche  positive  oder 
negative  ganze  Zahlen,  einschließlich  0,  sind. 

Es  könnte  nun  sein,  daß  unter  diesen  Größen  sich  eine  be- 
fände, von  der  alle  andern  ganzzahlige  Vielfache  wären.  Das  kann 
jedenfalls  nur  dann  der  Fall  sein,  wenn  co^  und  m^  in  einem  reellen 
rationalen  Verhältnis  zu  einander  stehen;  wir  können  aber  auch 
zeigen,  daß  es  dann  immer  der  Fall  ist.  Ist  nämlich  co^/o)^  ein 
rationaler  Bruch,  so  sei  er,  auf  seine  kleinste  Benennung  gebracht, 
=  mjn,  wo  m  und  n  zu  einander  teilerfremde  ganze  Zahlen  bedeuten. 
Nach  einem  elementaren  zahlentheoretischen  Satz  lassen  sich  dann 
(auf  mannigfaltige  Art)  zwei  ganze  Zahlen  h^ ,  h^  von  der  Beschaffen- 
heit bestimmen,  daß: 

7)  mh^  -\-  nh^  =  \ 
ist.     Setzen  wir  dann: 

8)  Äj  Wj   +  ^^3  Wg   =   09, 

so  w^ird 

9)  mo)  =  mh^co^  -\-  m  h^  (o^  =  n  h^  co^  -\-  m  h^  w^  =  gj^ 
und 

10)  ncü  =  n  h^  o)^  -{-  7ih^(o^  =  n  h^  co^  -{-  mh^co^  =  a>^. 

Es  ist  also  in  diesem  Falle  unter  den  Größen  (6)  eine,  nämlich 
2  CO,  von  der  wegen  (9)  und  (10)  die  gegebenen  Größen  2  Wj  und 
2  «3  und  folglich  die  sämtlichen  Größen  (6)  ganzzahlige  Vielfache 
sind;  mit  andern  Worten,  es  gilt  der  Satz: 

III.  Stehen  oi^  und  co^  in  einem  reellen  rationalen  Verhältnis  zu 
einander,  so  sind  die  sämtlichen  Gleichungen  (5)  Folgerungen  aus  einer 
einzigen  unter  ihnen.  Wenn  dann  die  Funktion  nicht  etwa  außer  diesen 
Perioden  noch  andere  hat,  wird  sie  als  einfach,  nicht  als  doppelt- 
periodisch zu  bezeichnen  sein. 

Der  nächste  Fall,  der  sich  hier  anschließen  würde,  ist  der  eines 
reellen  irrationalen  Periodenverhältnisses;  man  kann  aber  zeigen,  daß 
dieser  Fall  bei  eindeutigen  analytischen  Funktionen  niemals  eintreten 
kann.     Ist  nämlich    das  Periodenverhältnis  Wg/wj    in  einen  Ketten-: 
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bruch  entwickelt  und  tw/w  ein  Näherungsbruch  desselben,  so  ist  nach 
einem  bekannten  Satze  :^ 


also: 
11) 


-    TT        < 


< 


Ist  nun  «3  /  «j  irrational,  so  bricht  die  Kettenbruchentwicklung 
niemals  ab,  die  Nenner  der  Näherungsbrüche  überschreiten  jede 
Grenze.  Dann  würde  aus  (11)  folgen,  daß  unter  den  Perioden  der 
Funktion  auch  solche  vorkommen,  die  dem  absoluten  Betrag  nach 
kleiner  sind  als  eine  noch  so  kleine  vorgegebene  Zahl,  daß  also  die 
Funktion  einen  und  denselben  Wert  in  jedem  noch  so  kleinen  Be- 
reiche beliebig  oft  annimmt.  Das  ist  aber  I,  §  39,  X  bei  einer 
eindeutigen  analytischen  Funktion  niemals  der  Fall;  also  folgt: 

IV.  Es  gieht  keine  eindeutige  analytische  Funktion  einer  complexen 
Veränderlichen  mit  zwei  Perioden^  deren  Verhältnis  reell  und  irra- 
tionell wäre. 

Wir  haben  uns  demnach  nur  mit  dem  Falle  weiter  zu  be- 
schäftigen, daß  das  Periodenverhältnis  nicht  reell  ist  und  können 
demgemäß  Definition  I  durch  den  Zusatz  ergänzen: 

V.  Als  voneinander  unabhängig  gelten  zwei  Perioden^  wenn  der 
imaginäre  Bestandteil  ihres  Quotienten  von  0  verschieden  ist. 


§  12.    Das  Periodenparaileiogramm. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist  der  Winkel  zwischen  den  beiden 
Strecken  0  ...  2  «^   und  0  .  .  .  2  Wg   von  0  und  n  verschieden;    wir 

können  über  ihnen  ein  wirkliches  Parallelo- 
gramm, das  ,  fundamentale  Periodenparaileio- 
gramm^^, konstruieren;  seinen  vierten  Eck- 
punkt bezeichnen  wir^  mit   —2(o^,    sodaß 

1)  Wj  4-  ft>2  +  «3  =  0 

ist. 


Fig.  23. 


*  Man  vgl.  etwa  das  Handbuch  der  Algebra  von  J.  A.  Serret  (deutsch 
von  Wertheim,  2.  Aufl.  Leipzig  1878),  Bd.  I,  Nr.  5. 

^  Abweichend  von  Weierstrass  und  seinen  Schülern,  die  Wg  =  w^  +  0)3 
setzen,  aber  in  Übereinstimmung  mit  J.  Tannery  et  J.  Molk,  elements  de  la 
theorie  des  fonctions  elliptiques,  Paris  1893  flf.,  sowie  E.  Study,  Leipz.  Abh. 
20,  1893. 
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Ziehen  wir  durch  die  sämtlichen  Punkte  2  h^  oj^  für  alle  posi- 
tiven und  negativen  ganzzahligen  Werte  von  h^  Parallelen  zur 
zweiten  Seite  dieses  Parallelogramms,  ebenso  durch  alle  Punkte 
2Ä3ft>3  Parallelen  zur  ersten  Seite,  so  wird  schließlich  die  ganze 
Ebene  einfach  und  lückenlos  mit  einem  Netz  von  Parallelogrammen 
überdeckt,  die  wir  alle  auch  als  Periodenparallelogramme  bezeichnen. 
Die  Knotenpunkte  dieses  Netzes  oder  Gitters  sind  die  Periodenpunkte, 
d.  h.  diejenigen  Punkte,  die  die  Größen  §  11,(6)  geometrisch  darstellen. 

I.  Zwei  Punkte  verschiedener  Periodenparallelogramme ,  die  zu- 
sammenfallen, toenn  man  das  eine  mit  dem  andern  durch  Parallel- 
verschiebung zur  Deckung  bringt,  heißen  „äquivalenf^  oder  (mit  Über- 
tragung einer  in  der  Zahlentheorie  üblichen  Bezeichnungsweise)  „kon- 
gruent modulis  Perioden^K 

Die  Differenz  der  zu  zwei  solchen  Punk1;en  gehörenden  com- 
plexen  Zahlen  ist  nämlich  eine  Periode  (nach  I,  §  5).  Man  schreibt 
dann  auch  wohl  wie  in  der  Zahlentheorie: 

2)  u^  =  Mj     (modd.  2  w^ ,  2  co^ 

statt  u^  =  Wj  +  2  Ä^  «j  +  2  Äg  (x)y 

Elementargeometrische  Überlegungen  ergeben  die  Sätze: 

II.  Zu  jedem  Punkte  der  Ebene  findet  sich  im  fundamentalen 
Periodenparallelogramm  ein  äquivalenter. 

III.  Zwei  verschiedene  Punkte  des  fundamentalen  Periodenparallelo-' 
gramms  sind  niemals  zu  einander  äquivalent. 

Diese  Sätze  gelten  ausnahmslos,  wenn  eine  geeignete  Festsetzung 
darüber  getroffen  wird,  inwieweit  zu  dem  fundamentalen  Perioden- 
parallelogramm auch  die  Punkte  seiner  Begrenzung  mitgerechnet 
werden  sollen;  etwa  die  folgende: 

IV.  Von  dem  Pande  des  fundamentalen  Periodenparallelogramms 
sind  nur  die  beiden  in  0  zusammenstoßenden  Seiten,  ausschließlich  der 
Eckpunkte  2  co^   und  2  co^ ,  mitzurechnen. 

In  diesem  Sinne  sind  die  Worte:  „im  fundamentalen  Perioden- 
parallelogramm" im  folgenden  stets  zu  verstehen. 

Analytisch  formulieren  sich  die  letzten  Überlegungen  folgender- 
maßen: Werden  die  Perioden  in  ihren  reellen  und  imaginären  Be- 
standteil gespalten: 

3)  2  «j  =  «j  +  b^  2,      2  Wg  =  «3  -f-  ^3  i, ' 

so  ist  nach  Voraussetzung  (§  11 ,  V)    a^:b^  :^  a^:b^,    also ; 

4)  D  =  a,b,-a,b,:^0. 
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Man  kann  demnach  die  beiden  Einheiten  1  und  i  folgender- 
maßen linear  mit  reellen  Koeffizienten  durch  2  co^  und  2  Wg  aus- 
drücken : 

P-v  ^  _    2  63  Wi  -  2  6i  «3        .  _    -  2  «3  w,  +  2  »1  Wg 

DJ  1  -  ^—  J    i  -  j^ 

V.  Infolgedessen  kann  jede  complexe  Große  u  auf  eine,  und  nur 
auf  eine   Weise  in  der  Form: 

6)  w  =  2  Ä  Wj  +  2  ^  «3 

dargestellt  werden,  in  der  s  und  t  reelle  Zahlen  bedeuten  sollen. 

Den  Punkten  des  fundamentalen  Periodenparallelogramms  ge- 
hören dabei  diejenigen  complexen  Werte  u  zu,  bei  deren  Darstellung 
in  dieser  Form  5  und  t  positive  echte  Brüche  werden;  und  die  oben 
gegebene  Festsetzung,  die  Randpunkte  betreffend,  kommt  darauf 
hinaus,  daß  hier  die  Null,  aber  nicht  die  Eins  mit  zu  den  positiven 
echten  Brüchen  gerechnet  werden  soll. 

Ist  irgend  ein  Punkt  in  der  Form  (6)  dargestellt  und  werden 
dann: 

7)  5  =  Äj  +  ^0 ,       jf  =  A3  +  i^o 

in  die  ganzen  Zahlen  A^,  A3   und  die  echten  Brüche  s^,  t^  gespalten, 
so  ist: 

8)  Mo  =  2  5^  a?i  +  2  t^  «3 

der   zu  u   äquivalente  Punkt  des  fundamentalen  Periodenparallelo- 
gramms. 

§  13.    Nichtexistenz  ganzer  doppeltperiodischer  Funi(tionen; 
elliptische  Funktionen. 

Da  wir  (I,  §  41)  ganze  einfach  periodische  Funktionen  kennen 
gelernt  haben,  liegt  es  nahe,  auch  die  Theorie  der  doppeltperio- 
dischen Funktionen  mit  der  Frage  nach  ganzen  solchen  Funktionen 
zu  beginnen.  Aber  die  Antwort  auf  diese  Frage  lautet:  es  giebt 
deren  keine.  Denn  wenn  eine  Funktion  im  ganzen  fundamentalen 
Periodenparallelogramm  und  auf  seinem  Rande  regulär  ist,  bleibt 
ihr  absoluter  Betrag  dort  überall  unter  einer  angebbaren  Grenze  M. 
Ist  die  Funktion  außerdem  doppeltperiodisch,  so  bleibt  ihr  absoluter 
Betrag  (wegen  §  12,  II)  auch  in  jedem  andern  Periodenparallelo- 
gramm unterhalb  M,  folglich  auch  innerhalb  eines  Kreises  von  be- 
liebig großem  Radius  i?.  Daraus  folgt  aber  (vgl.  den  Beweis  des 
Satzes  IV  in  I,  §  44),  daß  die  Koeffizienten  ihrer  MACLAUBiNschen 
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Keihenentwicklung  dem  absoluten  Betrage  nach  bezw.  kleiner  sind 
als  MB-"".  Da  hier  B  beliebig  groß  genommen  werden  kann,  M 
aber  von  B  unabhängig  ist,  so  folgt,  daß  alle  diese  Koeffizienten, 
bis  auf  den  ersten,  gleich  0  sind.  Mit  andern  Worten,  es  gilt  der 
,,erste  LiouviLLESche  Satz^': 

I.  Mne  doppeltperiodische  Funktion,  die  zugleich  eine  ganze 
transscendente  Funktion  ist,  ist  notwendig  eine  Konstante. 

Wir  wenden  uns  deswegen  zum  nächst  einfachen  Fall,  indem 
wir  definieren: 

II.  Unter  einer  elliptischen  Funktion  verstehen  ivir  eine  doppelt- 
periodische Funktion,  die  in  der  ganzen  Ebene  bis  auf  Pole  regulär  ist.^ 

Eine  solche  Funktion  hat  dann  im  fundamentalen  Perioden- 
parallelogramm nur  eine  endliche  Anzahl  Pole  (I,  §  43,  IV;  §  68). 
Wir  definieren  weiter: 

III.  Unter  der  Ordnungszahl  einer  doppeltperiodischen  Funktion 
verstehen  wir  die  Anzahl  der  Pole,  die  sie  im  fundamentalen  Perioden- 
parallelogramm hat;  ein  m-f acher  Pol  ist  dabei  für  m  einfache  zu 
zählen. 

Dann  können  wir  Satz  I  auch  so  aussprechen: 

IV.  Eine   elliptische  Funktion  nullter  Ordnung   ist  eine  Konstante. 
Wie  aus  der  Definition  hervorgeht,  ergeben  Summe,  Differenz, 

Produkt,  Quotient  zweier  elliptischen  Funktionen  desselben  Perioden- 
parallelogramms stets  wieder  eine  solche  Funktion.  Man  kann  diese 
Eigenschaft  mit  einem  in  der  Zahlentheorie  gebräuchlichen  Terminus 
so  ausdrücken: 

V.  Die  elliptischen  Funktionen  eines  und  desselben  Periodenparallelo- 
gramms bilden  einen  Funktionenkörper. 

Aus  dieser  Eigenschaft  der  Differenz  zweier  solchen  Funktionen 
und  aus  Satz  I  folgt  noch: 

VI.  Wenn  zwei  elliptische  Funktionen  mit  denselben  Perioden  die- 
selben Pole  haben  und  wenn  für  jeden  Pol  die  Glieder  mit  negativen 
Potenzen  in  den  Entwicklungen  beider  Funktionen  übereinstimmen,  unter- 
scheiden sich  beide  Funktionen  nur  um  eine  additive  Konstante. 


§  14.    Der  Satz  von  der  Summe  der  Residuen. 

Die    allgemeinen    CAUCHYschen  Sätze.  (I,  §  45;  46)   geben    für 
die  elliptischen  Funktionen  spezielle  Formulierungen,  wenn  man  sie 


^  Später  wird  auch  von  „elHptischen  Funktionen  zweiter  und  dritter  Art" 
die  Rede  sein;  diese  fallen  nicht  unter  die  hier  gegebene  Definition. 
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auf  ein  Periodeuparallelogramm  anwendet  und  die  auftretenden 
Integrale  mit  Hilfe  der  Periodicitätseigenschaften  auswertet.  Dabei 
tritt  eine  Schwierigkeit  auf,  wenn  Pole  der  zu  integrierenden 
Funktion  auf  dem  Rande  des  Periodenparallelogramms  liegen ;  denn 

dann  werden  die  Integrale  unbestimmt.    Wir 
a+2üjg      a.-2a)p      köuneu  das  aber  immer  vermeiden,  indem  wir 
/     /      y^^^y  um  ein  Parallelogramm  mit  den  Ecken: 


o^^-——-lL,  "^^         1)       ^'     «  +  2wi,     «  —  2  092,     0  +  2093 

Fig.  24.  herumintegrieren  und  dabei  den  Punkt  a  so 

wählen,  daß  auf  dem  Rande  dieses  Parallelo- 
gramms kein  Pol  der  Funktion  liegt.  Das  ist  stets  möglich,  da 
nach  der  Voraussetzung  §  13,  II  in  jedem  endlichen  Bereiche  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Polen  der  Funktion  liegt. 

I.  Auch  ein  solches  Parallelogramm  hat  die  Eigenschaft,  daß  sich 
zu  jedem  Punkte  der  Ebene  ein,  und  nur  ein  äquivalenter  in  ihm 
vorfindet, 

vorausgesetzt,  daß  man  über  die  Randpunkte  eine  analoge  Fest- 
setzung trifft,  wie  §  12,  IV. 

Wir  können  dann  jedes  um  den  Rand  des  Parallelogramms  zu 
erstreckende  Integral  in  vier  Teilintegrale  zerlegen,  die  über  je  eine 
seiner  vier  Seiten  zu  erstrecken  sind.  Dabei  wird  es  für  das  Vor- 
zeichen nicht  gleichgültig  sein,  in  welcher  Aufeinanderfolge  die  vier 
Ecken  bei  einem  positiven  Umlauf  (I,  §  29,  IV)  um  das  Innere  des 
Parallelogramms  getroffen  werden.  In  dieser  Hinsicht  treffen  wir 
folgende  Festsetzung,  die  durch  das  ganze  Heft  hindurch  aufrecht  er- 
halten werden  wird: 

II.  Die  Endpunkte  (1)  sollen  in  der  angegebenen  Beihenfolge  ge- 
troffen werden,  wenn  man  den  Band  des  Parallelogramms  in  positivem 
Sinne  umläuft. 

Diese  Festsetzung  ist  mit  jeder  der  beiden  folgenden  gleich- 
bedeutend: 

soll  links  von  0  .  .  .  co^  liegen  (ebenso 
1  liegt,  I,  §  4); 


IIL   Die   Strecke  0  .  . 

.  co^ 

wie  0  .  .  .  ^  links  von  0  . 

.  .  1 

oder 

IV.  Der  Quotient 

2) 

0 

«3/^1  =  "^ 

soll  einen  positiven  imaginären  Bestandteil  haben. 

Wir  können  diese  Festsetzung  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
treffen,  da  wir  ja  andernfalls  die  Bezeichnungen  a^  und  m^  ver- 
tauschen können. 
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Das  um  den  Rand  des  Parallelogramms  in  positivem  Sinne  zu 
erstreckende  Integral  ff{u)  du  zerfällt  dann  in  die  vier  Teilintegrale 

o  +  2(Oi  a  —  2co2  a  +  2co3  a 

3)  ff{u)  du+  ff{u)  du-\-  ff{u)  du-{-  Cf[u)  d u, 

a  a  +  2  coi  a  —  2  a>2  a  +  2  C03 

deren  jedes  auf  geradem  Wege  zu  nehmen  ist.  Das  dritte  dieser 
Integrale  geht  durch  die  Einführung  der  neuen  Integrationsvariabein 
V  =  u  —  2  cjo  über  in : 


a 

Jf{v  +  2f^,)dv, 


ebenfalls  auf  geradem  Wege  zu  nehmen;  und  das  ist  wegen  der 
vorausgesetzten  Periodicität  der  Funktion  /': 

a 

=  ff{v)dv, 

a  +  2o}i 

also  entgegengesetzt  gleich  dem  ersten  der  vier  Integrale  (3).  Ebenso 
wird  gezeigt,  daß  das  zweite  entgegengesetzt  gleich  dem  vierten  ist. 
Die  Summe  aller  vier  Integrale,  mit  andern  Worten,  das  ff{u)du, 
genommen  um  den  ganzen  Rand  des  Parallelogramms,  ist  also  Null; 
und  hieraus  und  aus  dem  Satze  I,  §  45,  III  ergiebt  sich  der  ziceite 
LioüviLLESche  Satz: 

V.  Die  Summe  der  Residuen  einer  elliptischen  Funktion  in  den 
sämtlichen  Polen,  die  im  Innern  eines  Parallelogramms  mit  den  Ecken 
(1)  liegen,  ist  stets  gleich  Null. 

Der  Satz  überträgt  sich  von  dem  genannten  Parallelogramm 
sofort  auf  das  fundamentale  Periodenparallelogramm,  wenn  man  für 
die  etwa  auf  seinem  Rande  gelegenen  Pole  die  §  12,  IV  getroffene 
Festsetzung  beachtet. 

Ein  wichtiges  Korollar  des  Satzes  II  ist: 

VI.  Es  gieht  keine  elliptische  Punktion  erster  Ordnung. 

Denn  eine  solche  müßte  in  ihrem  einzigen  Pole,  der  ein  ein- 
facher sein  müßte,  das  Residuum  0  haben;  dann  wäre  es  aber  eben 
kein  Pol. 

§  15.    Der  Satz  von  den  Anzahlen  der  Nullpunkte  und  der  Pole. 

Ist  f[u)  eine  elliptische  Funktion,  so  überzeugt  man  sich  durch 
Differentiation  der  definierenden  Relationen  (§  11,  1,  2),  daß  auch 
f'{u)jf[u)  eine   solche  ist.     Die  Residuen  dieser  letzteren  Funktion 
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sind  aber  gleich  den  Ordnungszahlen  von  f\u)  (I,  §  20,  IV;  §  46, 
II,  III).  Wenden  wir  also  den  Satz  Y  des  §  14  auf  die  Funktion 
f'(u)jf\u)  an,  so  erhalten  wir  für  die  Funktion  f\u)  das  Resultat, 
daß  die  Summe  ihrer  Ordnungszahlen  im  Periodenparallelogramm 
gleich  Null  ist;  mit  andern  Worten,  wir  erhalten  den  dritten 
LioüviLLESchen  Satz: 

I.  Jede  elliptische  Funktion  hat  im  Feriodenparallelogramm  ebenso- 
viel JSullpunkte  als  Fole 

oder: 

I  a.  Jede  elliptische  Funktion  n^^^  Ordnung  hat  im  Feriodenparallelo- 
gramm  gerade  n  Nullpunkte. 

Wenden  wir  diesen  Satz,  statt  auf  die  Funktion  f[u)  auf  die 
Funktion  f[u)  —  c  an,  so  sehen  wir: 

II.  Jede  elliptische  Funktion  n^^^  Ordnung  nimmt  im  Ferioden- 
parallelogramm  jeden  vorgeschriebenen    Wert  c  gerade  n-mal  an. 

Der  Ausdruck:  eine  Funktion  nimmt  in  einem  Punkte  a  den 
Wert  c  gerade  A-mal  an,  ist  dabei  ebenso  zu  verstehen,  wie  in 
I,  §  46,  VI. 

§  16.    Die  Relation  zwischen  den  Lagen  der  Nullpunkte 
und  der  Pole. 

Zum  Schluß  dieser  allgemeinen  Erörterungen  wollen  wir  noch 
den  Satz  I,  §  46,  XI  auf  eine  elliptische  Funktion  f{u)  anwenden. 
Zerlegen  wir  das  um  den  Rand  eines  Parallelogramms  zu  erstreckende 
Integral 

f'{u) 


/• 


.,  .    du 
f{u) 


wie  in  §  14  in  vier  Teile  und  nehmen  die  entsprechende  Umformung 
vor,  so  erhalten  wir  für  den  dritten  Bestandteil: 

a  +  2  &>3  a 

a  —  2  CÜ2  o  +  2  a>i 

Die  Summe  des  ersten  und  dritten  Bestandteils  wird  also: 

a  +  2(X)i 

1)  =  2  ",/-5^  dv  =  2  m,  {log/-(a  +  2  «.)  -  logA«)). 

a 

Nun  ist  zwar  /'(a  +  2a;i)  = /'(a);  aber  daraus  darf  man  nicht 
schließen,  daß  hier  auch  log/'(a  +  2  oj^)  —  log/'(a)  gesetzt  werden 
dürfe.     Denn  wenn  für  \ogf[a)  ein  bestimmter  Wert  der  unendlich 


§  16.    Die  Relation  zwischen  den  Lagen  der  Nullpunkte  und  der  Pole.     41 


vieldeutigen  Funktion  Logarithmus  gewählt  ist,  kann  der  Wert  von 
log/X'ß  +  ^w)  nicht  mehr  willkürlich  gewählt  werden,  sondern  es 
ist  derjenige  Wert  zu  nehmen,  der  aus  dem  ersteren  durch  stetige 
Fortsetzung  längs  des  vorgeschriebenen  geradlinigen  Integrations- 
weges entsteht;  und  dieser  ist  mit  dem  ersten  nicht  identisch,  wenn 
das  Bild  dieses  Weges  in  der  Ebene  der  complexen  Größe  z  =  f{u) 
den  Nullpunkt  dieser  Ebene  umwindet  (I,  §  54,  XI;  §  56,  II).  Doch 
stört  uns  diese  Unbestimmtheit  hier  nicht;  denn  jedenfalls  ist  die 
Differenz  der  beiden  Werte  ein  ganzzahliges  Vielfaches  von  2  n  i. 
Die  Summe  des  ersten  und  dritten  Integrals  beträgt  also: 

2  oj.^  .  2  k^  71 2, 

ebenso  die  des  zweiten  und  vierten: 

2  cü^.2  h^Tt  2; 

h^  und  h.^  bedeuten  dabei  ganze  Zahlen,  über  die  nichts  weiter  aus- 
gesagt werden  kann,  solange  von  der  Funktion  f\u)  nichts  weiter 
bekannt  ist.  Werden  dann  die  Nullpunkte  von  f{u)  im  Perioden- 
parallelogramm mit  a^,  «2  .  .  .  «„,  die  Pole  mit  b^,  b^  .  .  .  b^  bezeichnet, 
so  ergiebt  I,  §  46,  XI  die  Gleichung: 

2)  2«^  -  ^^r  =  2Ai  «1  +  2^3  «3, 

V  =  1  v=l 

oder  mit  Anwendung  der  §  12  (2)  erklärten  Schreibweise  die  Kon- 
gruenz : 

n  n 

3)  2 ^»'  =  2^''  (^odd.  2ft>j,  2093), 

1'  =  1  V  =  1 

also  den  vierten  LiouviLLESchen  Satz: 

Die  Summe  der  Nullpunkte  einer  elliptischen  Funktion  im  Perioden- 
Parallelogramm  ist  kongruent  zur  Summe  ihrer  Pole. 

Wie  aus  der  Ableitung  dieses  Satzes  hervorgeht,  gilt  er  auch 
für  mehrfache  Nullpunkte  oder  Pole;  man  muß  nur  jeden  solchen 
Punkt  so  oft  in  die  betreffende  Summe  aufnehmen,  als  seine 
Ordnungszahl  angiebt.  —  Übrigens  kann  man  in  (3)  auch  das  Gleich- 
heitszeichen setzen,  wenn  man  einen  der  Nullpunkte  oder  Pole,  die 
dem  ins  Auge  gefaßten  Periodenparallelogramm  angehören,  durch 
einen  zu  ihm  kongruenten  Punkt  ersetzt,  der  ja  auch  Nullpunkt, 
bezw.  Pol  der  betrachteten  elliptischen  Funktion  sein  muß. 
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§  17.    Bildung  der  Funktionen  pu  und  p'u. 

Wir  haben  bisher  eine  Keihe  von  Eigenschaften  elliptischer 
Funktionen  abgeleitet,  ohne  noch  gezeigt  zu  haben,  daß  es  wirklich 
zu  jedem  vorgelegten  Periodenparallelogramm  solche  Funktionen 
giebt.  Wir  müssen  diesen  Beweis  jetzt  dadurch  führen,  daß  wir 
nach  Weiersteass  analytische  Ausdrücke  solcher  Funktionen  ex- 
plicite  aufstellen.  Die  Kenntnis  der  bereits  abgeleiteten  Sätze  wird 
uns  dabei  vergebliche  Versuche  ersparen.  Nach  §  13,  I  müssen 
die  zu  bildenden  Funktionen  notwendig  Pole  haben;  also  kommen 
die  Entwicklungen  in  Partialbruchreihen  (I,  §  51)  in  Betracht.  Wir 
dürfen  annehmen,  ein  Pol  liege  bei  u  =  0,  da  wir  dies  durch  Ein- 
führung von  u  —  c  an  Stelle  von  u  immer  erreichen  können.  Dann 
müssen  auch  alle  zu  u  —  0  kongruenten  Punkte,  also  alle  die  Punkte: 

1)  w  =  2h^w^-{-2  h^  «3     (Aj ,  /^3  =  0,   ±  1,   ±  2  .  .  .) 

Pole  sein;  und  wir  haben  vor  allem  zu  fragen,  ob  sich  ein  Exponent  n 
so  bestimmen  läßt,  daß  die  Eeihe: 

2)  S'i«'!-" 

w 

erstreckt  über  alle  Werte  w  mit  Ausnahme  ^  von  w  —  0,  konvergiert. 
Man  zeigt  folgendermaßen,  daß  das  zwar  noch  nicht  für  w  =  2,  wohl 
aber  für  w  =  3  der  Fall  ist. 

Der  Nullpunkt  ist  Mittelpunkt  eines  aus  vier  Parallelogrammen 
bestehenden  größeren  Parallelogramms;  sämtliche  Punkte  der  Be- 
grenzung dieses  letzteren  haben  von  ihm  einen  Abstand,  der  zwischen 

zwei  leicht  angebbaren  Grenzen  r  und  R 
liegt  (vgl.  Fig.  25).  Auf  dieser  Begren- 
zung liegen  acht  Punkte  ic\  für  jeden 
von  ihnen  ist: 

Fig.  25.  —  '        — 

Diesen    Kern    umgiebt    ein    Kranz    von 

Periodenparallelogrammen,   auf  dessen  äußerer  Begrenzung  zweimal 

acht  Punkte  ^c  liegen;  für  sie  alle  ist: 

2  r  <  I  ?^  I  <  2  Ä. 


^  Auf  solche  Ausnahmen  wird  hier  und  im  folgenden,  ebenso  wie  I,  §  52, 
durch  den  Accent  am  Summenzeichen  aufmerksam  gemacht. 
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An  diesen  schließt  sich  ein  zweiter  solcher  Kranz,  mit  dreimal  acht 
Punkten  w  auf  seiner  äußeren  Begrenzung,  für  die: 

Sr<\iv\<3R; 

u.  s.  w.    Da   auf   diese   Weise   sämtliche  Punkte  w  nach  und  nach 
erhalten  werden,  so  kann  man  einerseits  schließen: 

I.  Die  Glieder  der  Heike  (2)  sind  bezw.  nicht  kleiner  als  die  ent- 
sprechenden Glieder  der  Reihe: 


R'' 


(2  i?)»       (3  Ä)"  Ä"  1  2^-1        3"-^  J 


da  diese  Reihe  für  n  —  2  divergiert,  divergiert  auch  die  Reihe  (2) 
für  n  —  2. 

Andrerseits  folgt: 

II.  Die  Glieder  der  Reihe  (2)  sind.  bezw.  nicht  größer  als  die 
entsprechenden  Glieder  der  Reihe: 

^n   -^  ^2rf         (3r)"  r«    I  2^^"^        3'^"^  -T"  •  •  J  ^ 

da  diese  Reihe  für  n  =  3  konvergiert,  konvergiert  auch  die  Reihe  (3) 
für  n  =  3. 

Infolgedessen  können  wir  eine  eindeutige  analytische  Funktion 
von  u,  die  die  Punkte  lo  zu  dreifachen  Polen  hat,  definieren  durch 
die  Gleichung: 

Wollen  wir  aber  eine  Funktion  bilden,  die  die  Punkte  w  nur 
zu  zweifachen  Polen  hat,  so  können  wir  nicht  einfach  die  Keihe 
2 (w  —  ic)-^  ansetzen,  da  diese  nicht  konvergieren  würde ;  wir  müssen 
vielmehr  nach  Anleitung  von  I,  §  51,  Gleichung  (13)  aus  der  Glei- 
chung (2)  die  folgende  ableiten: 


4).  ^-i+¥{ 


{u  —  wy 


Durch  diese  Gleichungen  (3)  und  (4)  sind  zwei  Funktionen  de- 
liniert, die  in  der  Beziehung: 

K\  dpu  , 

5)  — f —  ^  p  u 

'  du         ^ 

ZU  einander  stehen;  wir  müssen  noch  zeigen,  daß  diese  Funktionen 
wirklich  doppeltperiodisch  sind.  Von  der  Funktion  p  u  ergiebt  sich 
das  direkt  aus  ihrer  analytischen  Darstellung  (3)  selbst.    Denn  wenn 
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man  u  um  irgend  eine  Periode  vermehrt,  werden  die  Glieder  der 
Eeihe  (3)  nur  untereinander  vertauscht;  dadurch  wird  aber  der  Wert 
der  Reihe  nicht  geändert,  da  sie  ja  unbedingt  konvergiert.  Auf  die 
Reihe  (4)  können  wir  diesen  Schluß  nicht  anwenden,  da  in  ihr  die 
durch  die  Klammer  verbundenen  Glieder  nicht  auseinandergerissen 
werden  dürfen.     Wir  können  aber  aus  der  Gleichung: 

6)  p'[u  +  2co^)=p'{u), 
durch  Integration  ableiten: 

7)  p{u  +  2o3^)  =  pu  -f  C 

und  folgendermaßen  zeigen,  daß  die  Integrationskonstante  C  gleich 
Null  sein  muß:  Wie  aus  ihrer  Definition  durch  die  Reihe  (4)  hervor- 
geht, ist  die  Funktion  pn  eine  gerade  Funktion  ihres  Arguments;^ 
denn  zu  jeder  Größe  iv  findet  sich  unter  ihnen  auch  die  entgegen- 
gesetzte, und  die  zu  zwei  entgegengesetzten  Werten  von  w  ge- 
hörenden Glieder  der  Summe  vertauschen  sich  einfach,  wenn  man 
u  durch  —  u  ersetzt.     Es  ist  also  auch 

8)  p[('h)=P^-^i)\ 

und  zwar  ist  p  co-^  jedenfalls  ein  endlicher  bestimmter  Wert.  Denn 
pu  ist  nach  seiner  Definition  und  dem  Satze  I,  §  51,  III  überall 
regulär,  außer  in  den  Periodenpunkten.  (Zu  diesen  gehört  co^  sicher 
nicht;  denn  wäre  co-^  =  2  h^co^ -}- 2  h^cj^,  so  wäre  das  Verhältnis 
co^/coi  reell  und  rational,  gegen  die  Voraussetzung.)  Setzen  wir 
aber  in  Gleichung  (7)  w  =  —  ro-^,  so  folgt: 

Das  kann  mit  (8)  nur  zusammen  bestehen,  wenn  C  =  0  ist.  —  Für 
2  «3  gilt  derselbe  Schluß ;  also  können  wir  zusammenfassend  sagen : 

III.  Durch  die  Reihen  (3)  und  [4)  sind  in  der  That  zu  jedem 
nicht  reellen  JFerte  des  Periodenverh'dltnisses  zwei  elliptische  Funktionen 
—  eine  dritter,  die  andere  zweiter  Ordnung  —  dargestellt. 

Man  erhält  noch  eine  bemerkenswerte  Gleichung,  wenn  man  die 
Gleichung  (3),  statt  zwischen  den  Grenzen  0  und  u,  zwischen  den 
Grenzen  u  und  u  -\-  v  integriert,  nämlich: 

9)  ;,(«  +  »)  -pt.  =  S  {(„  +  J_  ^).  -  ^^y 


Auch  aus  §  16,  3  ergiebt  sich  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung. 
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Wie  aus  ihrer  Definition  hervorgeht,  genügen  die  Funktionen 
pu,  pu  für  jeden  Wert  von  m  den  Gleichungen: 

10)  p{mu\m(o^,  mo)^)  =  m~^p{tc\cü^j  co^). 

11)  p{mu\m(x)^,  mco^  =  m-^p'[u\co^,  co^). 

Man  pflegt  das  so  auszudrücken: 

IV.  p  u  und  p  u  sind  homogene  Funktionen  der  drei  Variabein  u, 
Wj,  «3  vom  Grade   —  2,  bezw.   —  3. 

§  18.    Die  Differentialgleichung  der  Funktion  pu. 

Zwischen  den  Funktionen  p  u  und  p  u  besteht  eine  algebraische 
Gleichung  mit  von  u  unabhängigen  Koeffizienten,  die  wir  folgender- 
maßen ableiten: 

Zunächst  stellen  wir  die  (für  eine  gewisse  Umgebung  des  Null- 
punkts geltende)  Entwicklung  von  p  u  nach  Potenzen  von  u  auf.  Nach 
I,  §  50,  III  dürfen  wir  dazu  die  einzelnen  Glieder  der  zur  Definition 
von  p  u  dienenden  Eeihe  nach  Potenzen  von  u  entwickeln  und  dann 
die  Glieder  mit  gleichen  Potenzen  von  7i  zusammenfassen.  So  er- 
halten wir  zunächst: 

In  dieser  Entwicklung  sind  jedoch  die  Koeffizienten  ungerader 
Potenzen  von  u  sämtlich  =0,  da  zu  jedem  w  auch  das  entgegen- 
gesetzte vorhanden  ist.^     Wir  können  also  schreiben: 

?i  =  2 

und  erhalten  dann: 

3)  p'u^  -  2?^-3  +  2(^^^- 2)c„?^2«-3. 

n  =  2 

Für  bestimmte  Vielfache  der  beiden  ersten  Koeffizienten  c  hat 
man  besondere  Zeichen  eingeführt;  man  setzt  nämlich: 

4)  ,7^  =  20c2=    m^w-K 

5)  ^3  =  28c3  =  140X^-'. 

Diese  Größen  g^  und  g^  sind  also  homogene  Funktionen  von 
ö?j  und  0)3,  g^  vom  Grade   —  4,  g.^  vom  Grade   —  6. 

^  Man  beachte  auch,  daß  kein  von  u  freies  Glied  auftritt;  es  ist  das  durch 
die  Verfügung  über  die  Integrationskonstante  beim  Übergang  von  p  u  zu  pu 
bewirkt. 
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Unter  Benutzung  der  Eeihenentwicklungen  (2)  und  (3)  können 
wir  nunmehr  eine  rationale  ganze  Funktion  von  p  u  und  p'  u  bilden, 
die  in  M  =  0  keinen  Pol  mehr  hat.  Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung 
mit  [u^)  das  Produkt  aus  z/"  in  irgend  eine  in  der  Umgebung  von 
u  =  0  reguläre  Funktion  (nicht  notwendig  jedesmal  dieselbe),  so 
haben  wir  der  Eeihe  nach: 

[P  7i)2  -4.p^u-\-g^pu=-g.^-\-  {u^). 

Die  linke  Seite  der  letzten  Gleichung  ist  sonach  eine  elliptische 
Funktion,  die  auch  in  w  =  0  und  den  dazu  kongruenten  Punkten, 
also  überall  regulär  ist;  folglich  ist  sie  nach  §  13,  IV  eine  Kon- 
stante. Deren  Wert  ergiebt  sich  aus  eben  dieser  Gleichung,  indem 
man  in  ihr  u  —  O  setzt,  als   —  g^-     Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 

I.  Zwischen  p  u  und  p  u  besteht  identisch  die  algebraische  Gleichung 
mit  von  u  unabhängigen  Koeffizienten: 

6)  [puf  =  Ap'^u-g^pu-g^. 
Setzen  wir 

7)  pu^z, 

so  können  wir  die  Gleichung  (6)  auch  schreiben: 

wenn  wir  dann  nach  du  auflösen,  integrieren  und  berücksichtigen, 
daß  u  —  O  und  z  =  oo  zusammengehörige  Werte  sind,  so  erhalten  wir: 

z 

d% 


9)  z^  =  r-= 


OD 

als  Umkehrung  der  Gleichung  (7).     Wir  können  also  sagen: 

IL  Durch  die  Funktion  p  u  wird  das  im  I.  Abschnitt  gestellte 
Froblem  der  Umkehrung  des  elliptischen  Integrals  I.  Gattung  in  dem 
Falle  gelöst,  daß  die  Funktion  unter  dem  l^furzelzeichen  die  in  (9)  auf- 
tretende spezielle   Gestalt  hat. 
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Zu  beachten  ist  aber  dabei,  daß  ^^  und  ^3  hier  nicht  unab- 
hängige Parameter  bedeuten,  die  man  nach  Belieben  wählen  kann, 
sondern  durch  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  als  Funktionen  der 
Perioden  definiert  sind.  Ob  man  die  Perioden  stets  so  wählen  kann, 
daß  ^2  ^^d  93  beliebig  vorgegebene  Werte  erhalten,  ist  eine  Frage, 
die  auch  hier  noch  durchaus  offen  bleibt  und  die  erst  durch  die 
Entwicklungen  des  VI.  Abschnitts  in  bejahendem  Sinne  entschieden 
werden  wird. 

Nach  dem  Fundamentalsatz  der  Algebra  (I,  §  44,  VII)  kann 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  (8)  in  drei  lineare  Faktoren  zerlegt 
werden;  wir  setzen  sie: 

10)  =4(z-«,)(z-e,)(r-^3). 

Wird  pu  einer  dieser  Zahlen  e^ict—X^  2,  3)  gleich,  so  wird 
p' u  =  0.     Andrerseits  folgt  aus  den  Gleichungen: 

p  1^—  u)  =  —  p  u 
und: 

/?'  (w  +  2  fo)  =  p  u, 

daß  p  u  entweder  Null  oder  unendlich  werden  muß ,  wenn  u  gleich 
einer  halben  Periode  wird.  Es  wird  aber  nur  in  den  zu  0  kongruenten 
Punkten  unendlich;  also  muß  es  in  o>j,  Wg,  0^3  Null  werden,  und  da 
es  eine  elliptische  Funktion  3.  Ordnung  ist,  kann  es  nach  §  15,  I 
auch  nirgends  sonst  als  in  diesen  Punkten  und  den  zu  ihnen  kon- 
gruenten Null  werden,  und  in  keinem  von  ihnen  von  höherer  als  der 
ersten  Ordnung.  Also  muß  pu  in  jedem  der  Punkte  m^,  o)^,  co^ 
einen  der  Werte  e^,  e^,  e^  annehmen;  und  zwar  nimmt  es  in  jedem 
dieser  Punkte  den  betreffenden  Wert  gerade  zweifach  an  (I,  §  46,  VI). 
Aber  pu  nimmt  jeden  Wert  im  Periodenparallelogramm  gerade 
zweimal  an  (§  15,  I);  also  muß  es  in  jedem  der  drei  Punkte  o^j,  co^, 
ft>3  einen  andern  der  drei  Werte  e^,  e^,  e^  annehmen,  und  diese 
drei  Werte  müssen  voneinander  verschieden  sein.  Es  gilt  also 
der  Satz: 

III.  Die  drei  Faktoren  des  Ausdrucks  (10)  sind  stets  voneinander 
verschieden. 

(In  der  That  würde  auch  sonst  die  Umkehrung  des  Integrals  (9) 
nur  auf  einfach  periodische  Funktionen  führen.) 

Wir  denken  uns  die  Bezeichnung  so  gewählt,  daß 

11)  ;?  ft?i  =  e^,     ;?  Wg  =  ^2,     ;?  o)^  =  e^ 
wird. 
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Nach  den  Sätzen  über  den  Zusammenhang  der  symmetrischen 
Funktionen  der  Wurzeln  mit  dem  Koeffizienten  einer  algebraischen 
Gleichung  bestehen  die  Relationen: 

12)  ^1  +  ^2  +  H  =  Ö, 

13)  e^  e^  +  e^  ^3  +  ^3  ^j  =  -  ^{e^^  +  e^^  +  e^^)  =  -  i,^^ 

Die  e^  sind  homogene  Funktionen  von  o)^,  co^,  vom  Grade  —  1. 
Durch  wiederholte  Differentiation  nach  u  erhält  man  aus  der 
Gleichung  (6)  der  Eeihe  nach  die  Gleichungen; 

15)  p"u  =  Qp^u-^^^, 

16)  p'"  u  —  12  pupuy 

17)  p""u  =  120p'^n  —  IS ff^pu  -  12,^3 

u.  s.  w.  Man  beweist  allgemein  durch  den  Schluß  von  n  auf  n-\- 1: 
IV.  Die  (2ny^  Ableitung  von  pu  ist  gleich  einer  rationalen  ganzen 
Funktion  [n  +  ly^'^  Grades  von  pu,  die  (2  tz  +  /)'*  gleich  dem  Produkt 
von  p  u  in  eine  rationale  ganze  Funktion  n*^^  Grades  von  pu.  Die 
Koeffizienten  dieser  Funktionen  sind  ganze  ganzzahlige  Funktionen  von 

Die  Gleichung  (16)  insbesondere  kann  zur  Ableitung  einer  ein- 
fachen Rekursionsformel  für  die  Koeffizienten  der  Entwicklung  (2) 
dienen.  Entwickeln  wir  nämlich  ihre  beiden  Seiten  nach  Potenzen 
von  u  und  vergleichen  die  Koeffizienten  von  m^a-ö^  go  erhalten  wir 
für  l>  3: 

[21  -  2)[2l  -  3)(2A  -  A)cx  =  24  {(;i  -  1)  C;.   +  (A  -  3)  C;.C;^_2 

+  (Z  —  4)  C3  Cx-2,  +  .  .  .  +  2ca_3C;.    +  C;i_2  C^  —  C^} 

=  2i(X-2)c,  +  12{X-2){c^cx-2-\-c,cx-s-h  .  •  •  +  c,.2C,U 
also: 

3 


cx 


(A-3)(2 


Xiri)  {  ^2  ^'A-2  +  C3  Cx-3  +    .  .  .  H-  Ca_2 


V.  Fs  sind  also  alle  Koeffizienten  der  Fnticicklung  (2)  rationale 
ganze  Funktionen  der  beiden  ersten. 

Es  ist  das  insofern  ein  sehr  merkwürdiger  Satz,  als  es  nicht 
leicht  ist,  ihn  direkt  aus  der  Definition  dieser  Koeffizienten  durch 
die  Summen  2'^~^^'5  ohne  Zuhilfenahme  der  Funktion  pu,  zu 
beweisen. 
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§  19.     Die  Funktion  ^u. 

Ebenso  wie  wir  aus  Gleichung  (3)  von  §  1 7  Gleichung  (4)  des- 
selben abgeleitet  haben,  erhalten  wir  aus  dieser  durch  abermahge 
Integration  eine  neue  Funktion: 

1)  C,u  = h  >,  1 H^}' 

^  *  u        -"^^    [u  —  w         w        ixr] 

die  in  den  Gitterpunkten  w  nur  noch  je  von  der  ersten  Ordnung 
unendlich  groß  wird.  Diese  Funktion  kann  somit  angesehen  werden 
als  definiert  durch  die  Gleichungen: 


du 


■u 

^.  diu         ^  f 

2)  pu  =  -^^,     t«=-Jp 

wenn  die  Integrationskonstante  so  bestimmt  wird,  daß  in  der  Ent- 
wicklung von  ^u  nach  Potenzen  von  u  kein  von  u  freies  Glied  vor- 
kommt. Die  Anfangsglieder  ihrer  Reihenentwicklung  nach  Potenzen 
von  u  sind: 

o\  <-  1  1  3  l  fi 

'  *  «^  60  ^2  140  ^^ 

Doppeltperiodisch  kann  diese  Funktion  t,u  nicht  sein,  da  sie 
im  Periodenparallelogramm  nur  einmal  unendlich  groß  wird.  In 
der  That  kann  man  zwar  ganz  ebenso,  wie  aus  der  Gleichung  (6) 
von  §  17  die  Gleichung  (7)  desselben  abgeleitet  wurde,  jetzt  aus 
der  letzteren  wieder  ableiten: 

4)  ^(^^  +  2  o^i)  =  ^M  +  Const.; 

aber  man  kann  jetzt  nicht  wie  damals  schließen,  daß  die  Konstante 

gleich  Null  sein  muß.     Denn  i^ii  ist  eine  ungerade  Funktion  von 

u\   setzt  man  also  in  der  Gleichung  (4)  u  —  —  co^   und  benutzt  die 

Bezeichnung: 

5)'  ?«i=^i, 

so  erhält  man  Const.  =  27/3,  also: 

6)  S(z^+.2ft9i)  =  rz^  +  2  7yi. 
Ebenso  findet  man: 

7)  a^  +  2093)  =  ^2/  +  2  7/3, 

wenn  7]^  durch  die  Gleichung: 

8)  C«3   =  ^3 

definiert  wird. 

Bdrkhardt,   Funktionen.    II.  4 
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Durch  wiederholte  Benutzung  der  Gleichungen  (7)  und  (8) 
findet  man: 

9)  i;[u  +  2  Ä,  69,  +  2  A3  «3)  =  ^w  +  2  Ä,  7y,  +  2  A3  7/3; 
insbesondere  für  h^  =  h^  =  —  1 : 

10)  C(^^  +  2o;2)  =  e«  +  2^2. 
wenn  7]^  durch  die  zu  §  12  (1)  analoge  Gleichung: 

11)  ^;i+^2  +  %  =  0 

definiert  wird.     Substituiert  man  u  =  —  Wg   in  (10),   so  folgt  noch: 

12)  S«2   =  ^2- 

Die  durch  die  Gleichungen  (5)  und  (8)  eingeführten  Größen 
t/p  7?3  sind  Funktionen  von  Wj,  (o^\  es  geht  aus  unseren  bisherigen 
Entwicklungen  zunächst  nur  soviel  über  sie  hervor,  daß  sie  nicht 
beide  für  ein  und  dasselbe  Wertepaar  «,,  co^  verschwinden  können, 
da  sonst  die  dazu  gehörige  Funktion  ^u  doppeltperiodisch  wäre.  Wir 
erhalten  aber  eine  wichtige  zwischen  ihnen  bestehende  Relation, 
wenn  wir  den  Satz  von  der  Summe  der  Residuen  (I,  §  45,  III)  auf 
die  Funktion  ^u  und  das  Periodenparallelogramm  anwenden.  Da 
nämlich  ^u  in  diesem  nur  einen  Pol  und  in  ihm  das  Residuum  +  1 
hat  (wie  die  Darstellung  (1)  zeigt),  so  folgt: 

a  +  2  coi  a  —  2  (02  a  +  2  (03  a 

13)  2  Tii  =  l^udu-\-  l^udu-\-  l^uäu-{-  j^udu. 

a  a  +  2<Wi  a  —  2  C02  a  +  2a>3 

Nun  ist  (vgl.  die  Ableitung  des  Satzes  §  14,  V): 

a  +  2  coj  a  a 

l^udu  =  l^{u  4-  2co^)du  =  j  (fw  +  2r}^du 

a  —  2o32  a  +  2iOi  a  +  2a)i 

(nach  Gleichung  (7));   also  die  Summe  des  ersten  und  dritten  Inte- 
grals auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (13): 

a  +  2  cüi 


=  —  12  7]^du  =  — 4w, 


Ebenso  ist  die  Summe  des  zweiten  und  vierten  Integrals  =  -f  4  ?/,  w, 
man  erhält  also  den  Satz: 
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I.  Die  durch  die  Gleichungen  (5)  und  (8)  definierten  Funktionen 
7]^ ,  7]^  von  09 j ,  «3  sind  rächt  voneinander  unabhängig ,  sondern  es  be- 
steht zwischen  ihnen  die  „LsGENDRESche^  Relation'-^ \ 

.  14)  nx^z-%^1  =^- 

I 

Das  Vorzeichen  von  i  in  dieser  Relation  ist  wesentlich  durch 

die  in  §  14,  II  getroffene  Festsetzung  betr.  die  Lage  von  Wg  zu  co^ 
bedingt:  würde  man  diese  Festsetzung  abändern,  so  würde  man  auch 
in  der  LEGENDEEschen  Eelation  das  Vorzeichen  ändern  müssen. 

Führt  man  die  Größen  cj^,  ,%  in  die  LEGENDEESche  Relation 
ein,  so  erhält  man  verschiedene  gleichbedeutende  Formeln,  die  man 
in  die  eine  Aussage  zusammenfassen  kann: 

II.  Es  ist: 

^  e- .  TT  i  ^  n  i 

15)  7/«  (^y  —  VyO^a  =  "^       OdCr        = —, 

je  nachdem  (cc,  ß,  y)  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Permutation  der 
drei  Indices  (1,  2,  S)  ist. 

Eine  andere  Darstellung  der  Funktion  l,  erhalten  wir  durch 
Integration  der  Gleichung  (9)  von  §  17  in  Bezug  auf  u  zwischen 
den  Grenzen  0  und  u,  nämlich: 

16)  L.{u -\- v)  —  L,v -{- upv—^A -\ r-  l  • 

Was  die  Homogeneität  (§  17,  IV)  der  in  diesem  Paragraphen 
eingeführten  Größen  angeht,  so  ist  ^u  eine  homogene  Funktion  des 
Grades  —  1  von  u,  oj^,  Wg;  7/^  und  t]^  sind  ebensolche  Funktionen 
von  Wj  und  w^  allein. 


§  20.     Die  Funktion  (tu. 

Aus  den  Eigenschaften  der  Funktion  l,u  folgt  (I,  §  65),  daß 
sie  die  logarithmische  Ableitung  einer  ganzen  transscendenten 
Funktion  au  ist.     Wir  sagen: 

I.   Definieren  wir  eine  Funktion  au  durch  die   Gleichung: 

1)  / = =  i;u 

du  ü  u 

und  die  Nebenbedingung : 

2)  <7'(«)=1, 


^  Bei  Legendre  selbst  erscheint  sie  in  etwas  anderer  Form. 

4* 
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so  können  wir  sie  für  alle  endlichen  Werte  von  u  darstellen  durch  das 
unendliche  Produkt: 


3) 


-  =  -n'{(i-g«""'^'} 


In  diesem  Produkte  dürfen  ebensowenig  wie  in  den  unendlichen 
Reihen  der  letzten  Paragraphen  die  in  einer  Klammer  vereinigten 
Bestandteile  auseinandergerissen  werden. 

II.  Als  ganze  transscendente  Funktion  läßt  sich  diese  Funktion  au 
in  eine  in  der  ganzen  Ebene  konvergente  Reihe  entwickeln. 

Die  Koeffizienten  dieser  Reihe  sind  ganze  Funktionen  von  y^ 
und  ^3  mit  rationalen  Zahlenkoeffizienten.  Man  erhält  sie  aus  §19,3; 
zunächst  durch  Integration: 

4)  \ogGu  =  logu-^g^u^  -  ~g.,u^^  ... 

und  daraus: 

Beide  Darstellungen  (3)  und  (7)  zeigen  übrigens: 

m.  Gu  ist  eine  ungerade  Funktion  von  u. 

Das  Verhalten  von  g  u  bei  Vermehrung  des  Arguments  um  eine 
Periode  leiten  wir  aus  §  19,  4  durch  Integration  ab.  Bezeichnen 
wir  mit  C  eine  Integrationskonstante,  so  erhalten  wir  zunächst: 

a{u  +  2wj)  =  Ce^"^^^  au. 

Um  die  Konstante  zu  bestimmen,  setzen  wir  u  —  —  m^  und  be- 
rücksichtigen Satz  III;  wir  erhalten: 

ö-  ft)j  =    —  C  e  -  2  »71  «1  ö-  ft)j  . 

Da  «j  keine  Periode  ist  (vgl.  §  1 7),  ist  a  b\  sicher  =j=  0 ;  also 
muß  C  =  —  e  2  7?i  <w,  geijj^     j)ie  gesuchte  Gleichung  lautet  folglich : 

6)  (7(?/  +   2Wj)  =    —  e2»7i(M  +  a>,)^^^ 

Ebenso  wird  erhalten: 

7)  <7 (m  +  2  W3)  =  —  ^ 2 ^3 (w  +  «3)  ^  ^^ 

Aus  diesen  beiden  Formeln  läßt  sich  nun  das  Verhalten  von  u 
bei  Vermehrung  des  Arguments  um  eine  beliebige  Periode  ableiten. 
Man  erhält  zunächst,  wenn  man  in  der  Gleichung  (6)  u  durch 
M  +  2  «?j  ersetzt: 
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allgemein: 

8)  (t[u  4-  2^1  ft>i)  =  (—  l)'»ie2Ai7/i(M  +  Ä,«,)ö-z/, 

wie  man  durch   den  Schluß  von  h^    auf  A^  +  1    bestätigt.     Ebenso 
erhält  man: 

Setzt  man  in  Gleichung  {9)  u  +  2  h^  m^  für  u  und  wendet  dann 
Gleichung  (8)  an,  so  erhält  man: 

=:  ( 1  ^  'ii  +  A3  g  (2  Äi  >?i  +  2  713  >7,)  (u  +  /ii  «1  +  liz  C03)  +  2  Ai  Tis  (»?3  «i  -  ^i'^z)  (JU. 

Verfährt  man  aber  umgekehrt,  so  erhält  man  für  dieselbe  Größe 
den  Wert: 

( ;[\  7h  +  ^3  ^  (2  ^  »7i  +  2  ?i3  »73)  (m  +  Äi  ct?i  4-  A3  cos)  +  2  hl  hs  {rji  cüg  —  Vz  <^i)  (j  y, . 

Beide  Werte  müssen  aber  doch  übereinstimmen  (und  zwar  für 
jedes  Paar  ganzer  Zahlen  h^,  A3);  also  folgt:  Die  Differenz  der  Ex- 
ponenten, nämlich  7]^co^  —  tj^cq^,  muß  jedenfalls  ein  ganzzahliges 
Vielfaches  von  2  ni  sein,  wenn  es  überhaupt  eine  eindeutige  Funktion 
von  u  geben  soll,  die  die  beiden  Eigenschaften  (6)  und  (7)  gleich- 
zeitig besitzt.  Mehr  können  wir  auf  diesem  Wege  allein  nicht 
schließen;  aber  da  wir  bereits  in  §  19,  Gleichung  (14)  gefunden 
haben,  daß  dieses  Vielfache  gerade  =27ti  ist,  so  können  wir  die 
gefundene  Formel  schreiben: 

10)  ö-(M4-2Ä^«i+2Ä3ft»3)  =  (— l)'^i^3  +  Äi+?^s^(2A,^x+27i3'?s)("+7^i«i  +  Ä3«3)ö-W. 

Setzen  wir  zur  Abkürzung: 

11)  Äj  G)^   ^  h^G)^  =  CO,  Äj  7]^   +  A3  7?3   =  fj , 

so  können  wir  auch  sagen: 
IV.  Allgemein  ist: 

12)  ö-(m  +  2«)  =  =F  e2^(«  +  ")ö•^^; 

und  zwar  gilt  das  Zeichen   —  ,   ivenn  co   nur  eine  haihe,    + ,  wenn  es 
zugleich  eine  ganze  Periode  ist. 
Insbesondere  ist: 

13)  (t{u  +  2w^)  =  —  e^V2(u  +  co^)ffu. 

Eine  Darstellung  von  au,  die  später  von  Wichtigkeit  wird,  er- 
halten wir  durch  Integration  aus  §  19,  Gleichung  (16),  nämlich: 


(TV  V   IV  «^-W 
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Aus  dieser  Darstellung  läßt  sich  die  Gleichung  (10)  durch 
direkte  Rechnung  ableiten,  indem  man  in  ihr  i?  =  2  co  setzt.  Aller- 
dings erscheinen  dabei  ihre  beiden  Seiten  zunächst  in  unbestimmter 
Form;  aber  der  Grenzübergang  läßt  sich  ausführen.  Es  bleiben 
nämlich  für  hm  v  =  2  oo  alle  Faktoren  des  unendlichen  Produkts  bis 
auf  einen  endlich  und  das  Produkt  selbst  gleichmäßig  konvergent; 
und  zwar  ist  sein  Grenzwert  gerade  gleich  demjenigen  Produkt, 
durch  das  in  Gleichung  (1)  guJu  ausgedrückt  war.  Es  bleibt  dann 
noch  der  Grenzwert: 


lim     <  Ö-V.e«^^-Vi."*i'^.     1 1__\e2co-v'     2(2a,-»)« 

\  2  cü  —  vj 

zu  bestimmen,  was  durch  Reihenentwicklung  geschieht.  Setzen  wir 
zur  Abkürzung  v  —  2  co  =  v^  und  benutzen  die  Abkürzung  (u^")  in 
demselben  Sinne  wie  ^  18,  so  haben  wir: 


a  V  =  v^  a  [2  co)  -{-  {v^Y, 


c« 


i_  _         ff' (2  6))  +  t>,  ff"  (2  b)  +  (g,^)         _  J^ 
fj  "   », .  ff'  (2  «)  +  I  Vi''  ff"  (2  w)  +  (»,')         »1  ' 

_  ,   a"{2c) 

Setzen  wir  das   alles   ein,    so    erhalten  wir  als   den  gesuchten 
Grenzwert: 

1   a"  (2  <a) 

also  die  Gleichung: 

1   a''  (2  Q>) 

15)  (7{U  +  2oj)   =  (7'(2w).^^<^'(2«)  "^ 

die,    was   die  Abhängigkeit   von  u  betrifft,   mit  (12)  übereinkommt. 
Vergleichung  der  Koeffizienten  giebt  die  Beziehungen: 

16)  ö-'(2«)=+e2 


t]  (O 
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§  21.    Darstellung  von  (tu  durch  ein  einfach  unendliches  Produkt. 

In  dem  unendlichen  Produkt  (1)  des  vorigen  Paragraphen  durch- 
laufen die  Buchstaben  h^,  h^  unabhängig  voneinander  alle  ganz- 
zahligen Werte;  man  kann  es  deshalb  als  ein  „zweifach  unendliches 
Frodukf'  bezeichnen.  Faßt  man  alle  diejenigen  Faktoren,  in  welchen 
Äg  einen  und  denselben  Wert  hat,  zu  einem  einzigen  Faktor  zu- 
sammen, so  hat  man  dann  noch  alle  diese  Faktoren  zu  einem  „ein- 
fach unendlichen  Produktf^  zu  vereinigen.  Um  das  bequem  aus- 
zuführen, führen  wir  zunächst  die  auch  später  noch  häufig  zu  be- 
nutzenden Bezeichnungen  ein: 

^v  U  (Oo 

^)  27r  = ''^      TT  = '^' 

dann   können   wir  das   zweifach  unendliche  Produkt,    von  dem  wir 
ausgehen,  folgendermaßen  schreiben: 

2)  <7(2m,«)  =  2«,«n'{(l-£-)«^^*^}. 

(w  =  fi  -\-  VT,     ß,  V  =  0,   +1,   ±2.  ..in  inf.) 
oder  auch: 

3)  <r(2<»,»)  =  n9,,(«), 
indem  wir  setzen: 

4)  ,p„(«)=2c«,t,n'{(l-^)«^^*^} 
und  für  v  ^0: 

In  jedem  dieser  Teilprodukte  können  wir  die  letzten  Faktoren 
der  einzelnen  Glieder  für  sich  vereinigen,  da  die  Summen: 

6) 
und: 

7) 

jede  für  sich  unbedingt  konvergieren  (I,  §  52,  1,  17).     Die  Werte 


?l'- 

_  7r2 
3 

+    00                    -^ 

TT* 

sin*  V  tn 
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der  übrig  bleibenden  Produkte  können  wir  aus  I,  §  65,  (9)  und  (10) 
entnehmen;  wir  erbalten  so: 

8)  9^0  W==^^^   ^    sin?;;r, 


und  für  i/  =j=  0: 


Bm{vT-v)n    ^»;^cotrr^+^^/;j^^^ 


9)  Cp^   {V)    =    ^; '- 6 

Wenn  wir  dann  das  Produkt  aller  dieser  Faktoren  bilden 
wollen,  so  können  wir  wieder  die  mit  v^  multiplizierten  Glieder  in 
den  Exponenten  für  sich  vereinigen.  Denn:  zufolge  der  Voraus- 
setzung §  14,  IV,  an  der  wir  immer  festhalten,  ist 

10)  5>0, 
wenn : 

11)  T %  =^  a  ■\-  hl 
gesetzt  wird.     Da  dann: 

sini/T;r  =  — (e»"«»-^^  —  e-^«^  +  »'^) 

ist  (vgl.  I,  §  40,  9),  so  ist  nach  I,  §  5,  III: 

12)  |sini/T;r|  >i(elH&_  e-IH&)  >  |i,|^; 

und  da  die  Eeihe  2  '*'~^  unbedingt  konvergiert,  so  folgt,  daß  das 
Gleiche  von  der  Eeihe  ^'  sin  ~  ^  i/  r  ;r  gilt.  Setzen  wir  also  zur  vor- 
läufigen Abkürzung: 

so  erhalten  wir: 

14)         (7(2«,  r;)  =  ^^  e -'^ sin  i;  tt TT' 1'-^^^^^^-^^^ ^ ^ '^ ^^* ^ ^ 4  • 

Damit  haben  wir  für  die  gesuchte  Darstellung  der  Sigmafunktion 
durch  ein  einfach  unendliches  Produkt  eine  erste  Gestalt  gefunden. 
Eine  bequemere  Gestalt  erhalten  wir,  wenn  wir  je  zwei  Faktoren 
zusammennehmen,  in  denen  v  entgegengesetzt  gleiche  Werte  hat; 
die  Exponentialfaktoren  heben  sich  dann  weg,  die  trigonometrischen 
lassen  sich  vermöge  der  Gleichung: 

sin  [y  T  -\-  v)n  .^\Xi{v  T  —  v)7i  =z  i.  (cos  2  v  ;r  —  cos  2vt7i) 

.    =  sin^  VT  71  —  sin^  v  ti 
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umformen,  und  wir  erhalten: 

15)  ,y{2a,,v)=^e'"'smv^U^[l-^r^^^^^\- 

Eine  dritte  Form  erhalten  wir,  wenn  wir  die  trigonometrischen 
Funktionen  durch  Exponentialfunktionen  ersetzen.  Führen  wir  zu 
diesem  Zwecke  die  auch  später  noch  Öfter  zu  benutzenden  Be- 
zeichnungen ein: 

16)  e"""^^  =  z,     e^""^  =  h, 
so  haben  wir  zu  setzen; 

-  ^-1 


17) 

sm  ?;  ;r  = 

18) 

sini/  T  ;r  = 

19) 

sin  [vT  —  v)7i  = 

20) 

sin  [vT  -\-  v)n  = 

2i 

hy  -  h--»        .  1  —  ä2v 
=  i  — -z-, ' 


2*  2Ä^ 


2i  ~'^  2]^-  ' 


h'*' %  —  h-'v%-^         .       ^1  —  h^'^x^ 
iz^ 


2i  2k^ 

Damit  geht  die  Gleichung  (14)  zunächst  über  in: 

Jl)  <T[ZC0,V)--^^e         -~^.  11^  (1   -  h2rf 

Hier  kann  man  das  unendliche  Produkt  in  drei  Teilprodukte 
spalten.     Denn  aus  der  Ungleichung  (10)  folgt: 

22)  1Ä|<1; 

man  kann  deshalb  für  jeden  endlichen  und  von  Null  verschiedenen 
Wert  von  z  eine  Zahl  N  von  der  Beschaffenheit  angeben,  daß 
\h'^^z^\  kleiner  ist  als  ein  von  v  unabhängiger  echter  Bruch  m, 
sobald  V  y  N  ist.  Für  alle  solchen  v  läßt  sich  nach  I,  §  56,  VI 
der  Hauptwert  von  log(l  —  h^^  z^)  in  eine  Eeihe  entwickeln,  aus  der 
hervorgeht,  daß  sein  absoluter  Betrag: 

< 

ist.  Da  nun  die  Summe  2  I  h^^  ^^  \  wegen  (22)  unbedingt  konvergiert, 
so  folgt,  daß  das  Gleiche  auch  gilt  für  die  Summe  2  ^^S{^  —  ä^^z^) 

V 

und  folglich  auch  für  das  Produkt  JJ  (1  —  h^"  z^).  Infolgedessen 
kann  man  die  Gleichung  (21)  auch  schreiben: 


|Ä2vx2| 

^    \h2vz2\ 

1  -   \h2rz2\ 

<     1-m 

-CO.   ,    .  
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23) 

v  =  l 

Auch  aus  dieser  Gleichung  können  wir  ablesen,  was  aus  a  wird, 
wenn  wir  das  Argument  um  eine  Periode  vermehren.  Ersetzen  wir 
nämlich  u  durch  m  +  2  Wj ,  so  haben  wir  v  durch  v  -{-  1,  z  durch 
—  z  zu  ersetzen.     Damit  erhalten  wir: 

24)  (7{2a)^v  +  2(o^)=  -  ^«(2«  +  i).  ö-(2  «^  ü). 

Wollen  wir  aber  u  durch  u  -\-  2  co^  ersetzen,  so  müssen  wir  v  -\-t 
für  V  und  hz  für  h  schreiben.     Damit  erhalten  wir  zunächst: 

(7  ( 2  «j  v  +  2  ftjg)  = 

hx-h-^z-^      n{l  -  h^y  +  2x^)n{l  -  7z2r-2a^-2j 

TT  '^ 


also: 


25) 


(r(2  co^v  +  2  Wg) 
ö-  (2  Wi  2;) 


QO 

i7(i- 

Ä 

2.)2 

= 

g  az(2v  + 

r)^^- 

-h-^x- 

X  -  x-^ 

1 

1  - 
1  - 

X^ 

= 

_  gar  {2 

«  +  -)Ä 

-1^-2 

_ 

_  e(«^- 

TT  i)  (2  i; 

+  ^). 

Vergleichen  wir  diese  Formeln  mit  den  früheren  (§  20,  6  und  7), 
so  erhalten  wir: 

26)  <2  =  2  T/j  09j ,       a  T  —  !7r  z  =  2  7/3  «j ; 

die  erste  dieser  Gleichungen  giebt  den  Ausdruck  der  in  diesem 
Paragraphen,  Gleichung  13,  eingeführten  Größe  a  durch  die  früher 
benutzten  Größen,  die  zweite  dann  einen  dritten  Beweis  der 
LEGENDREschen  Eelation  (§  19,   14). 

Führen   wir  in  den  Ausdruck  von   a  (Gleichung  13)  li  ein,   so 
erhalten  wir  noch: 

—  ein  einigermaßen  handlicher  Ausdruck  für  die  Größe  n^i  ^^  ^®^ 
es  uns  bisher  noch  fehlte. 
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DEITTBR  ABSCHNITT, 


Darstellung  der  elliptischen  Funktionen  durch  au  nnipu, 

§  22.     Darstellung  der  elliptischen  Funktionen  durch  Quotienten 

von  ff- Produkten. 

Jede  rationale  Funktion  einer  complexen  Veränderlichen  kann 
als  Quotient  von  Produkten  von  Linearfaktoren  dargestellt  werden, 
anders  ausgedrückt,  von  Funktionen,  die  nur  in  je  einem  Punkte 
Null  werden.  Wollen  wir  eine  analoge  Faktorenzerlegung  einer 
elliptischen  Funktion  vornehmen,  so  werden  wir  nicht  verlangen 
dürfen,  daß  die  einzelnen  Faktoren  selbst  elliptische  Funktionen 
sein  sollen;  denn  es  giebt  keine  elliptische  Funktion,  die  nur  in 
einem  Punkte  des  Periodenparallelogramms  Null  würde  (§  13,  VI). 
"Wohl  aber  hat  die  Funktion  a[u  —  a)  die  Eigenschaft,  daß  sie  nur 
für  u  ==  a  und  in  den  dazu  kongruenten  Punkten  Null  wird;  und 
aus  solchen  Faktoren  läßt  sich  in  der  That  jede  elliptische  Funktion 
zusammensetzen.  Bilden  wir  nämlich  einen  Quotienten  von  Pro- 
dukten solcher  Funktionen: 

m 

1)  ^^{^)  =  c'l' 

II(j(u  -  bk) 

unter  C  einen  von  u  unabhängigen  Faktor  verstanden,  so  können 
wir  uns  zunächst  auf  Grund  der  Gleichungen  (6)  und  (7)  des  §  20 
ohne  Mühe  von  der  Richtigkeit  des  Satzes  überzeugen: 

I.  Jeder  solche  Quotient  ist  eine  elliptische  Funktion  von  u,  wenn 
die  beiden  Gleichungen  bestehen: 

2)  m  =  w, 

m  n 

fc=l  fc=l 

Andrerseits  haben  wir  in  §  15  und  16  gelernt,  daß  die  Null- 
punkte und  Vo\q  jeder  elliptischen  Funktion  die  Gleichungen  (2)  und  (3) 
befriedigen,  wenn  wir  aus   jedem  System   kongruenter  Nullpunkte, 
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bezw.  Pole  einen  geeigneten  Repräsentanten  auswählen.  Da  wir 
ferner  gesehen  haben,  daß  zwei  elliptische  Funktionen  mit  denselben 
Nullpunkten  und  denselben  Polen  sich  nur  durch  einen  von  u  un- 
abhängigen Faktor  unterscheiden  können,  so  können  wir  schließen: 

II.  Jede  elliptische  Funktion  läßt  sich  in  der  Form  (1),  mit  den 
Bedingungen  (2)  und  (3),  als  Quotient  von   Sigmaprodukten  darstellen. 

Man  beachte,  daß  die  Entwicklungen  dieses  Paragraphen  nirgends 
voraussetzen,  daß  die  a^  oder  die  b^  voneinander  verschieden  seien. 
Die  Sätze  I  und  II  gelten  vielmehr  auch  für  mehrfache  Nullpunkte 
und  mehrfache  Pole;  man  hat  nur  jeden  Punkt,  der  z.  B.  ein  Z-facher 
Nullpunkt  der  Funktion  werden  soll,  Z-mal  unter  die  a^  aufzunehmen. 

§  23.    Ein  wichtiger  Spezialfall;  Additionstheoreme  der  Funktionen 

pu  und  p  u. 

Wir  wenden  den  Satz  II  des  vorigen  Paragraphen  zunächst  auf 
die  Funktion  pu  —  pv  an,  indem  wir  unter  v  eine  von  u  unab- 
hängige Größe  verstehen,  von  der  wir  vorläufig  voraussetzen,  daß  sie 
nicht  gleich  einer  halben  Periode  sei.  Diese  Funktion  wird,  als 
Funktion  von  u  betrachtet,  für  m  =  0  von  der  2.  Ordnung  unendlich 
groß,  dagegen  für  die  beiden  unter  der  angegebenen  Voraussetzung 
inkongruenten  Werte  u  =  v  und  u  =  —  v  Null,  und  zwar  nur  von 
der  ersten  Ordnung,  da  dann  p' v  und /?'(—«)  von  Null  verschieden 
sind.  In  allen  Punkten,  die  weder  zu  0,  noch  zu  v,  noch  zu  —  v 
kongruent  sind,  ist  sie  endlich  und  von  0  verschieden.  Die  ge- 
nannten Pole  und  Nullpunkte  sind  unter  den  unendlich  vielen  zu 
ihnen  kongruenten  schon  so  ausgewählt,  daß  die  Gleichung  (3)  des 
vorigen  Paragraphen  genau  (nicht  etwa  bloß  bis  auf  Perioden)  be- 
steht.    Also  ist  die  zu  untersuchende  Funktion  von: 

a{u  —  v)  cf{u  +  v) 


nur  um  einen  Faktor  verschieden,   der  von  u  unabhängig  ist   (aber 
deswegen  nicht  auch  von  v  unabhängig  zu  sein  braucht).     Um  ihn 
zu  bestimmen,  entwickeln  wir  beiderseits  nach  Potenzen  von  u  und 
vergleichen  die  Koeffizienten  von  m-^.     Wir  erhalten  so: 
I.  die  fundamentale  Formel: 

1)  pu  —  pv  = ^  '       ^  ^ 


a"  u  .d^  V 


Bei  der  Ableitung  dieser  Formel  mußten  wir  voraussetzen,  daß 
V  nicht  gleich  einer  halben  Periode  sei;  wir  können  uns  nachträglich 
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von  dieser  Einschränkung  wieder  frei  machen.  Denn  da  auf  beiden 
Seiten  eindeutige  analytische  Funktionen  auch  von  v  stehen,  so 
müssen  (nach  I,  §  39,  III)  beide  Seiten  übereinstimmen  für  alle  die- 
jenigen Werte  von  v,  für  die  sie  Bedeutung  haben. 

Aus  der  somit  als  allgemein  gültig  bewiesenen  Formel  leiten 
wir  zunächst  durch  logarithmische  Diifferentiation  nach  u,  bezw.  v 
die  beiden  folgenden  her: 

2)  _lu__  ^  ^^^  ^^^^  -v)-2  Cu, 

3)  -^-I^JL^  ==^{^j^^)-  f  (^,  -v)-2  Kv. 

'  pu  —  pv  ^  \       >       /         ^\  I 

Aus  diesen  ergiebt  sich  durch  Addition: 

II.  das  sogenannte  Additionstheorem  der  Funktion  ^u: 

4)  C(^^  +  v)  =  ^u-}-Cv-{-  itJtZ^JL. 
'  ^^  /=>  ^       '    ^  pu  —  pv  ^ 

und  aus  diesem  durch  abermaUge  Differentiation  nach  u: 

III.  das  Additionstheorem  der  Funktion  p  u  in  der  Form: 

5)  p(u  +  v)  =  pu  —  ^■^— ^—  • 

''  r  \       >       J        r  ^   du     pu  —  pv 

Dem  letzteren  kann  man  noch  verschiedene  andere  Formen 
geben.  Führt  man  zunächst  die  Differentiation  aus  und  benutzt  die 
Gleichungen  (6)  und  (15)  von  §  18,  so  erhält  man: 

6)  p{u-{-  v)  =  pu  +  ^^P^^~  h9<i)(P^-pu)  +  4p^u  -  g^pu-  g^-p'up'v 
'     "^  /       r  2{pu  —  pvf 

und  wenn  man  auf  gleichen  Nenner  bringt: 

n^  ^  ,„     ,        N    _  2{pupv  -  \g^){pU-\-pv)-  g^  -  p' U p' V 

i)  p^u-i-v)-  2(pu-pvf 

Vertauscht  man  ferner  in  Gleichung  (6)  u  mit  v  und  verbindet 
die  so  entstehende  Gleichung  mit  (6),  so  erhält  man: 

8)  P{«+^)  +  P«+P^=i('^^^J- 

Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  u  durch  u  -\-  v  und  v  durch 
—  V,  so  findet  man,  daß  ihre  linke  Seite  auch  gleich : 


^\p(u-hv)-pv)l 

ist. 

Es  muß  also  auch: 

p'u  —  p'v         ,    p'  [u  ■{■  v^  -^  p'v 

pu  —  pv  p{u  +  v)  —  pv 
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sein;  Entwicklung  beider  Seiten  nach  Potenzen  von  u  zeigt,  daß  das 
untere  Zeichen  das  richtige  ist.  Diese  Formel  nimmt  eine  sym- 
metrische Gestalt  an,  wenn  man  ein  drittes  Argument  w  so  ein- 
führt, daß: 


p  u 


9) 

wird;  sie  lautet  dann: 

10) 

'  pu  —  pv 

oder  in  Determinantenform: 

1 
11) 


u  -\-  V  -\-  w  =  0 


p  V  p  w  —  p  V 

pw  —  pv 


pu     p  u 
1     pv      p  V 

1       pw     p   IC 

Durch  Vertauschung  von  v  mit 


=  0. 


V  erhält  man  Formeln  für 
p[u  —  v),  die  sich  mit  den  schon  erhaltenen  in  mannigfacher  Weise 
verbinden  lassen.     Unter  diesen  Verbindungen  sei  erwähnt: 


12)     p[u  -\-  v)  —  p{u  —  v)  =  — 


p  up  V 


{pu  —  pvf       dudv 


\og[pu  —pv)] 


aus  ihr  entspringt  durch  doppelte  Integration  in  Bezug  auf  u  und 
auf  V  wieder  die  Ausgangsformel  (1). 

Das  Additionstheorem    der  Funktion  p  u    erhält  man   am  be- 
quemsten, indem  man  Gleichung  (5)  nach  v  differentiiert ;  man  findet: 


13) 


p'{u-\-v)=  —^ 


6' 


p  u  —  p  V 


dudv    pu 
{p'vf 


p. 


p"v 


+1 


{pv  —  puy 

{pu  —  vvf 


2{pv  —  puY 
p"  u 


\P^ 


2{pv 


JüffP' 


Die  wesentlichste  Eigenschaft  dieser  Formeln  sprechen  wir  aus- 
drücklich aus  in  dem  Satze: 

IV.  p{u  -\-  v)  und  p' {u  4-  v)  drücken  sich  rational  aus  durch  pu, 
pv,  pu,  p  V. 

Man  kann  sie  auch  noch  etwas  anders  fassen;  man  kann  näm- 
lich mit  Hilfe  der  Gleichung  von  §  18  und  der  aus  ihr  durch  Ver- 
tauschung von  u  und  v  hervorgehenden  p  u  und  pv,  bezw.  pu  und 
pv  eliminieren.     Man  findet  dann: 
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V.  Zwischen  p{u  -\-  v),  pu,  pv  —  und  ebenso  zwischen  p  (ii  -\-  v), 
p'u,  pv  —  besteht  für  beliebige  IFerte  von  u  und  v  ein£  algebraische 
Gleichung^  deren  Koeffizienten  von  u  und  v  unabhängig  sind. 

Von  einer  Funktion,  die  diese  Eigenschaft  hat,  sagt  man,  sie 
besitze  ein  algebraisches  Additionstheorem.^ 

Wir  schließen  noch  die  Darstellung  von  p'  u  als  Quotient  von 
Sigmaprodukten  an.  Diese  Funktion  wird  nach  §  17  (3)  für  m  =  0  von 
der  dritten  Ordnung  unendlich  und  nach  §  1 8,  III  in  den  drei  Punkten 
ft»j,  fe>2'  ^3  j®  ^ö^  ^^^  ersten  Ordnung  Null.  Diese  Punkte  genügen 
der  Bedingung  §  23,  3;  es  ist  also: 

14)  p  u  =  Z 5 


§  24.    Partialbruchzerlegung  der  elliptischen  Funktionen. 

Nach  §  13,  VI  ist  eine  elliptische  Funktion  bis  auf  eine  additive 
Konstante  bestimmt,  wenn  für  jeden  Pol  die  Glieder  mit  negativen 
Exponenten  in  der  zugehörigen  Reihenentwicklung  der  Funktion 
bekannt  sind.  Wir  wissen  bereits  aus  §  14,  V,  daß  diese  Glieder 
der  einen  Einschränkung  unterliegen,  daß  die  Summe  der  Residuen 
gleich  Null  sein  muß;  ob  sie  noch  andern  Bedingungen  unterworfen 
sind,  blieb  damals  dahingestellt.  Wir  wollen  jetzt  versuchen,  eine 
elliptische  Funktion  zu  bilden,  für  die  jene  Glieder  in  Überein- 
stimmung mit  jener  Bedingung,  im  übrigen  aber  ganz  willkürlich 
vorgeschrieben  sind. 

Wir  nehmen  den  einfachsten  Fall  voraus,  daß  die  vorgeschrie- 
benen Pole  a^  (^  =  1,  2  .  .  .  n)  alle  einfach  sind.  Die  Residuen  in 
ihnen,  Ä^,  müssen  der  Bedingung  genügen: 

1)  ^,  +  4  +  .  .  .  +  J„  =  0. 

Eine  Funktion,  die  diese  vorgeschriebenen  Pole  und  Residuen 
hat,  ist: 

2)  ip[u)  =  Ä^  ^{u  -  a^)  -{-  J^C{u-  a^)+  "  '  -^  AC{u  -  «J- 

Die  einzelnen  Terme  dieser  Funktion  sind  freilich  keine  ellip- 
tischen Funktionen;  vielmehr  tritt  zu  jedem  von  ihnen  nach  §  19  (9) 
eine  Konstante  2?/.^^,  wenn  man  das  Argument  2^  um  eine  Periode 
2  CO  vermehrt.     Aber  die   Summe   dieser  Konstanten  ist  Null,   eben 


^  Man  beachte,    daß   Gleichung  (4)    kein  algebraisches  Additionstheorem 
vorstellt,  da  zwischen  pu  und  'Cu  keine  algebraische  Gleichung  besteht. 
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wegen  der  vorausgesetzten  Relation  (1).     Also  ist  i/;(w)  in  der  That 
eine  elliptische  Funktion  mit  den  verlangten  Eigenschaften. 

Gehen  wir  nunmehr  zum  allgemeinsten  Fall  über;  nehmen  wir 
an,  für  jeden  Pol  a^  sei  die  Ordnungszahl  k^  gegeben  und  das 
Aggregat  der  Glieder  mit  negativen  Exponenten  in  der  zugehörigen 
Reihenentwicklung  der  zu  bildenden  Funktion,  etwa  in  der  Form: 


u  —  av  {u  —  avY  {u—  av)K 

Auch   hier  müssen  die  Residuen  Ä^i  natürlich  der  Bedingung 
genügen : 
4)  A,,+A^,  +  ...+  Ä^,  =  0. 

Dann  können  wir  uns  zunächst  aus  l,u  und  seinen  Ableitungen 
eine  Funktion  bilden,  die  für  u  =  a^  einen  Pol  der  vorgeschriebenen 
Art  hat  und  sonst  im  ganzen  Periodenparallelogramm  regulär  ist, 
nämlich : 


5) 


Diese  Funktion  selbst  ist  nicht  doppeltperiodisch;  bilden  wir 
aber  die  Summe  der  so  für  die  einzelnen  Pole  aufzustellenden 
Funktionen  von  v  =  l  bis  v  =  n,  so  erhalten  wir  in  der  That  eine 
elliptische  Funktion,  eben  wegen  der  Relation  (4).  Jede  andere 
elliptische  Funktion  der  verlangten  Art  kann  sich  von  der  so  ge- 
bildeten nur  durch  eine  additive  Konstante  unterscheiden.  Somit 
haben  wir  den  Satz  gewonnen: 

I.  Jede  elliptische  Funktion,  die  an  vorgeschriebenen  Stellen  in  vor- 
geschriebener Weise  unendlich  werden  soll,  läßt  sich  in  der  Form 
darstellen: 


6) 


f\u)  =  C  +  2  {  Ai  i[u  -  «r)  +  A^2P  [n  -  «^)  -  I  As/  [u-a^) 


und  jeder    solche    Ausdruck    stellt    eine    elliptische    Funktion    der    ver- 
langten Art  dar} 


^  Man  kann  die  Formeln  §  23,  (2)— (5)  als  spezielle  Fälle  dieses  Satzes 
ansehen. 
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Die  Formel  (6)  ist  ein  Analogon  zur  Zerlegung  einer  rationalen 
Funktion  in  Partialbrüche;  wir  werden  aus  ihr  mannigfache  Kon- 
sequenzen ziehen.  Zunächst  ermöglicht  sie  wie  jene  Zerlegungs- 
formel die  Integration;  man  findet: 


^) 


ff{u)  du  =  Cu  +  C^-i-^lA^ilog(T{u  —  a^)  —  A^2S{f^  —  «v) 


also  den  Satz: 

II.  Das  Integral  einer  beliebigen  elliptischen  Funktion  setzt  sich 
aus  folgenden  Bestandteilen  zusammen: 

1.  einer  elliptischen  Funktion; 

2.  einer  linearen  Funktion; 

3.  einer  Summe  von  ^-Funktionen; 

4.  einer  Summe  von  Logarithmen  von  Sigmafunktionen. 

(Wenn  man  will,  kann  man  die  Anzahl  der  J-Funktionen  auf 
1  reduzieren,  da  die  Differenz  l,[u  —  a)  —  t,u  nach  §  23,  Grieichung  (4) 
eine  elliptische  Funktion  von  u  ist.) 

Andrerseits  liefert  Formel  (6)  auch  noch  einen  für  die  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen  selbst  fundamentalen  Satz.  Die  in  ihr 
vorkommenden  höheren  Ableitungen  von  p[u  —  a^)  lassen  sich  nach 
§  18,  IV  rational  durch  p{u  —  a^)  und  p  [u  —  a^)  ausdrücken,  diese 
wieder  nach  §  23,  IV  rational  durch  pu  und  p' u  (und  die  Kon- 
stanten pa^,  p' a^).  Auch  ^[u  —  a^)  drückt  sich,  wie  eben  schon 
benutzt  wurde,  rational  aus  durch  t,u,  pu,  pu  und  Konstante. 
Wesentlich  ist  nun,  daß  dabei  aus  der  Summe  (6)  vermöge  der 
Relation  (4)  ^u  herausfällt,  sodaß  man  den  Satz  erhält: 

III.  Jede  elliptische  Funktion  läßt  sich  durch  die  zu  demselben 
Periodenparallelogramm  gehörenden  Funktionen  pu,  p  u  rational  aus- 
drücken. 

Durch  analoge  Umformungen  wie  in  §  4,  Gleichungen  (4)  bis  (6) 
können  wir  jede  rationale  Funktion  von  pu  und  p  u  auf  die  Form 
bringen : 

8)  f{u)  =  Ä-\-  Bp'  u, 

in  der  Ä,  B  rationale  Funktionen  von  p  u  allein  bedeuten.  Ist  dann 
f{u)  =  f{—  u),  so  folgt,  daß  B^eeO  sein  muß;  ist  aber  f{u)=  —  f(—  u), 
so  folgt  J  =  0.  Wir  können  also  Satz  III  durch  folgenden  Zusatz 
ergänzen: 

BuRKHARDT,    Funktionen.     II.  n 
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IV.  Jede  gerade  elliptische  Funktion  ist  eine  rationale  Funktion 
der  zu  demselben  Periodenparallelogramm  gehörenden  Funktion  pu, 
jede   ungerade   elliptische  Funktion   das  Produkt  einer  solchen  Funktion 

in  p  u. 

Aus  Satz  III  ergeben  sich  noch  weitere  Folgerungen.  Hat  man 
zwei  zu  demselben  Periodenparallelogramm  gehörende  elliptische 
Funktionen,  so  kann  man  aus  ihren  Ausdrücken  durch  pu  und  pu 
und  aus  der  zwischen  pu  und  pu  bestehenden  Gleichung  pu  und 
pu  eliminieren.     Daraus  folgt: 

V.  Ziüischen  irgend  zwei  elliptischen  Funktionen  desselben  Perioden- 
Parallelogramms  besteht  eine  algebraische  Gleichung  mit  von  u  unab- 
hängigen Koeffizienten. 

Ein  spezieller  Fall  dieses  Satzes  ergiebt  sich,  wenn  man  be- 
achtet, daß  die  Ableitung  einer  elliptischen  Funktion  selbst  eine 
solche  Funktion  ist;  nämlich: 

VI.  Jede  elliptische  Funktion  genügt  einer  algebraischen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  höheren  Grades,  in  der  die  unabhängige  Ver- 
änderliche explicite  nicht  vorkommt;  mit  andern  Worten,  sie  ist  die 
Umkehrung sfmiktion  des  Integrals  einer  algebraischen  Funktion. 

Eliminiert  man  endlich  aus  den  Gleichungen,  die  f{u  +  v), 
f[u),  f[v),  bezw.  mit  p,{u -{•  v),  pu,  pv  verbinden,  und  aus  dem 
Additionstheorem  der  Funktion  pu  (§  23,  V)  die  drei  zuletzt  ge- 
nannten Größen,  so  findet  man: 

VII.  Jede  elliptische  Funktion  besitzt  ein  algebraisches  Additions- 
theorem.^ 

§  25.    Das  Additionstheorem  der  Sigmafunktion. 

Die  Funktion  (ju  besitzt  kein  algebraisches  Additionstheorem 
in  dem  §  23,  V  definierten  Sinne.  Doch  besteht  zwischen  Sigma- 
funktion linear  verknüpfter  Argumente  eine  allgemeine  Eelation,  die 
eine  große  Anzahl  interessanter  Spezialfälle  in  sich  schließt  und  die 
man  im  weiteren  Sinne  als  Additionstheorem  der  Sigmafunktion 
bezeichnen  kann.  Man  kann  sie  auf  verschiedene  Arten  ableiten; 
z.  B.  indem  man  in  der  algebraischen  Identität: 

(.^.  _  y)(^z  -t)-\-[x-z)[t-y)-\-  [x  -  t)[y  -  z)  =  0 


^  Weierstrass  hat  in  seinen  Vorlesungen  auch  die  Unikehrung  dieses 
Satzes  bewiesen :  daß  nämlich  alle  Funktionen  einer  Variabein  mit  algebraischem 
Additionstheorem  algebraische  Funktionen  von  elliptischen  Funktionen  oder 
Ausartungen  von  solchen  (vgl.  den  IX.  Abschnitt)  sind. 
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die  Substitutionen: 

x=puj     y=pu^f     z=pu^,     t  —  pu^ 

vornimmt  und  dann  die  Fundamentalformel  §  23,  1  anwendet.  Man 
erhält  so: 

1)  -j      -{- G  [u -\- u^  G  [u  —  u^  G  [u.^ -^  u^  a  [u^  —  U^) 

-{-   g{iI  ■{■  Wg)  ö-  [U  —  Wg)  G  [U^   +  U^  G  (Mj   —  Mg)  =  0. 

Eine  noch  symmetrischere  Gestalt  nimmt  diese  Formel  durch 
Einführung  neuer  Variabler  an.     Setzt  man  nämlich: 

u  -^  u^  =  h^y    u  —  u^  =  —  c^,    u^  -\-  it^  =  —  d^,    u^  —  u^  =  a^j 

2)  •'       U  -\-U^   =  h.^,      U  -  U.^=    -  C^,      ^3  +  Mj   =    -  ö?2,     U^-U^=  «2, 

U  -{-  U^  =  b^,      U  —  Wg  =    —  Cg,      Mj   +  Mg   =    —  ö?3,     Mj   —  Mg   =  «3, 

SO  kann  man  jedes  der  drei  Systeme  von  je  vier  Größen  a,  b,  c,  d 
als  ein  System  unabhängiger  Veränderlicher  ansehen  und  die  Größen 
der  beiden  andern  Systeme  durch  sie  ausdrücken.  Man  erhält  so 
die  Gleichungssysteme: 


3) 


sowie  zwei  andere,  die  aus  ihnen  durch  cyklische  Vertauschung  der 
Indices  1,  2,  3  hervorgehen.^  Man  kann  demnach  das  „Additions- 
theorem  der  Sigmafunktion^''  folgendermaßen  aussprechen: 

Wenn  zwischen  drei  Systemen  von  je  vier  Größen  die  Relationen 
(3)  bestehen,  so  ist  stets: 

4)        G  a^  G  b^  G  c^  G  d^  -}-  G  a^  G  b^  G  c^  G  d^  -]-  G  a^  G  b^  G  c^  G  d^  =  0 . 

Man  beachte  noch,  daß  man  in  diesen  Formeln  nicht  nur 
die  Indices  1,  2,  3  cyklisch  vertauschen  kann,  sondern  auch  die 
Buchstaben  mit  gleichem  Index,  wenn  man  nur  gleichzeitig  auch  die 
Buchstaben  mit  andern  Indices  in  gewisser   Weise  unter  sich  ver- 


2a,  = 

-a^-K-c^-d^ 

2«3=  -a,-¥h+c^^d. 

2Ä,= 

«1  +  *i  -  "i  -  <^i 

2    Äg        =        —      aj      +      Ä;       —      Cj      —      (i?i 

2c,= 

«1  -  *i  +  «1  -  '^1 

2  Cj  =  —  öj  —  Ä,  +  c,  —  (i, 

2d,= 

«1  -  *i  -  «1  +  «^1 

2d,=  -a,-b,-c,  +  d, 

^  Deutet  man  a,  b,  c,  d  als  Tetraederkoordinaten  eines  Punktes  im  Räume, 
so  stellen  die  Gleichungen  a^  =  0 ,  ..^3  =  03-4  Ebenen  vor,  die  drei  Tetraeder 
bilden.  Bestehen  dann  die  Gleichungen  (3),  so  sagt  man,  „die  drei  Tetraeder 
befinden  sich  in  desmischer  Lage". 

5* 
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tauscht  und  gewisse  Vorzeichen  ändert.     Will  man  z.  B.  a^  mit  b^ 
vertauschen,  so  hat  man  die  zwölf  Argumente  zu  ersetzen  durch: 


G?2      —  ^2 


-  b.. 


§  26.    Hilfssätze. 

Ist  eine  beliebige  Anzahl  untereinander  zu  m  =  0  inkongruenter 
Punkte  u^,  u^  .  .  .  u^  gegeben,  so  erhält  man  eine  elliptische  Funktion 
der  Variabein  u^,  die  sie  alle  zu  Nullpunkten  hat,  wenn  man  die 
Determinante  bildet: 


1)  9p(?/o,  ^^l,  ^2 


^■J 


1 

pu^ 

p'u^.. 

.  .  ^»("-1)^0 

1 

pu^ 

p'u^  .. 

.  .Jt?(«-1)MJ 

1 

pu^ 

p'u^.. 

.  .Jt?("-^)2^2 

,(n-l) 


1      Pf^n     P   ^n P' 

Diese  Funktion  ist  im  fundamentalen  Periodenparallelogramm 
überall  regulär,  außer  in  m  =  0,  wo  sie  einen  Pol  der  Ordnung  n  +  1 
hat;  folglich  hat  sie  nach  §  16,  3  außer  den  zu  ihrer  Definition 
dienenden  n  Nullpunkten  noch  einen  (w  +  1)*^^  in: 

-  K  +  ^2  +  •  •  •  +  O- 

Sie  läßt  sich  daher  nach  §  22,  II  folgendermaßen  durch  einen 
Quotienten  von  «--Produkten  ausdrücken: 


2) 


(T  (U^    —  Uf,)  <t{U2    -  Uf^)  .  .   .   (T  {Un  —  Uq)  (T  (Mq   +  ««i    +  «^2   +    •  •  •    +  ^n) 


.n  +  1 


Der  Faktor  c^  hängt  nicht  mehr  von  u^  ab,  wohl  aber  noch 
von  Mj,  u^  .  .  .,  u^\  um  ihn  zu  bestimmen,  entwickeln  wir  beiderseits 
nach  Potenzen  von  u  und  vergleichen  die  Koeffizienten  der  Anfangs- 
glieder.    So  finden  wir: 

3)      -  n\(f:{u^,  ^2  .  .  .  mJ  -  c^o-MiO-M2  .  .  .  o-w„ö-(Wj4-W2+  •  •  •  +^J- 
Andrerseits  besteht  aber  auch,   ebenso  wie  (2),  die  Gleichung: 


4)      gp(M,,W2..wJ   =   C^_i 


a  (^2  —  Wi)  .   .   .   (T  {Un  —  t<i)  Q-  (Mi  +  g^2  +    •   •   •    +  ^n) 
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wo  c^_i  auch  von  Wj  nicht  mehr  abhängt,  sondern  nur  mehr  von  u.^, 
Mg  .  .  .  u^.     Es  folgt  also: 

_  _     ,  0-  (^2  -  ^i)  CT  (M3  -  2^0  ...  0-  (e<„  -  Ui) 

Fahren  wir  so  fort,  so  können  wir  c^  schließlich  durch  c^  aus- 
drücken, das  nur  noch  eine  Funktion  von  u^  sein  kann.  Wir  er- 
halten : 

6)    9PK-1.  ^n)=  -PK-~i+p%'='i— ^^z; ' 

und  Gleichung  (1)  von  §  23  zeigt,  daß: 

1 


gesetzt  werden  muß.     Somit  gilt  die  Gleichung: 


^) 


V  / /  \n  +  l 


{(TU^au^  (JU2  .  .  .  aUn)'^'^^ 


das  Produkt  erstreckt  über  alle  Paare  von  Zahlen  cc,  ß  aus  der 
Reihe  0,  1,  2  .  .  .  tz,  für  die  a  y  ß  ist. 

Die  Ableitung  dieser  Formel  setzte  implicite  voraus,  daß  keine 
der  Summen  m^  +  7/3  +  .  .  .  +  m^,  ^2  +  Wg  +  .  .  .  +  w„  •  .  .,  u^_i  +  u^ 
der  Null  kongruent  sei ;  die  Formel  selbst  gilt  aber  nach  I,  §  39,  III, 
solange  ihre  beiden  Seiten  reguläre  Funktionen  der  Argumente  sind, 
d.  h.  solange  nur  keines  der  u  selbst  =0  ist. 

Einen  interessanten  speziellen  Fall  der  Gleichung  (7)  erhält» 
man,  wenn  man  in  ihr 

8)  u^=u^=.  .  .  .  =u^  =  v 

setzt.  Dabei  werden  allerdings  zunächst  beide  Seiten  identisch  Null ; 
aber  man  erhält  von  Null  verschiedene  Grenzwerte,  wenn  man  erst 
beiderseits  mit  //(w«  —  Uß)  dividiert  und  dann  den  durch  (8)  ge- 
forderten Grenzübergang  vollzieht.  Die  Determinante  (1)  kann 
nämlich  auch  so  geschrieben  werden,  daß  man  die  dritte  Zeile  er- 
setzt durch: 

0,  pu^  —  pu^,  p'  u^  —  /*'  ^^1  •  •  '  p^'^'^'^u^  —  jo (" -  1) Mj . 

Dividiert  man  dann  durch  [u^  —  u^  und  setzt  hierauf  w^  =  m^  =  v, 
so  wird  diese  Zeile: 

0,  p  v,  p"  V  .  .  .  jo(")  V. 
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Dann  kann  man  die  vierte  Zeile  ersetzen  durch: 
0,  pu^  —  pv  —  [u^  —  v)p'  V,  p  ^^3  —  p  v  —  {;a,^  —  v)p"  v  .  .  . 

und  wenn  man  mit  \[u^  —  vf  dividiert  und  dann  auch  u^  =  v  setzt, 
so  wird  diese  vierte  Zeile: 

0 ,    p" V,    p" V  .  .  . 
So  fortfahrend  erhält  man  schließlich  links: 

1    "pu         p  u  .  .  .  .  p^^-^^u 

1    pv  p  V  .  ,  .  .  p^'^~'^'>v 

0   p'v  p" V  ,  .  .  ,  p^^^v 


2!3!  .  .  .{n-\)\ 


0   p" V         p"v. 


•P 


(n  +  1) . 


rechts  dagegen,  mit  Kücksicht  auf  §  20,  2: 

Wenn  man  also  noch  links  die  Determinante  etwas  vereinfacht, 
erhält  man: 


9) 


pu  —  pv    p  u  —  p  V  . 
p'v  p'v 

p"  V  p"  V 


pin-^)u  —  pi'n-'^)' 


p 


(n  +  1), 


(n-1), 


py<'-  ^)v        py-}  V     ....  p 

-  (2\  3!  ...  (TZ  -  \)\Yn\  ^(^  +  ^^)^"(^-«>). 


,(2n-2)y 


und  wenn  man  hier  noch  beiderseits  nach  Potenzen  von  u  entwickelt, 
und  die  Koeffizienten  von  u-'^-^  vergleicht: 


p'v 


10) 


p'v    .  .  .  p(")ü 


p   V  p    V   .  .  .  p 

p{n-  1)  ij  p{n)y  ^  ^  ^  p(2n-  2)  ^ 


(_l)«-i(2!3!...(ri-l)!) 


(T{nv) 


§  27.    Die  Multiplikation  des  Arguments  der  elliptischen  Funktionen. 

In  den  in  §  23  mitgeteilten  Formen  des  Additionstheorems  der 
Funktion  pw  kann   man  nicht  ohne  weiteres  v  —  u    setzen,    indem 
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man  dadurch  unbestimmte  Ausdrücke  der  Form  0/0  erhalten  würde. 
Man  könnte  diese  Unbestimmtheit  (analog  wie  in  §  4)  dadurch  be- 
seitigen, daß  man  erst  im  Zähler  und  Nenner  mit  demjenigen  Wert 
multipliziert,  in  den  der  Zähler  durch  Vertauschung  von  u  mit  —  u 
übergeht,  dann  [puf  und  [pvf  durch  ihre  Ausdrücke  mpu,  bezw. 
pv  ersetzt  und  schließlich,  was  durch  diese  Umformung  möglich 
geworden  ist,  Zähler  und  Nenner  durch  [pu  —  pvf  dividiert.  Ein- 
facher ist  es,  den  „wahren  Wert"  der  unbestimmten  Ausdrücke  nach 
den  Kegeln  der  Differentialrechnung  zu  bestimmen;^  die  dabei  auf- 
tretenden höheren  Ableitungen  von  p  u  können  nach  §  1 8,  IV  durch 
pu  und  pu  ersetzt  werden.     Man  findet  so: 

1 )  p[2u)=  (?>'«  +  ^9.f  +  2a,j>u^ , 

4p^u  —  g2pu  —  go 

also  gleich  einer  rationalen  Funktion  vierten  Grades  von  pu.  Auf 
demselben  Wege,  oder  durch  Differentiation  der  bereits  abgeleiteten 
Gleichung  (1),  erhält  man  p'{2u)  ausgedrückt  durch  das  Produkt  aus 
p'u  in  eine  rationale  Funktion  6.  Grades  von  pu. 

Setzt  man  in  den  Additionstheoremen  v  =  2u  und  benutzt  die 
bereits  abgeleiteten  Ausdrücke  von  p  (2  u)  und  p'  (2  ^^),  so  erhält  man 
analoge  Ausdrücke  für  p  (3  u)  und  p'  (3  u).  So  könnte  man  fortfahren; 
indessen  erlangt  man  auf  diesem  Wege  keinen  Einblick  in  das  all- 
gemeine Bildungsgesetz  der  auftretenden  rationalen  Funktionen. 

Zu  einem  solchen  Einblick  gelangt  man  dagegen  durch  folgende 
Überlegungen.  Wir  betrachten  p  {n  u)  als  Funktion  von  u.  Aus  den 
Periodicitätseigenschaften  von  p  u  folgt,  daß  auch  p  (n  u)  ungeändert 
bleibt,  wenn  man  u  um  2h^co^  +  2  Äg  Wg  vermehrt;  also  haben  wir 
zunächst : 

I.  p  {n  u)  gehört,  als  Funktion  von  u  betrachtet,  zu  den  elliptischen 
Funktionen  des  Feriodenpar allelog famms  (2  «^ ,  2  «3). 

Ferner  ist  p[nu)  ebenso  wie  pu  eine  gerade  Funktion  von  u. 
Also  folgt  aus  §  24,  IV: 

II.  p  [n  u)  ist  gleich  einer  rationalen  Funktion  von  p  u. 

Zu  einer  expliciten  Darstellung  dieser  rationalen  Funktion  ge- 
langen wir,  wenn  wir  zunächst  aus  §  23,  (1)  die  Formel  ableiten: 

2)  p(nu)  —  pu  = ^ r-     2 ' 


^  Deren   Anwendung    unterliegt   hier    keinen   Bedenken,    da    Zähler  und 
Nenner  in  dem  zu  untersuchenden  Punkte  regulär  sind. 


7) 


^'3  (^)  = 
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Wir  können  dafür  schreiben: 
3)  p(nn)-pu=-^!^^^±i^p^^^, 

wenn  wir  mit  '^„(w)  die  Funktion  bezeichnen: 

die  in  Formel  (10)  des  vorigen  Paragraphen  explicite  durch  pu  und 
seine  Ableitungen  dargestellt  ist.  Insbesondere  erhält  man^  für  die 
niedrigsten  Werte  von  n: 

5)  yj^  {u)='i, 

6)  ip^{u)  =  -pu, 
p  u   p"  u  [ 
p"u  p" u  I 

=  \\npu{^p^u-g^j)u-g^-{^p'^u-\g^''\ 
=  ^P^u  -  ig^p^'u  -  Sg^pu  -  -^g^^. 

Für  größere  Werte  von  n  (von  n  =  5  an)  kann  man  sich  der 
Rekursionsformel : 

'  rm  4-  n    Tm  —  n  Tm  +  1     im  —  1     in  tu  +  1     rn  —  1     Tm 

bedienen,  die  man  erhält,  wenn  man  aus  (2),  aus  der  entsprechenden 
Gleichung  mit  m  statt  n  und  aus: 

f       .           /      V               a  {mu  +  nu)  a  {mu  —  nu) 
pimu)  —  p  inu)  = ^ ^ — ~ -" 

die  Funktionen  p  eliminiert. 

§  28.    Elliptische  Funktionen  II.  Art. 

Neben  den  bisher  allein  betrachteten  Funktionen  treten  häufig 
noch  andere  auf,  die  wir  im  Anschluß  an  Heemite  folgendermaßen 
definieren : 


^  Formel  (6)  kann  auch  erhalten  werden,  indem  man  in  §  23,  1  v  =  u-{-h 
setzt,  beide  Seiten  nach  Potenzen  von  h  entwickelt  und  die  Koeffizienten  von 
h  vergleicht;  oder  indem  man  aus  den  Produktdarstellungen  (§  20,  3  und  14) 
die  Identität: 

0-  (m  +  Wi)    er  (w  4-  Wa)    «"(«*+  Wg) 
(7  a>i  (j  a>2  (J  ft>3 

ableitet. 
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I.  Unter  einer  elliptischen  Funktion  IL  Art  verstehen  wir  eine  im 
Endlichen  bis  auf  Pole  reguläre  Funktion,  die  zwei  voneinander  un- 
abhängigen Funktionalgleichungen  der  Form: 

f{u  +  2«i)=  (x^f[u), 


^^  '  f\u  +  2(^,)==  iij[u] 

genügt,  in  denen  fn^  und  fi^  von  u  unabhängige  Größen  bedeuten. 

Die   bisher  allein   so  genannten   elliptischen  Funktionen  nennt 
man  dann  speziell  solche  „erster  Art."^ 

II.  Zwei  elliptische  Funktionen  IL  Art,  deren  Multiplikatoren  über- 
einstimmen, nennen  wir  gleichändrig . 

Es  gilt  dann,  wie  man  sofort  sieht,  der  Satz: 

III.  Der    Quotient   zweier   gleichändrig en    elliptischen    Funktionen 
IL  Art  ist  eine  elliptische  Funktion  L  Art. 

Wir  können  Funktionen  II.  Art  leicht  bilden.     Die  Funktion: 

2)  ,,u<^i^--)  , 


in  der  v  ein  von  u  unabhängiges  Argument  bedeutet  (das  nur  keine 
Periode  sein  darf),  gehört  nämlich  in  jedem  Falle  zu  ihnen,  wie 
aus  den  Gleichungen  §  20,  (6),  (7)  folgt;  und  zwar  ist  für  sie: 

I  itg   =  ^2eco3-2v778^ 

Sind  umgekehrt  n^  und  ii^  beliebig  vorgeschrieben,  so  können 
wir  o  und  v  stets  so  bestimmen,  daß  diese  Gleichungen  bestehen. 
Wir  erhalten  nämlich  aus  ihnen  unter  Berücksichtigung  der  Le- 
GENDEEschen  Relation  §  19,  (14): 

4)  Qni=  vjogfi^  -7/3  log  ^1, 

5)  vTti  =  oj^  log  ^3  —  rog  log  ^^ ; 

den  Logarithmen  können  dabei  beliebige  unter  ihren  unendlich  vielen 
Werten  (I,  §  56,  III)  beigelegt  werden,  natürlich  aber  in  beiden 
Gleichungen  dieselben. 

Hier  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  In  dem  speziellen 
Fall,  daß  unter  den  Werten  dieser  Logarithmen  welche  sind,  die 
sich  verhalten  wie  die  Perioden,  kann  man  eben  diese  Werte  in  den 
Gleichungen  (4),  (5)  nehmen;   dann   erhält  man  v  =  0.     Man  sieht: 


^  Auch  im  folgenden  sollen  übrigens  unter  „elliptischen  Funktionen"  ohne 
weiteren  Zusatz  stets  solche  „erster  Art"  verstanden  werden,  wo  nicht  das 
Gegenteil  ausdrücklich  gesagt  wird. 
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IV.  Eine  ExponentialfunktioUy  deren  Exponent  eine  lineare  ganze 
Funktion  qu  -\-  q^  von  u  ist,  kann  für  jedes  Periodenparallelogramm 
angesehen  werden  als  eine  spezielle  elliptische  Funktion  IL  Art  mit  den 
Multiplikatoren  : 

6)  /ij  =  e^^s      fi^  =  ee<«s. 

Aus  III.  folgt  dann: 

V.  Jede  spezielle  elliptische  Funktion  IL  Art,  deren  Multiplikatoren 
die  Werte  (6)  haben,  ist  das  Produkt  aus  es^  in  eine  elliptische  Funktion 
I.  Art. 

Es  giebt  also  in  diesem  speziellen  Falle  zwar  solche  elliptische 
Funktionen  IL  Art,  die  zugleich  ganze  transscendente  Funktionen 
sind,  aber  keine,  die  nur  einen  einfachen  Pol  im  Periodenparallelo- 
gramm hätten. 

Sind  aber  unter  den  Werten  der  Logarithmen  der  ^  keine 
solchen,  die  sich  verhalten  wie  die  Perioden,  so  erhält  man,  welche 
von  diesen  Werten  man  auch  nehmen  mag,  aus  der  Gleichung  (5) 
stets  einen  von  Null  verschiedenen  und  auch  nicht  zu  Null  kon- 
gruenten Wert  für  v.  In  diesem  allgemeinen  Falle  reduziert  sich 
also  die  Funktion  (2)  nicht  auf  eine  Exponentialfunktion,  sondern 
behält  einen  Pol  bei  u  =  0  und  einen  Nullpunkt  bei  u  =  v.  Wir 
erhalten  also  den  Satz: 

VI.  Zu  jedem  beliebig  vorgegebenen  Multiplikatorensystem  giebt 
es  zugehörige  elliptische  Funktionen  IL  Art;  eine  derselben  hat  die 
Form  (2),  wenn  man  in  ihr  v  und  o  aus  den  Gleichungen  (4)  bestimmt; 
jede  andere  ist  das  Produkt  dieser  Funktion  in  eine  elliptische  Funktion 

L  Art. 

Stellt  man  diese  letztere  nach  4^nleitung  von  §  22  als  einen 
Quotienten  von  Sigmaprodukten  dar,  so  gewinnt  man  folgende 
Resultate : 

VII.  Jede  elliptische  Funktion  LL.  Art  läßt  sich  darstellen  als  Pro- 
dukt aus  einer  Exponentialfunktion,  deren  Exponent  eine  lineare  Funktion 
von  u  ist,  in  einen  Quotienten  von  Sigmaprodukten,  der  gleichviel  Fak- 
toren im  Zähler  wie  im  Nenner  hat. 

VIII.  Bie  elliptischen  Funktionen  IL  Art  haben  mit  denjenigen 
I.  Art  die  Eigenschaft  gemein,  daß  sie  im  Periodenparallelogramm 
ebenso  oft  Null,  wie  unendlich  werden;  sie  unterscheiden  sich  aber  von 
ihnen  dadurch,  daß  die  Differenz  zwischen  der  Summe  der  Nullpunkte 
und  der  der  Pole  nicht  zi  0,  sondern  =  v  ist. 

Man  beachte  auch,  daß  es  im  allgemeinen  Falle  zwar  elliptische 
Funktionen  II.  Art  giebt,  die  im  Periodenparallelogramm  nur  einen 
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einfachenPolhaben,  aber  keine  solchen,  die  zugleich  ganze  transscendente 
Funktionen  wären.  Denn  eine  solche  würde,  durch  die  Funktion  (2) 
dividiert,  eine  elliptische  Funktion  I.  Art  mit  nur  einem  einfachen 
Pole  liefern;  und  eine  solche  kann  es  nach  §  14,  VI  nicht  geben. 
Ein  ünterfall  der  elliptischen  Funktionen  11.  Art  verdient 
spezielle  Berücksichtigung:  daß  nämlich  die  Multiplikatoren  den  ab- 
soluten Betrag  1  haben,  ihre  Logarithmen  also  (neben  anderen  auch) 
rein  imaginäre  Werte  haben.  Nimmt  man  dann  diese  Werte  in  (4) 
und  (5),  so  erhält  man: 

7)  ()  =  2v^7]^  +  2v^jj^, 

8)  V  =  2  v^  co^  -^  2  v^  Wg , 

unter  i/^,  v^  reelle  Zahlen  verstanden.    Die  Multiplikatoren  sind  dann: 

Man  setzt  in  diesem  Falle  wohl  die  Funktion  (2),  unter  Hinzu- 
fügung eines  konstanten  Faktors, 

10)  =,_2:u:l_L^ 

'  QU 

indem  man  definiert: 

1  1)        <Jy^  ^3  (m)  =  g(2  n  ^,  +  2  r3  m)  (u  +  v,co,  +  v,  co,)  fj  (^^  —  2  V^t,^   —  2  V^  T^g) . 

Insbesondere  bedient  man  sich  dieser  Bezeichnung  für  den  Fall, 
daß  v^  und  v^  rationale  Zahlen  mit  gemeinsamen  Nenner  sind.  (Man 
läßt  dann  wohl  auch  diesen  gemeinsamen  Nenner  in  der  Bezeichnung 
weg.)     Die  Multiplikatoren  sind  in  diesem  Falle  Einheitswurzeln. 

§  29.     Partialbruchzerlegung   der  elliptischen  Funktionen  II.  Art. 

Wenn  wir  neben  die  im  vorigen  Paragraphen  gelehrte  Faktoren- 
zerlegung der  elliptischen  Funktionen  II.  Art  eine  Zerlegung  in 
Partialbrüche  stellen  wollen,  so  müssen  wir  den  „speziellen"  und  den 
„allgemeinen"  Fall  unterscheiden.  Im  speziellen  Fall  erhalten  wir 
auf  Grund  von  §  28,  V  die  gesuchten  Formeln  einfach  dadurch, 
daß  wir  in  den  entsprechenden  Formeln  von  §  24  alle  Glieder  mit 
e^"  multiplizieren.  Dagegen  im  allgemeinen  Falle  haben  wir  eine 
elhptische  Funktion  II.  Art  mit  nur  einem  einfachen  Pole;  wir 
können  sie  der  Partialbruchzerlegung  zu  Grunde  legen.  Dazu  nor- 
mieren wir  sie  zweckmäßigerweise  so,  daß  ihr  Residuum  =  1  wird; 
wir  bilden  die  ,^Elementarfunktion  IL  Art^^: 

1)  w[n;  v)^-ee-  "C"-^). 

'  T     \      '  /  tr  II   IT  11 
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Ist  dann  irgend  eine  elliptische  Funktion  II.  Art  mit  denselben 
Multiplikatoren,  ^Pu,  vorgelegt,  die  im  Periodenparallelogramm  die 
einfachen  Pole:  h^,  b^  .  .  .  ö^,  bezw.  mit  den  Residuen  B^,  R^  .  .  ,  E^ 
hat,  so  gilt  die  Gleichung: 

2)  nu)  =  ±R,^{u-b,-v). 

Wenden  wir  diese  Formel  z.  B.  auf  die  Funktion: 

aju  +  u^)  a  {u  -  U3) 
(t{u  -{-  Wi)  (j{u  —  W2) 

an,  für  die    v  =  u^  —  u^,     b^  =  —  u^,     b^  =  u^, 

ist,  so  erhalten  wir  wieder  die  Gleichung  (1)  von  §  25. 

Will  man  auch  elliptische  Funktionen  II.  Art  mit  mehrfachen 
Polen  in  Partialbrüche  zerlegen,  so  muß  man  neben  der  Funktion 
<p  {u ;  v)  ihre  Ableitungen  einführen,  ebenso  wie  das  in  §  24  mit 
den  Ableitungen  der  Funktion  lu  geschehen  ist. 


VIERTER  ABSCHNITT, 


Elliptische  Funktionen  zweiter  Stufe. 

§  30.    Sigmafunktionen  mit  Index. 

W  ir  haben  bis  jetzt  nur  solche  elliptische  Funktionen  betrachtet, 
die  von  den  beiden  Fundamentalperioden  in  ganz  gleicher  Weise 
abhängen,  sodaß  keine  derselben  vor  der  andern  bevorzugt  war. 
Auch  haben  wir  nur  Beziehungen  zwischen  solchen  elliptischen 
Funktionen  aufgestellt,  die  zu  demselben  Periodenparallelogramm 
gehören.  Nach  den  beiden  so  bezeichneten  Richtungen  hin  müssen 
wir  nun  unsere  Untersuchungen  ausdehnen.  Die  dabei  sich  dar- 
bietenden prinzipiellen  Fragen  wollen  wir  aber  erst  im  XII.  Abschnitt 
angreifen;   hier  wollen  wir  uns   zunächst  auf  einem  gewissermaßen 
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empirischen  Wege  zu  einer  Gruppe  von  Funktionen  führen  lassen, 
die  man  mit  einem  später  noch  genauer  zu  erläuternden  Terminus 
als  elliptische  Funktionen  zxoeiter  Stufe  bezeichnet. 

Wir  untersuchen  zunächst  diejenigen  unter  den  bereits  in  §  28 
eingeführten  Funktionen  gx^  u{u)  näher,  deren  Indices  ganzzahlige 
Vielfache  von  ^  sind.  Es  giebt  deren  drei  verschiedene;  dividiert 
man  sie  durch  ihre  Nullwerte,  d.  h.  durch  diejenigen  Werte,  die  sie 
für  u  =  0  annehmen,  so  erhält  man  die  von  Weieestrass  mit 
Ga{u)[a  =  1,  2,  3)  bezeichneten  Funktionen,  nämlich: 

IN  %,  o(«*) 

1)      ö-j  II  =      '  ' 


o-./,,0(0) 


^0,  ^iS'^) 


3)  G^U  = 


e~ 

"'^'^  (J  [U  +  iü,) 

a  coi 

e~ 

'?«"(r(z^  +  CO,) 

ö- Wg 

e~ 

^«"r7(z*   +  6>3) 

e'''''(j{u  - 

«i) 

(T  (Ol 

e^^'^aiu- 

«^2) 

(TGJg 

e'?«^(r(^^- 

«s) 

^0,  v.(^) 


(Die  Identität  der  beiden  je  für  dieselbe  Sigmafunktion  ge- 
gebenen Werte  folgt  aus  §  20,  (6),  (7),  (13).) 

Wie  aus  dieser  ihrer  Definition  hervorgeht,  sind  diese  Funk- 
tionen ebenso  wie  g  u  ganze  transscendente  Funktionen  des  Arguments 
u,  und  zwar  gerade  Funktionen  desselben,  da  gu  eine  ungerade 
Funktion  ist     Für  m  =  0  ist: 

4)  ^J0)  =  ff,(0)  =  <73(0)=l. 

Multipliziert  man  je  die  beiden  verschiedenen  Formen  derselben 
Sigmafunktion  miteinander  und  berücksichtigt  Gleichung  (I)  von 
§  23,  so  findet  man: 

5)  ^^  =  -  --" j^V ^^  =pn--e,    (c^  =  1,  2,  3). 

Diese    Formel    zeigt,     daß     die    Gesamtheit    der    Werte    von 


'^pu  —  Ba  nicht  eine  zweiwertige  analytische  Funktion  von  u  vor- 
stellt, sondern  in  zwei  eindeutige  analytische  Funktionen  zerfällt, 
von  denen  die  eine  =  GaUJGii^  die  andere  =  —  GaUJGU  ist.  (Vgl. 
I,  §  70.) 

Andrerseits  erhalten  wir  aus  Gleichung  (14)  von  §  23  mit  Rück- 
sicht auf  Gleichung  (11)  von  §  19: 


6)  p'u=  _2-^-^ 


(Ti  U  (T,  U  (Tg  U 
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Man  kann  diese  Formel  auch  ableiten,  indem  man  die  drei  Glei- 
chungen (5)  mit  der  Gleichung  (6)  des  §  18  verbindet  und  das  dabei 
unbestimmt  bleibende  Vorzeichen  durch  Vergleichung  der  Glieder 
mit  M-3  in  den  Entwicklungen  beider  Seiten  nach  Potenzen  von  u 
bestimmt. 

Von  weiteren  Eigenschaften  dieser  „Nebensigma*',  wie  man  sie 
wohl  nennt,  ist  vor  allem  wichtig  ihr  Verhalten  gegenüber  Vermehrung 
des  Arguments  um  eine  ganze  Periode.  Man  erhält,  indem  man  zuerst 
die  zweite,  dann  die  erste  Form  der  Definition  benutzt: 

8)  .  ^  ^«a 

I  =  -  e^-^a{^^  +  <^a)aaU.(a=  1,  2,  3). 

Für  ci  ^  ß  erhält  man  dagegen  zunächst: 

a^{u  +  2  «^)  =  — 

a 

oder  mit  Rücksicht  auf  §  20,  Gleichung  (12): 

_       e  -  \("  +  -""ß)  +  ^^/g  ("  +  *"«+  ^^)  ff  M  +   (»g 
=  e--  "la^ß  +  2  Vßo>a  +  2  '//S(«  +  ^ß)  (TaUj 

und  wenn  man  noch  §  19,  (15)  benutzt: 

9)  Ga[u  ■\-20)ß)  =  e-'}ß{''  +  '"ß)(7aU. 

Vermehren  ivir  die  Argumente  nur  um  halbe  Periode?!,  so  ver- 
tauschen sich  die  vier  Sigmafunktionen  (mit  und  ohne  Index)  unter 
sich,  bis  auf  zutretende  Exponentialfaktoren.  Man  erhält  zunächst 
aus  der  zweiten  Definitionsform  von  (TaU: 

10)  <7«(w  +  ««)  = -^ 5 

ferner  aus  der  ersten: 

e-''«(''  +  ~^)rr(w  +  Wa+  biß) 


11) 


<7a  {U  +  0)ß)  = 


ff  w. 


ff  6J, 


ff 


OJy 


=    _  eVß^''  -  Va'^ß  •  '     •  fTyU 


ff  OJa 
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Eine  übersichtlichere  Gestalt  nehmen  diese  „Verwandlungs- 
formeln" an,  wenn  man  statt  der  Funktionen  (JaU  die  Funktionen 
ö"  A     fi{u)  selbst  benutzt.     Bezeichnet  man  sie   zur  Abkürzung  mit 

y  ¥ 

TaU,  setzt  also: 

12)  Ta{u)=  e-M''  +  'l*'^a)(T(u  +   «„)=—  e^ai^  + 'l^<^a)G  {u  -    l- «„), 

so  erhält  man: 

13)  Ö-(m  +  CQa)  =  eVai^  +  ^«co«)  T^iu), 

14)  T« (?^  +  «„)=-  e'?a("  +  V2«„) ö- z^, 

15)  Tß{u  +  ««)=+  2>''«("  +  '/^'"«)  'TyM; 

dabei  gilt  in  der  letzten  Formel  das  untere  oder  das  obere  Zeichen, 
je  nachdem  {a,  ß,  y)  eine  gerade  oder  ungerade  Permutation  der 
drei  Indices  (1,  2,  3)  ist. 

Endlich  bemerken  wir  noch: 

Die  Sigmafunktionen  mit  Index  sind  homogene  Funktionen  der  drei 
Variabein  u,  (o^,  cj^  von  der  Dimension  0. 

§  31.    Darstellung  der  Sigmafunktionen  mit  Index 
durch  unendliche  Produkte. 

Aus  der  in  §  20,  (14)  gegebenen  Darstellung  von  (t{u-[-v) 
durch  ein  unendliches  Produkt  erhalten  wir  ohne  weiteres  Dar- 
stellungen der  Nebensigma  durch  solche  Produkte,  wenn  wir  in  ihr 
V  bezw.  =  ft>i,  ft?2J  ^^3  setzen.  Dieselben  schreiben  sich  am  ein- 
fachsten, wenn  man  das  Zeichen  Wa  zur  Bezeichnung  irgend  einer 
der  Größen 

2  Äj  «j    +   2  Äg  0>3   +   COa 

benutzt,  oder,  was  dasselbe  ist: 

w^  für  (2  Äj  -f-  1)  «j  +  2  ^3  Wg, 

w^  für  (2  Äj  +  1)  Wj  +  (2  ^3  +  1)  Wg, 

w^  für  2  k^Q)^  4-  (2  A3  +  1)  ft>3 

schreibt;  man  erhält  dann: 

IM  m"      ^ 
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Aus  diesen  „zweifach"  unendlichen  Produkten  kann  man  ehenso, 
wie  es  in  §  21  für  gu  geschehen  ist,  durch  Zusammenfassen  der 
Faktoren  „einfach"  unendliche  Produkte  erhalten.  Rascher  gelangt 
man  zu  demselben  Ziele,  wenn  man  in  den  einfach  unendlichen 
Produkten  des  §  21  u  durch  u  +  ««  ersetzt.  Dabei  macht  sich 
jedoch  der  Umstand  geltend,  daß  beim  Übergang  zu  jenen  einfach 
unendlichen  Produkten  die  beiden  an  und  für  sich  gleichberechtigten 
Perioden  2  «j  und  2  Wg  ganz  verschieden  behandelt  worden  sind ; 
infolgedessen  müssen  wir  hier  die  Rechnung  für  jedes  der  drei 
Nebensigma  gesondert  durchführen. 

Um  zu  G^u  überzugehen,  haben  wir  u  durch  u -{- g)^,  also  v 
durch  V  -\-  \,  z  durch  iz,  2  rj^  «j  v^  durch  2  r]^  »^  v^  -{-  i]^u  -\-  \  rj^  w^ 
zu  ersetzen;  ferner  haben  wir: 

zu  berechnen.     Damit  erhalten  wir: 

3)  ffj  (2  »1  v)  =  e'^i'"^"'  — -^  '--  -=^ 


r  =  l 


4)  =e''v.o..^^Q0^v7ill  ^^    _   ^ 


1  {l+h'^'f 


Um  ffg  (m)  zu  erhalten,  ersetzen  wir  u  durch  u -{- co^,  v  durch 
V4--1-T,  z  durch  h^l^z,  2ri^(x)^v^  durch  2r]^co^v'^ -\-  27]^co^v  -j-^v-i  «g^Wj"^ 
oder  unter  Benutzung  der  LEGENDEEschen  Relation  durch: 

2  7]^  co^  v^  -\-  r]^  u  -}-  V  7C  i  -]-  ^ 7j^  0)^  -\-  \t  ni 

und  berechnen: 


ö-  Wo  =  — -  e  '2  vz  (^z  ti  /* 


2i  n{i-h^n' 

oder  wenn  wir  den  isoliert  stehenden  Faktor  in  das  erste  Produkt 
im  Zähler  mit  hinein  ziehen: 

5)  ö-  (»3  =   2  -^  g  V2  Vs  cos  Ä- V4  "-'^ 


n 


n(i  -  h^'f 


V=]. 
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Wir  erhalten  dann: 


nii-i^'-'Y 


v  =  l 

oder  wenn  wir  auch  im  Zähler  die  entsprechende  Umformung  vor-   ' 
nehmen : 

6)  (7.  (2  «,  i;)  =  6?  2  r],  CO,  v^  J^ ^id , 

v  =  l 

Um  endlich  o-g  ^^  zu  erhalten,  ersetzen  wir  u  durch  u  -\-  w^,  v 
durch  V  — -1-  — -i-r,  z  durch  —ih-^l^z,  2ri^co^v^  durch  2  7/^09^«?^ 
+  2  7/j  («2  u  4-  i  ^1  G^2^  ^i"  ^  ^^^^  unter  Benutzung  der  LEGENDEESchen 
Relation  durch: 

2rj^co-^v^  -\-  Tj^u  —  vTii  -\-  \r}^co^  -^  \t  ni  -{-  ^ni 

und  berechnen: 


8) 


,„    ^(1+^2.-1)^(1+^2.  +  !) 


2**  n^i-h^")' 

r=l 


71  ^  ^fi         i.2v\2 

Damit  erhalten  wir: 


v  =  l 

oder  nach  entsprechender  Umformung: 

v  =  l 
EuRKHARDT,    Funktionen.     II.  6 
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In    den  Zwischenrechnungen    dieses  Paragraphen    kommen    die 
Größen    ^i  und  Ä'/*,  äV2  vor;  aus  der  Rechnung  selbst  geht  hervor, 
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daß  der  ersteren  der  unzweideutig  bestimmte  Wert  e  ^  beizulegen 
ist  und  daß  unter  den  letzteren  die  eindeutigen  Funktionen  des 
Periodenverhältnisses  gVi^-^^  e^krjti  zu  verstehen  sind. 


§  32.     Die  Werte  der  Sigmafunktionen  für  die  Halbperioden. 

Jedes  der  drei  Nebensigma  wird  gleich  Null,  wenn  man  sein 
Argument  gleich  der  gleichnamigen  Halbperiode  setzt: 

1)  ö-«««  =  0. 

Setzt  man  aber  das  Argument  gleich  einer  der  beiden  andern 
Halbperioden,  so  erhält  man  sechs  Werte,  die  sich  durch  die  Werte 
der  ursprünglichen  Sigmafunktion  für  die  Halbperioden  folgender- 
maßen ausdrücken: 


2)  (TaO)ß  =  —  e-'Ja  ^ß ^ 


a 


Dabei  kann  {a,  ß,  y)  irgend  eine  Permutation  der  Indices  (1,  2,  3) 
bezeichnen.  Vertauscht  man  hier  cc  mit  ß  und  verbindet  die  ent- 
stehende Formel  mit  der  ursprünglichen,  so  findet  man  mit  Rück- 
sicht auf  §  19,  (15): 

3)  -^-^   :   ^-^  =  e-Va<-ß+Vßo>a   =   +  z; 

und  zwar  gilt  das  obere  oder  untere  Zeichen,  je  nachdem  {cc,  ß,  y) 
eine  gerade  oder  eine  ungerade  Permutation  von  (1,  2,  3)  ist. 
Ferner  folgt  aus  (2): 

4)  G^COyGßWy  =  e'iy'^Y 
und 

5)  (TaMß  .  (TßCOy  .(TyCüa    =    —  e  "  ^"la  ^ß  +  Vß^y+  Vy  «a). 

Diese  Werte  der  Sigmafunktionen  für  die  Halbperioden  sind 
eindeutige  Funktionen  der  Perioden.  Sie  lassen  sich  als  solche  dar- 
stellen mit  Hilfe  der  unendlichen  Produkte: 


6) 


Ih  =  fl  (1  +  ä2" - 1)  A3  =  fl  (1  -  A^' - \ 
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Diese  Produkte  konvergieren  unbedingt  und  gleichmäßig,  so- 
lange I  Ä  I  <  1,  d.  h.  solange  der  imaginäre  Bestandteil  von  r  positiv 
ist,  und  stellen  folglich  im  Innern  der  so  definierten  Bereiche 
reguläre  Funktionen  von  h,  bezw.  von  r  vor. 

Multipliziert  man  gliedweise  aus,  so  erhält  man: 

Man    sieht,    daß  beide  Produkte   zusammen    gerade   die   sämtlichen 
Faktoren  von  H^  geben;  es  ist  also  E^  =  H^H^H^^H^  und  folglich: 

Mit  dieser  Bezeichnung  gehen  die  Formeln  (2),  (5)  und  (8)  des 
vorigen  Paragraphen  über  in: 


8) 


G  (ß^ 


H. 


^  '  TT  Hr^ 


a  (o^ 


TT  '  i?  2 


also: 
9) 


Ferner  findet  man: 

für  w  =  föj   wird  v  =  -|-,  z  =  z,  e^/jicoiü«  _  ^V2'?i' 

fY   cn    =  p.  ^/z '?!  ^1  — ^        (7   cn    ■=  p  ^k  '?!  ^1 ?—  • 


für  M  =  Wg  wird  v=  — i ^,  2:  =  —  z'A-V«^  g2  7?icoit;2  ^  yzÄVig'/«^«?^ 

also : 

10)  <7^«2  =  -  -i-2l/7A-V*eV2'?2-._^^^  ^^^  =  2y7ÄV.eV2'?«~2  ^; 

für  n  =  cDg  wird  v  =  ^ ,  z  =  AV«,  g2^iajir2  _  /i'Ug^kvso^s^ 
also : 

11)  ö-jWg   =    lÄ-V.eV^^sO.,^^  0-2Ö93   =   2AV.eV2';.a,3^. 

Man    überzeugt    sich,    daß  diese  Ausdrücke  der  Gleichung  (2) 
Genüge  leisten,  wenn  man  berücksichtigt,  daß: 

7]ß  G)ß  +  l]a  (üa-  r]yf^y=    —  ^Iß  O^a  "  ^]ß  COy  +  Va  (Oa  "  Vyf^y 


=    ± 


Va  0}ß  +  rj^  Wy  -{-  rja(Oa=    ±   -^ 2  ?/„  «/? 


ist. 
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Durch  Vermittlung  dieser  Produkte  gelangt  man  nun  auch 
dazu,  die  Differenzen  der  Wurzeln  e„  als  Funktionen  der  Perioden 
explicite  durch  einigermaßen  handliche  Ausdrücke  darzustellen.  Aus 
der  Gleichung  (5)  von  §  30  erhält  man  nämlich: 


12) 


-1/ 'V  "« 


also  speziell  (unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  (7)): 


13) 


y«i  -  «2  = 


y^i  -  ^3  = 

y^2-^i  = 

(T,  (xl-i 

ö"  «2 

y^2  -  ^3  = 

(Tg    «2 

(T  €Ü2 

y.3  -e,= 

(Ti    Wg 

0-  «3 

y^3  -  ^2  = 

a2  Wg 

rr  0) . 

J^  K'^  E^ 

2(0,    ^0     ^2    ' 


2fdi         0  3    ' 
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h'hH,^H,\ 


Durch  diese  Gleichungen  sind  bestimmte  Werte  der  links 
stehenden  Quadratwurzeln  als  eindeutige  Funktionen  der  Perioden 
dargestellt  (vgl.  I,  §  70);  wir  setzen  fest: 

I.  Im  folgenden  sollen  unter  den  Zeichen  ]/e«  —  eß  stets  die  durch 
die  Gleichungen  (9)  definierten  eindeutigen  Funktionen  der  Perioden 
verstanden  werden.^ 

Zwischen  ihnen  bestehen  (vgl.  3)  die  Relationen: 


14) 


■1  =      i'\l^i 


y«3  -  "i 

y^ 


-  '7^1  - 


'3  f 


^2=   '*y^2-^s- 

Die  Formeln  (13)  selbst  zeigen  übrigens,  daß  auch  noch  gewisse 
Kombinationen  der  vierten  Wurzeln  aus  den  Differenzen  der  e  sich 
als  eindeutige  Funktionen  der  Perioden  darstellen  lassen;  nämlich 
einerseits  die  Produkte: 


^  Diese  Definition  stimmt  mit  der  von  Tannery  und  Molk  überein;  da- 
gegen nicht  durchweg  mit  der  von  Weierstrass  und  Schwarz;  vgl.  die  Fuß- 
note p.  34. 
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15)  y{e,  -  eß)  [ßa  -  e^)  = 


(wegen  (4)),  andrerseits  die  Quotienten: 


16) 


l2{Vy    -Vß)(0^      1 

acoo 


^UVa'^a 


GßCOa' 


Man  erkennt  nämlich,  daß  man  in  den  Gleichungen  (15)  das 
Vorzeichen  willkürlich  so  wie  geschehen  festsetzen  kann;  in  den 
Gleichungen  (16)  muß  es  dann  aber  so  wie  geschehen  gewählt 
werden,  wenn  man  nicht  mit  der  bereits  in  (12)  gegebenen  Definition 
der  Quadratwurzeln  in  Widerspruch  kommen  will. 

Für  zwei  von  den  Quotienten  (16)  pflegt  man  besondere  Zeichen 
zu  benutzen,  nämlich: 


17) 
und 

v^=  y~  =  «-''''»""^.  '«s  =  2Ä/''f^ 

18) 

Das  Produkt: 

19)  G  =  K  -  e,Y{e,  -  e,f(e,  -  e,f  =  ^(g,^  -  21  g,^) 

heißt  die  Biskriminante  des  zu  dem  vorgelegten  Periodenparallelo- 
gramm gehörenden  Körpers  elliptischer  Funktionen.  Von  ihr  ist 
noch  die  12.  Wurzel  eine  eindeutige  Funktion  der  Perioden: 

20)  yG"=^ÄV,fi-„2. 

Auch  den  vierten  Wurzeln  selbst  kann  man  eindeutig  definierte 
Werte  beilegen,  aber  nur  mit  Hilfe  einer  willkürlichen  Festsetzung. 
Bezeichnet  man  mit: 


21)  ^/^ 


irgend  einen  Wert  dieser  Wurzelgröße  —  gleichviel  welchen,  aber 
in  allen  Formeln  denselben  — ;  ferner  mitj/z  die  bestimmte  achte 
Einheitswurzel: 


22)  ]/2  = 
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so  kann  man  festsetzen,    daß  unter  den   Zeichen  ]/e„  —  eß  die  fol- 
genden Werte  zu  verstehen  sein  sollen :  ^ 


23) 


Diese  Festsetzung  steht  mit  den  früheren  nicht  in  Widerspruch ; 
die  Produkte  und  Quotienten  der  so  definierten  vierten  Wurzeln 
geben  genau  die  in  (15)  und  (16)  schon  festgelegten  Werte.  —  Man 
kann  dann  auch  einen  Wert  der  24.  Wurzel  aus  der  Diskriminante 
festlegen  durch: 

24__  / 

24)  ,  V^  =  |/^^^^-^ 

8   

und  unter   yG  die  dritte  Potenz  dieses  Wertes,  also: 

verstehen. 

§  33.    Die  Sigmaquotienten  und  die  Funl(tionen  Jacobi's. 

Die  Gleichungen  (8)  und  (9)  von  §  30  zeigen,  daß  die  vier 
Sigmafunktionen  bei  Vermehrung  des  Arguments  um  eine  Periode 
sich  mit  Faktoren  multiplizieren,  die  sich  höchstens  im  Vorzeichen 
unterscheiden.     Daraus  folgt: 

I.  Die  Sigmaquotienten,  d.  h.  die  Quotienten  je  zweier  Sigma- 
funktionen, ändern  sich  höchstens  im  Vorzeichen,  wenn  man  ihr  Argument 
um  je  eine  Periode  vermehrt. 

Im  einzelnen  ist: 

n  ^«(^+  ^^«)  _  ^ 

'  a{u  +  2  (ü^\  (TU  ^ 

^  Die  beiden  Vorzeichen  der  ersten  Zeile  kann  man  willkürlich  wählen; 
man  erhält  aber  nur  dann  in  allen  drei  Zeilen  in  der  zweiten  Kolonne  das- 
selbe Zeichen,  wenn  man  „  —  "  wählt. 
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dagegen: 

ff(w  +  2  (ün)  au 


4) 

5) 
6) 


(Tß[u+   2  b)ß)    ^(Tß[u+    2(0^)  ^ 

a^{u  +  2cüß)  ~"  (T^{u  +  2(0^)  ~  ~ 

Aus  den  beiden  letzteren  Gleichungen  folgt: 
ff   (^*  +  4  coß)         a„u 


(T  (U  +   4  biß\  (TU 


(Tß{u  +  4o}ß)         aß{u  -{-  4  0)^"^         GßU 

(T^  (W  +    4  0}ß)     ~    (Tj,  (M   +    4  (0^)     ~    (T^U 


Zusammen  mit  (I)  und  (2)  sagen  diese  Gleichungen  aus: 

II.  (JaUJcFU  und  (TßUJGyU  Sind  doppeltperiodische  Funktionen  von 
u  mit  den  Perioden  2  w«  und  4  cOß. 

In  dem  durch  diese  Perioden  bestimmten  Periodenparallelo- 
gramm hat  jede  dieser  beiden  Funktionen  zwei  und  nur  zwei  ein- 
fache Pole:  nämlich  aaUJGu  bei  u  —  0  und  u  =  2coß,  GßUJayU  bei 
u  =  (Oy  und  u  =  (Dy  -{■  2oi>ß.  Hätte  nun  eine  dieser  Funktionen  noch 
eine  Periode,  die  von  2  «„  und  4  Wß  unabhängig  wäre,  so  müßte 
diese  Periode,  zu  dem  einen  Pol  addiert,  den  andern  ergeben.  Aber 
2  COß  ist  nach  (4)  und  (5)  keine  Periode  dieser  Funktionen.  Also 
folgt,  als  Vervollständigung  des  Satzes  II: 

III.  Alle  Perioden  jeder  dieser  Funktionen  lassen  sich  aus  den 
angegebenen  homogen  und  linear  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  zu-- 
sammensetzen. 

Mit  diesen  ö--Funktionen  stehen  diejenigen  Funktionen  im  engsten 
Zusammenhang,  die  Jacobi  seinerzeit  gewählt  hat,  um  alle  übrigen 
elliptischen  Funktionen  durch  sie  auszudrücken.  Diese  Funktionen 
Jacobis  sind  homogene  Funktionen  nullten  Grades  der  drei  Argumente 
u,  «j,  «3,  die  in  der  WEiERSTßAssschen  Theorie  auftreten;  sie  hängen 
also  nur  von  den  Verhältnissen  dieser  drei  Argumente  ab.  Doch 
muß  man,  um  zu  Jacobis  Bezeichnung  überzugehen,  zunächst  nicht 
etwa  die  schon  wiederholt  benutzte  Größe  v  =  u/2  cj^  als  unabhängige 
Variable  einführen,  sondern: 


7)  w  =  uye^-  e^, 

wobei  der  Quadratwurzel  die  in  §  32,  18  definierte  Bedeutung  bei- 
zulegen  ist.      Diese    Größe    ist   nämlich    ebenfalls    eine    homogene 
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Funktion  nullter  Ordnung  von  u,  w^,  «3,  da  die  Oa  von  der  Ordnung 
(—2)  sind.  Jacobis  Funktionen  drücken  sich  dann  folgendermaßen 
durch  die  Sigmaquotienten  aus:^ 

y)    sn  ZV  =  \e.  —  e^ :  cn  w  =  —^ —  :  an  w  —  -^ — 

Will  man  umgekehrt  von  den  jACOBischen  Bezeichnungen  zu 
den  WEiEESTEASSSchen  übergehen,  so  kann  man  für  ^e^  —  e^  einen 
ganz  willkürlichen  Wert  vorschreiben. 


§  34.    Relationen  zwischen  den  Sigmaquotienten,  bezw.  den  Funic- 
tionen  Jacobi's;  Differentialgleichungen,  denen  sie  genügen. 

Algebraische  Relationen,  die  zwischen  den  Sigmafunktionen 
identisch  bestehen,  erhält  man,  wenn  man  aus  den  Grleichungen 
§  30,  (5)  pu  eliminiert.     Man  findet  so  zunächst: 


2  /)/  "  0'^ ' 

2^  +  ^«  =  —^-z  +  ^ß^ 


(T^U 

oder: 

1)  (tJu  —  Gß^u  +  (e^  —  eß)fT^u  =  0. 

Aus  den  drei  Gleichungen,  die  aus  dieser  durch  Vertauschung 
der  Indices  hervorgehen,  erhält  man  ferner: 

2)  K  -  ^3)  ^1^^  +  K  -  ^1)  ^2^^  +  (^1  -  S)^3^«^  =  0. 

Von  den  so  erhaltenen  vier  homogenen  linearen  Eelationen 
sind  gerade  zwei  voneinander  unabhängig,  sodaß  man  den  Satz 
erhält: 

I.  Durch  zwei  beliebige  der  vier  Sigmaquadrate  lassen  sich  die 
beiden  andern  linear  und  homogen  ausdrücken. 

Für  die  Funktionen  Jacobis  lauten  diese  Relationen: 

3)  cn'^  w  =  \  —  sn^  w\  dn^  w  =  1  —  k^sn^w, 

das  Zeichen  k  hat  dabei  die  durch  die  erste  Gleichung  (17)  von  §  32 
erklärte  Bedeutung. 

Als  elliptische  Funktionen  müssen  die  Sigmaquotienten  zufolge 
§  24,  VI  algebraischen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  genügen, 


^  Jacobi  nannte  seine  Funktionen  bezw.  sinus,  cosinus,  delta  amplitudinis 
und  bezeichnete  sie  mit  sin  am,  cos  am,  J  am;  die  im  Text  benutzte  Abkürzung 
dieser  Bezeichnung  rührt  von  Güdermann  her. 
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in  denen  die  unabhängige  Variable  explicite  nicht  vorkommt.  Um 
dieselben  aufzustellen,  gehen  wir  aus  von  der  Gleichung  (5)  von  §  30. 
Wir  erhalten  aus  ihr  zunächst  durch  Differentiation: 


(TU 

d 

du 

(T^U 
(TU 

-.pu, 

also 

wegen  § 

30(4): 

4) 

d 

du 

a^u 

(TU 

= 

GßU 
(TU 

a^u 

(TU 

Hieraus 

folgt  weiter: 

f^\ 

d 

(TU 

(TßU       0^ 

U 

du    (T^u         (T^u    a^u 


endlich  durch  Verbindung  der  Gleichungen  (4)  und  (5): 
d     ^ß^  (TU      d     ^ß^     .    ^ß^     d      au 


6) 


du    au         au    du     au  au     du    a  ti 

0"^^  aJ^uau  „  ^j     aji 

a          ,         p           a                       /                     \    (j  t('         a 
= o =   —  (eß  —  ßy) 

au  aua^u  ^  ^  ^'  au    a  \ 


(die  letzte  Umformung  mit  Rücksicht  auf  (1)). 

Ersetzt  man  in  diesen  Gleichungen  jedesmal  die  rechts  auf- 
tretenden Sigmaquotienten  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (1)  und  (2) 
durch  die  links  vorkommenden,  so  findet  man: 

II.  Die  vier  Funktionen: 

„.  ^U^  1  '^ß^  1  ^y«*  1  <^a«* 


>  —=- »      —-  —    > 


^a^        yeß-ea    ^Y^       Vey-ea    ^ß^      V{eß-ea){ey-ea)      ^^ 

sind   partikuläre    Integrale    einer    und    derselben    Differentialgleichung 
(erster  Ordnung,  zweiten  Grades): 

S)  (^)'  =  (1  -(9 -««)!')  (l-(«r-«»)r)- 

Wollen  wir  aus  diesem  Satz  den  entsprechenden  für  die  Funk- 
tionen Jacobis  ableiten,  so  müssen  wir  beachten,  daß  in  diesen  die 
unabhängige  Veränderliche  anders  gewählt  ist  (§  33,  7).  Damit  er- 
halten wir  aus  (5): 

9)  —-, =  cn  w  dn  w  =  ]/(l  —  sn^  w)  (1  —  k^  sn^  w) 

und  aus  (6): 
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10)  ^j =  —  sn  w  an  w , 

^  , .  ddnw  , o  , 

11)  — i =  —  k^ sn  w  an  w. 

'  dw 

Auch  die  Sigmafunktionen,  bezw.  die  Funktionen  Jacobis,  sind 
also,  ebenso  wie  pu  (§  18,  II)  ümkehrungen  gewisser  elliptischer 
Integrale  I.  Gattung;  so  ist  z.  B.  die  Gleichung  sn  w  =  x  gleich- 
bedeutend mit: 


12)  w  =  f^ 


dx 


]/(l  -  x'){\  -  k^x'') 

0 

Auch  hier  ist  aber  zu  beachten:  der  „Modul"  k  ist  durch  die 
Gleichung  §  32,  17  als  Funktion  des  Periodenverhältnisses  definiert; 
es  geht  aus  unseren  bisherigen  Untersuchungen  noch  nichts  darüber 
hervor,  ob  wir  das  Periodenverhältnis  stets  so  wählen  können,  daß 
k  einen  vorgegebenen  Wert  erhält. 


§  35.    Additionstheoreme  der  Sigmafunictionen. 

Aus  der  Gleichung  (1)  bezw.  (4)  von  §  25  erhält  man  eine 
große  Menge  weiterer  Relationen  zwischen  allen  vier  Sigmafunktionen, 
wenn  man  die  Argumente  um  halbe  Perioden  vermehrt.  Von  diesen 
unterscheiden  sich  aber  immer  eine  Anzahl  nur  durch  die  Be- 
zeichnung; um  zu  sehen,  welche  wirklich  voneinander  verschiedene 
man  bekommt,  hat  man  zu  beachten,  daß  die  vier  Größen  u  alle 
unter  sich  gleichberechtigt  sind,  daß  die  Gleichung  sich  nicht  ändert, 
wenn  man  irgend  zwei  von  ihnen  vertauscht.  Infolgedessen  hat 
man  folgende  Möglichkeiten  zu  unterscheiden: 

1.  Vermehrung  aller  vier  Größen  u  um  dieselbe  Halbperiode 
ändert  die  a,  b,  c,  d  nur  um  ganze  Perioden,  giebt  also  nichts  Neues. 

2.  Vermehrung  nur  einer  der  Größen  u  um  eine  halbe  Periode 
—  etwa  von  u  um  «„  —  führt  die  zwölf  Argumente  über  in: 


«1 

h    +   ^'a 

Cj   —  COa 

d,, 

«2 

^2   +  ^^a 

Cg   -   COa 

d„ 

«3 

^3   +  «« 

C3   -   COa 

d,. 

Setzt  man  diese  Werte  ein  und  führt  die  Sigmafunktionen  mit 
Indices  ein,  so  findet  man,  daß  die  Exponentialfaktoren  sich  weg- 
heben; man  behält  die  Gleichung  übrig: 

1)        Ga^  (Tab^  GaC^  G d^   +   G a^  Gab.^  GaC^  G d^   +   Gü^  Gab^  GaC^  G d^   =  0. 
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3.  Vermehrung  zweier  der  Grrößen  u,  etwa  von  u  und  u^   um 
dieselbe  Halbperiode  w«  führt  die  zwölf  Argumente  über  in: 


«1 

^  +  2o>« 

^1 

^1 

«2   -  ^a 

^2   -   «« 

^2   - 

-  «« 

^2- 

-  G>«, 

«3   +   ft>« 

^3    +  f^>a 

^'3   - 

-   «a 

^3- 

-  «a? 

Man  erhält: 

(^/?  —   ^a)!^}/    —   ^a)  ^«1  ^^1  Ö"Cj  ad^ 


2) 

+  ^a«2  ^«^2  ^«^'2  ^^«^2   ~"  ^«^3  ^«^3  ^«<^3  ^«^3   ==  ö' 

4.  Vermehrung  von   zweien   der  u  um  zwei  verschiedene  Halb- 
perioden —  etwa  von  u  um  o>«  und  u^  um  «^  giebt: 

«2  —  OJß  ^2   +  ^'«  ^2   ~  ^«  ^2   ~  ^yS 

«3   +  W^  *3   +  «a  t'g   —   Oh,  d^   —   (x)ß 

und  damit:  ! 

[e«  —  eß)(7a^f7yb^CyC^ffd^ 


3) 

+  «"^«a  ^«^2  ^«^2  ^ySö^2  ""  ^^S  ^«^3  ^«^*3  ^/S^3  =  0 

5.  Vermehrung  von  dreien  der  vier  u  um  dieselbe  Halbperiode 
coa  kann   dadurch  erreicht  werden,    daß  man  erst  das  vierte  u  um 

—  CQa  vermehrt,  dann  alle  vier  u  gleichzeitig  um  je  ««.  Diese  letz- 
tere Operation  ändert  die  a^  .  .  .  d^  nur  um  ganze  Perioden,  hat  also 
auf  die  Formel  keinen  Einfluß. 

6.  Ebenso  kann  Vermehrung  von  u  und  u-^  um  je  co^,  von  Wg 
um  —  (Dß  dadurch  erreicht  werden,  daß  man  erst  u^  um  coy,  u^  uin 

—  cOa  vermehrt,  dann  alle  Größen  gleichzeitig  um  —  ««.  Auch 
damit  erhalten  wir  also  keine  neue  Formel.  ,, 

7.  Dagegen  erhalten  wir  noch  eine  neue  Formel,  wenn  wir  drei 
der  vier  u  jedes  um  eine  andere  Halbperiode  vermehren.  So  führt 
z.  B.  Vermehrung  von  u-^  um  w«,  von  u^  um  coß,  von  u^  um  ray  die 
zwölf  Argumente  über  in: 


öj       -f      COß      —      (X)y 

^    +   COa 

Ci   +  (Oa 

^1    —  Ma 

a^-\.  cüy-  cü^ 

Z»2   +  0)ß 

S  +  «/S 

d^   -  COß 

«3   +  «a  -  (Oß 

^3        +       0)y 

Cg       +       COy 

öfg       -       Wy, 

liefert  also  die  Formel: 
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(       {'^ß  —  ^y)  ^««1  ö"«^!  (^a^i  f^adi    4-  [ey  —  ea)  (Jßtt^  Gßb^  GßC^  Gßd^ 
i        +  (<?a  —  ^ß)  ^y^s  ^Y^3  ^7^3  ^Y^3  ~  ^* 

8.  Die  Größen  a^^  .  .  .  d^  vermehren  sich  auch  dann  um  Halb- 
perioden, wenn  man  die  vier  Größen  u  um  eine  und  dieselbe  Viertel- 
periode vermehrt.  Dabei  erhält  man  aus  (1)  eine  neue  Formel; 
vermehrt  man  nämlich  alle  u  noch  einmal  um  je  jCOß,  so  gehen  die 
zwölf  Argumente  über  in: 


«1 

b^       -(Oy 

Ci  —  «a 

d^  —  03  ß 

«2 

K  -^y 

Cg   -  Wa 

d^-COß 

«3 

h  -^y 

Cg      -      ft>„ 

d^-(Oß 

man  findet  also: 

5)  Ga^  Gyh^  ö-«Cj  ^ß^\  +  ^^2  ^y^%  ^«S  ^/ff^2  +  ^^3  ^y^3  ^«^3  ^/S'^s  ==  ^• 

Wenn  man  in  den  Formeln  (1)  bis  (5)  eine  oder  zwei  der  vier 
Größen  u  gleich  Null  setzt,  erhält  man  spezielle  Formeln.  Von 
diesen  mögen  hier  nur  einige  der  zweitgenannten  Kategorie  an- 
gehörige  aufgeführt  werden.  Man  erhält  z.  B.  aus  (1)  für  w  =  Mj  =  0, 
wenn  man  u  für  u^^  v  für  u^  schreibt: 

6)  G  [U  -\-  V)  G  {U  —  V)  =  g"^  U  gJ'  V  —  G^  V  G^U\ 

aus  (2)  für  u^  =  u^  =  0: 

7)  G^  {U  +  V)  Ga  {U  —  V)  =  gJ  U  gJ  V  —  («„  —  Cß)  (e„  —  Cy)  G^U  G^V\ 

aus  (5)  für  w  =  0,    w^  =  0: 

8)  Gß  {U  -\-  v)g[u  —  v)  —  GU  GßU  GyV  G^V  —  GyU  GaU  GV  GßV\ 

endlich  wenn  man  aus  (3)  durch  Buchstabenvertauschung  (§  25  a.  E.) 
ableitet: 

(^a  —  ^/ff)^y«i  ^^1  (^yC^  ^<^i    —   (^ßCL^  <^a^2  ^ ß^%  ^«^^2 
+  ^/?«3  öTa^g  GßC^  Gad^   =  0 

und  dann  u^  =  u.^  =  0  setzt: 

9)  Ga  (U  +  v)  Gß  {u  —  V)  =  G^U  GßU  GaV  GßV  —  (e„  —  Cß)  GU  GyU  GV  GyV. 

Die  Formeln  (6)  und  (7)  lassen  sich  durch  Benutzung  der 
Formeln  (1)  und  (2)  von  §  34  noch  in  verschiedene  andere  Ge- 
stalten bringen. 
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§  36.    Additionstheoreme   der  Sigmaquotienten 
und  der  Funktionen  JACoers. 

Aus  den  letzten  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  lassen  sich 
durch  geeignete  Divisionen  Additionstheoreme  für  die  Sigmaquotienten 
ableiten.     So  folgt  z.  B.  aus  (6)  und  (8): 


j  (J{U  +  V) 


(tJ,u-\-v)  au     (TßV     (j  r  av      dgU     (tu 

<^a«*      ^a^'       ^^a«'  ^«^       ^««*       ^««* 

femer  erhält  man,  wenn  man   in  (9)  a  durch  /  ersetzt,  und  die  so 
umgeformte  Gleichung  mit  der  ursprünglichen  verbindet: 


<T.u     (ToU     av     anV 


au      av 


2) 


7  p       _Y^      H      _  ^e    —  e 

a^iu  -i-v)   ^    a^u     a^u     a^v     a^v  ^        ^^  a^u     a^v    ^ 

^a^    ^  ^      ^a'^      ^a^      ^a''       ^a«' 

Führt  man  die  Funktionen  Jacobis  ein,  so  erhält  man  aus  (1); 
6)  sn{u  -\-  v)  — 


aus  (2): 

^v  /      .      ->         cnu  dnucnv  dnv  —  snu  snv 

4)  cn{u  +  v)  = — 

'  ^  ^         cnucnv  —  snudnu  snv  dnv 

cmidmicnvdnr  —  snu  snv 


und: 

5)  dn  [u  +  v) 


dnu  dn  v  —  snucnu  snv  dn^ 


Da  zwischen  den  Sigmaquotienten,  bezw.  den  Funktionen 
Jacobis  algebraische  Gleichungen  (§  34)  bestehen,  vermöge  deren 
man  diese  verschiedenen  Funktionen  durch  je  eine  unter  ihnen  aus- 
drücken kann,  so  stellen  die  Gleichungen  dieses  Paragraphen 
algebraische  Additionstheoreme  in  dem  §  23,  V  definierten  Sinne  vor 
(wie  denn  aus  §  24,  VII  und  §  33,  II  hervorgeht,  daß  solche  Theoreme 
existieren  müssen).  Sie  teilen  übrigens  mit  dem  Additionstheorem 
der  Funktion  pu  die  Eigenschaft,  daß  ihre  rechten  Seiten  für  be- 
stimmte Werte  des  Arguments  in  der  unbestimmten  Form  0/0  oder 
oo/oo  erscheinen.  Durch  algebraische  Umformung  kann  man  diese 
Unbestimmtheit  an  der  Stelle,  an  der  sie  zunächst  auftritt,  beseitigen; 
aber  dann  tritt  sie  dafür  an  einer  andern  Stelle  auf.     So  erscheint 
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z.  B.  die  rechte  Seite  von  (3)  für  u  =  v  in  der  Form  0/0 ;  multipliziert 
man  im  Zähler  und  Nenner  mit: 

snucnv dnv  +  snv  cnudnu, 

formt  den  entstehenden  Nenner: 

sn^ucn^vdn^v  —  sn^  v  cn^udn^u 

durch  Benutzung  der  Gleichungen  §  34  (3)  um  in: 

und  dividiert  mit  sn^u  —  sn^v  im  Zähler  und  Nenner,  so  erhält  man: 

snucnv  dnv  +  snv  cnudnu 


ß)  sn[u  -\-  v)  = 


1  —  k'^  sn^  u  sn^  V 


Diese  Form   wird  für  u  =  v  nicht  mehr  unbestimmt,    sondern 
liefert  direkt: 
_,  er,  2  snuenu  dnu 

dagegen  wird  sie  unbestimmt,  wenn  man  dem  u  einen  solchen  Wert 
beilegt,   daß   die   (miteinander  verträglichen)   Gleichungen  bestehen: 

1  i    dnv  j  ..  cnv 

snu  =  ,         ,        cnu  =  -r  ?        dnu  =  i 

ksnv  k    snv  snv 


FÜNFTEE   ABSCHNITT. 

JAcoBi'sche  Funktionen. 
§  37.     Elliptische  Funktionen  III.  Art. 

In  den  ^--Funktionen  mit  und  ohne  Index  sind  uns  Funktionen 
geläufig,  welche  die  Eigenschaft  haben,  bei  Vermehrung  des  Arguments 
um  eine  Periode  ungeändert  zu  bleiben  bis  auf  einen  zutretenden 
Exponentialfaktor,  dessen  Exponent  eine  lineare  Funktion  des 
Arguments  ist.  Wir  stellen  nunmehr  die  Frage  nach  den  all- 
gemeinsten eindeutigen  analytischen  Funktionen  dieser  Art,  die  in 
jedem  endlichen  Bereich  bis  auf  Pole  regulär  sind.  Bringen  wir 
die  zutretenden  Exponentialfaktoren  gleich  auf  eine  für  die  weiterhin 
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durchzuführenden  Eechnungen  bequeme  Form,  so  können  wir  die 
Aufgabe  folgendermaßen  formulieren: 

Alle  im  Endlichen  bis  auf  Pole  regulären  Funktionen  zu  finden, 
die  den  beiden  Funktionalgleichungen  genügen: 

1)  (J}[u  +  2wi)  =  e-2^^«i(«  +  "i)---^'J6i  0(m). 

2)  0(m  +  2rÜ3)  =  ^-2'^^«3("  +  co3)-7ri&s  (f)(?^). 

In  diesen  Gleichungen  sollen  die  .^Perioden  L  Arf^  2«^,  2  «3, 
die  „Perioden  IL  Arf^  —  2  7iia^,  —  2'jiia^  und  die  „Parameter''^ 
b^,  63  von  u  unabhängige  Größen  bedeuten. 

Bevor  wir  die  Frage  beantworten,  ob  es  Funktionen  der  ver- 
langten Art  für  beliebige  Werte  dieser  Größen  giebt,  wollen  wir 
erst  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  einige  andere  ableiten,  die  dann 
für  alle  Funktionen  gelten  müssen,  für  die  die  ersteren  gelten. 

Wir  erhalten  zunächst,  indem  wir  in  (1)  u  durch  u  —  2co^  ersetzen: 

3)  0(7<  —  2wJ  =  e2^^«i("-~i)+'^''^i  a>(z«) 
und  ebenso : 

4)  <|>(m  —  2«3)  =  e2jria,(w-a>s)  +  jrit3  0^^)^ 

Ersetzen  wir  ferner  in  (1)  u  durch  m  +  2«^,  so  erhalten  wir: 

—  ^  —  4  TT  i  a^  (m  +  2  coi)  —  2  jr  i  61  (J}  (y\ 

und  durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens: 

5)  0(zz  4-  2Äj  ft>j)  =  g-2fei^ia,(w  +  1c,co,)-k,jtib,  Cp{u), 

wie  man  durch  den  Schluß  von  k^  auf  k^  +  1  beweist.  Aus  Glei- 
chung (3)  folgt  übrigens,  daß  (5)  auch  für  negative  (ganze)  Zahlen  k-^ 
gilt.     Ebenso  erhält  man: 

6)  0  (Z/    +     2   A3    «3)    =    e  -  2  fcs  TT  ;  «3  (M    +    fcs  (Os)   -k^Jtih^    (l)  (^^y 

Setzen  wir  ferner  in  (5)  u  -\-  2  k^  «3  für  u  und  benutzen  dann 
(6),  so  erhalten  wir: 

'   ]     __  g  -  2  fcj  .-r  i  Ol  (m  +  2  fcs  CO3  +  fcj  a>i)  -  2  fcg  tt  ?  03  (u  +  fcg  003)  -  fc,  tt  i  fe^  -  fcj  jr  i  63  (p  fy\^ 

Setzen  wir  aber  umgekehrt  in  (6)  w  +  2  k^  co^  für  u  und  be- 
nutzen dann  (5),  so  erhalten  wir: 

I     —.  g—  2ki7iiai{u  +  kx  Wi)  —  2  fcj  tt  i  as  (it  +  fcj  w^  +  2ki  co^)  —  k^ji  ib^  —  kjiz  i  63  (f)  [^\ 
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Soll  0  eine  eindeutige  Funktion  von  u  sein,  so  müssen  die 
beiden  Ausdrücke  (7)  und  (8)  übereinstimmen.  Das  ist  aber  nur 
dann  der  Fall,  wenn  die  Differenz  der  beiden  Exponenten,  also  die 
Differenz  zwischen: 

—  ik^k^Tti  ßj  »3        und        —  4  /cj  Äg  7t  i  a^  co^ 

für  alle  ganzzahligen  k^  und  k^  ein  ganzzahliges  Vielfaches  von  2  7ii 
ist,  also  wenn  2  {a^  co^  —  a^  m^  eine  ganze  Zahl  ist.  Es  gilt  also 
der  Satz: 

I.  Eine  eindeutige  Funktion,  die  den  Funktionalgleichungen  (1) 
und  (2)  genügt,  kann  jedenfalls  nur  dann  existieren,  loenn: 

9)  —  2  öj  Wg  4-  2  «3  a?j  =  /i 

eine  ganze  Zahl  ist. 

Wir  definieren  nun: 

n.  Unter  einer  elliptischen  Funktion  III.  Art  verstehen  wir  eine 
Funktion,  die  den  Funktionalgleichungen  (1)  und  (2)  genügt  und  in  der 
ganzen  Ebene  bis  auf  Pole  regulär   ist. 

m.  Zwei  elliptische  Funktionen  III.  Art,  deren  Perioden  I.  und 
II.  Art  und  Parameter  übereinstimmen,  heißen  gleichändrig . 

Für  solche  Funktionen  können  wir  über  die  durch  die  Glei- 
chung (9)  eingeführte  ganze  Zahl  noch  weiteres  aussagen.  Um  dabei 
nicht  Vorzeichenunterscheidungen  eintreten  lassen  zu  müssen,  nehmen 
wir  die  Festsetzung  II  von  §  14  wieder  auf.  Leiten  wir  dann  aus 
den  Definitionsgleichungen  (1),  (2)  durch  Differentiation  die  beiden 
folgenden  ab: 

'  (p{u  +  2  «i)  0{u)  1 ' 

so  können  wir  auf  diese  Funktion  0'  (u) :  </>  {u)  dieselben  Schlüsse 
anwenden,  wie  in  §  19  auf  die  Funktion  Jz/;  wir  müssen  nur  t^j 
und  7^3  durch   —nia^  und   —nia^  ersetzen.     Wir  finden  dann: 

IV.  Die  durch  die  Gleichung  (9)  definierte  ganze  Zahl  n  hat  für 
eine  elliptische  Funktion  III.  Art  folgende  Bedeutung:  sie  ist  gleich 
der  Anzahl  der  Nullpunkte,  vermindert  um  die  Anzahl  der  Pole,  die 
die  Funktion  im  fundamentalen  Periodenparallelogramm  besitzt.  Wir 
nennen  sie  die  Ordnungszahl  der  Funktion. 

Endlich  seien  hier  noch  folgende  Sätze  erwähnt,  die  sich  un- 
mittelbar aus  den  Definitionsgleichungen  ergeben: 
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V.  Das  Produkt  zweier  elliptischen  Funktionen  III.  Art  mit  den- 
selben Perioden  I.  Art  ist  wieder  eine  solche  Funktion;  ihre  Parameter 
und  ihre  Perioden  II.  Art,  also  auch  ihre  Ordnungszahl  ergeben 
sich  aus  den  entsprechenden  Bestimmung sstilcken  der  Faktoren  durch 
Addition. 

VI.  Der  Quotient  zweier  gleichändrigen  elliptischen  Funktionen 
IIL  Art  ist  eine  elliptische  Funktion  I.  Art. 

VII.  Ist  0{u)  eine  elliptische  Funktion  III.  Art  des  Arguments  u 
mit  den  Perioden  I.  Art  2w^,  2co^,  den  Perioden  IL  Art  —2'jtia^, 
—  2  71  ia^  und  den  Parametern  b^ ,  b^ ;  ist  ferner  v  eine  von  u  un- 
abhängige Größe,  so  ist  0  (m  +  v),  als  Funktion  von  u  betrachtet,  eine 
elliptische  Funktion  III.  Art  mit  denselben  Perioden  I.  und  IL  Art, 
aber  den  Parametern  b^  -\-  2  a^Vj  b^  -\-  2a^v. 

§  38.    Pole,  Nullpunkte  und  Charaktere  der  elliptischen 
Funktionen  III.  Art. 

Wir  erhalten  weitere  Auskunft  über  die  Lage  der  Pole  und 
Nullpunkte  einer  elliptischen  Funktion  III.  Art,  wenn  wir  den 
I,  §  46,  XI  ausgesprochenen  und  in  §  16  dieses  Heftes  für  die 
elliptischen  Funktionen  I.  Art  benutzten  Satz  heranziehen.  Wie 
dort  zerlegen  wir  das  um  ein  Periodenparallelogramm  zu  nehmende 
Integral: 

0'{U) 


/• 


du 


0{U) 

in  vier  Einzelbestandteile,  die  über  je  eine  seiner  Seiten  zu  er- 
strecken sind.  Den  dritten  formen  wir  unter  Berücksichtigung  von 
§37,  Gleichung  11   um  in: 


a 


a  +  2a>i 

die  Summe  des  ersten  und  dritten  Bestandteils  wird  also: 

a  +  2coi 


=    /    I  4  ITT  2  «3  «3  +  2  TT  2  ög  W  —  2  ft) 


0'u 


du 


3    0U    , 

a  +  2aji 

=  [inia^Gj^u  -{•  nia^u^  —  2  co^  log  0 (m)] 

a 

=  8  ;r  2  «3  ö9j  Q?3  +  ;r  2  «3  (4  a  «j  +  4  co^  ^) 

+  2  Wg  [2  TT  2  «j  [a  +  CQ^)  -\-  7t  i  b^  -{-  2v^7i  z] 
=  2;r2{2«(a3  09^  +  0^093)+  2(a^  -\-2a^)(j3^(D^  -\-2a^(x)^^ -\- co^b^  +  21/3(03). 
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Ebenso  wird  die  Summe  des  zweiten  und  vierten  Bestandteils: 

—  2ni{2  a{a^co^  +  a^  co^)  +  2 (2 «^  +  «3) m^  co^ 

+  2  flj  ft>3^  +  09^  ^3  —  2  i/j  «j } ; 

der  Wert  des  Integrals  wird  also: 

=  2  ;i;  2  { 2  «3  ojj^  +  2  («3  —  ßj)  09^  «3  —  2  a^  co^^ 

+  Wg  ^>i  -  «1  ^3  +  2  i/j  «1  +  2 1^3  0)3 } 

oder  mit  Rücksicht  auf  §  37,  (9): 

=  2ni{n (»^  +  0^3)  +  ^93^^  —  oj^b^  -{-  2v^tt>^  +  2  1/3  «3 }. 

v^  und  v^  bedeuten  dabei  ganze  Zahlen,  die  durch  die  Vieldeutigkeit 
des  Logarithmus  hereingekommen  sind  und  deren  Wert  uns  hier 
nicht  weiter  interessiert-  Wir  sprechen  das  Eesultat  vielmehr 
folgendermaßen  aus: 

I.  Die  Differenz  zwischen  der  Summe  der  Nullpunkte  und  der 
Summe  der  Pole,  die  eine  elliptische  Funktion  III.  Art  n*'^  Ordnung  in 
einem  Periodenparallelogramm  hat^  ist  modulis  Perioden  kongruent  zu: 

n  (ft9j   +  «3)  +  Z»j  «3  —  ^3  Ö9j . 

Dieser  Satz  giebt  Veranlassung,  die  beiden  complexen  Großen 
b^y  ^3  auszudrücken  durch  eine  complexe  Größe  p,  und  zwei  wesentlich 
reelle  Zahlen  g^,  g^  Nach  §  12,  V  ist  es  nämlich  auf  eine,  und 
nur  auf  eine  Weise  möglich,  zwei  reelle  Zahlen  g^,  g^  so  zu  be- 
stimmen, daß  die  complexe  Größe: 

1)  C  =  b^CO^-  ^3  09,   =  ^1  «3  -  ^3  09^ 

wird;  definiert  man  dann  n  durch: 

2)  M  =   ^'~^'  =  ^'~^'  , 

so  wird: 

3)  b^=^a\-^g^,       b^  =  poj^-\rg^. 

II.  Die  beiden  durch  diese  Gleichungen  eingeführten  reellen  Zahlen 
g^j  g^  nennen  wir  einzeln  die  Charaktere,  zusammengenommen  die 
Charakteristik  der  elliptischen  Funktion  III.  Art. 

Die  Definitionsformeln  (§37,  1,  2)  bleiben  ungeändert,  wenn 
man  die  Parameter,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Charaktere  um  gerade 
Zahlen  vermehrt  oder  vermindert.  Man  kann  das  so  ausdrücken, 
daß  man  sagt:  die  Charaktere  kommen  überhaupt  nur  modulo  2  in 
Betracht.  Indessen  ist  wohl  zu  beachten,  daß  in  späteren  Formeln 
(§  43)  die  Charaktere  selbst,  nicht  etwa  nur  ihre  modulo  2  ge- 
nommenen Reste  auftreten. 
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§  39.    Elliptische  Funktionen  III.  Art  nullter  Ordnung. 
Verwandte  elliptische  Funktionen  III.  Art. 

Wir  betrachten  nun  speziell  elliptische  Funktionen  III.  Art  von 
der  Ordnung  0.  Aus  der  Gleichung  (9)  des  §  37  folgt,  daß  für 
eine  solche  Funktion  die  Perioden  IL  Art  zu  denjenigen  I.  Art  pro- 
portional sein  müssen,  mit  andern  Worten,  daß  sich  eine  Größe  X 
so  bestimmen  lassen  muß,  daß: 

1)  «j  =  A  ft>j ,         «3  =  X  co^ 

ist.  Zu  diesen  Funktionen  gehört,  wenn  A  =|=  0  ist,  insbesondere  die 
Exponentialfunktion : 

2)  Q-^k7tiXu*^ 

die  als  elliptische  Funktion  III.  Art  mit  den  Parametern  0,  0  be- 
trachtet werden  kann.    Satz  VI  von  §  37  liefert  dann  das  Resultat: 

I.  Jede  elliptische  Funktion  IIL  Art  der  Ordnung  0  ist  gleich  dem 
Produkt  einer  Exponentialfunktion  der  Form  2  in  eine  elliptische 
Funktion  IL  Art. 

Wir  erhalten  noch  eine  weitergehende  Reduktion,  wenn  wir 
auch  noch  ein  Glied  mit  der  ersten  Potenz  von  u  im  Exponenten 
hinzufügen.  Die  Funktion  g-^^*'^«  kann  angesehen  werden  als  eine 
elliptische  Funktion  III.  Art  der  Ordnung  0,  mit  den  (beliebigen) 
Perioden  I.  Art  (2  m^,  2  oj^,  den  Perioden  II.  Art  (0,  0)  und  den 
Parametern  [(xcd^j  A^^s)-  Verstehen  wir  unter  ix  die  durch  die 
Doppelgleichung  (2)  des  vorigen  Paragraphen  definierte  Größe  und 
wenden  Satz  V  von  §  37  an,  so  finden  wir  die  beiden  folgenden  Sätze: 

n.  Jede  elliptische  Funktion  III.  Art  der  Ordnung  0  ist  gleich 
dem  Produkt  eines  Exponentialfaktors  der  Form: 

in  eine  elliptische  Funktion  IL  Art,  deren  Multiplikatoren  den  absoluten 
Betrag  1  haben. 

III.  Überhaupt  kann  man  durch  Multiplikation  mit  einem  Ex- 
ponentialfaktor  der  Form  (3)  jede  elliptische  Funktion  IIL  Art  in  eine 
andere  verwandeln^  die  dieselben  Perioden  L.  Art  und  dieselben  Cha- 
raktere, aber  beliebig  vorgeschriebene  Perioden  LL.  Art  und  Parameter 
hat,   die   nur   den  Relationen   §  37  (9)  und  §  38  (2)  genügen   müssen. 

Solche  elliptische  Funktionen  III.  Art,  die  dieselben  Perioden 
I.  Art  und  dieselben  Charaktere  haben,  nennt  man  wohl  verwandt-, 
man  kann  dann  Satz  III  so  aussprechen: 

7* 
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IV.  Verwandte  elliptische  Funktionen  IIL  Art  können  durch  Multi- 
plikation mit  einem  Exponentialfaktor  der  Form  (3)  in  gleichändrige 
übergeführt  werden. 

§  40.    JACOBi'sche  Funktionen; 
der  negative  Teil  des  HERMiTE'schen  Satzes. 

I.  Elliptische  Funktionen  III.  Arty  die  zugleich  ganze  transscendente 
Funktionen  des  Arguments  u  sind,  nennt  man  JACOBische  Funktionen; 
insofern  mit  einigem  Recht,  als  bereits  Jacobi  verschiedene  der- 
artige Funktionen  betrachtet  hat.^ 

Für  solche  Funktionen  ergeben  sich  aus  den  vorhergehenden 
allgemeinen  Entwicklungen  speziell  die  folgenden  Sätze: 

IL    Die     Ordnungszahl    einer    JACOBischen    Funktion    kann    nicht 
negativ  sein. 
(aus  §  37,  IV). 

III.  Jede  JACOBische  Funktion  nullter  Ordnung  ist  gleich  einer 
Exponentialfunktion,  deren  Exponent  eine  ganze  Funktion  II.  Grades 
des  Arguments  ist. 

Denn  eine  elliptische  Funktion  IL  Art,  die  keinen  Pol  hat, 
gehört  notwendig  dem  singulären  Fall  dieser  Funktionen  an  und 
ist  gleich  einer  Exponentialfunktion,  deren  Exponent  eine  ganze 
Funktion  ersten  Grades  von  u  ist  (§  28,  V);  hieraus  und  aus  §  39,  IV 
ergiebt  sich  der  ausgesprochene  Satz. 

Ferner  erhalten  wir  einen  wichtigen  Satz  über  JACOBische 
Funktionen  aus  dem  Satz  I  von  §  38.  Aus  demselben  folgt  näm- 
lich, daß  die  Summen  der  Nullpunkte  zweier  gleichändrigen  Jacobi- 
schen  Funktionen  kongruent  sind.  Haben  also  zwei  gleichändrige 
JACOBische  Funktionen  w*®^  Ordnung  n  —  \  inkongruente  Nullpunkte 
gemein,  so  haben  sie  auch  den  letzten  gemein.  Dann  ist  aber  ihr 
Quotient  eine  elliptische  Funktion  I.  Art  ohne  Pole,  also  nach  §  13,  I 
eine  Konstante.     Es  gilt  also  der  Satz: 

IV.  Zwei  gleichändrige  JACOBische  Funktionen  n*^^  Ordnung,  die  im 
Periodenparallelogramm  n  —  1  Nullpunkte  gemein  haben ^  haben  auch 
den  letzten  gemein  und  sind  bis  auf  einen  von  u  unabhängigen  Faktor 
identisch. 

Wir  nehmen  nun  (zunächst  ohne  Beweis)  an,  es  gebe  m  gleich- 
ändrige JACOBische  Funktionen  m^"^  Ordnung  T^,T^...  T^,  zwischen 


*  Andere  Namen  sind  „fonetions  interm^diaires";  „T- Funktionen";  „quasi- 
periodische Funktionen". 
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denen  keine  homogene  lineare  Relation  mit  von  u  unabhängigen 
Koeffizienten  identisch,  d.  h.  für  alle  Werte  von  u,  besteht.  Für  die 
Koeffizienten  des  Aggregats: 

lassen  sich  dann  Werte  angeben,  die  nicht  alle  gleich  NuU  und  so 
beschaffen  sind,  daß  dieses  Aggregat  in  w  —  1  beliebig  vorgeschrie- 
benen Punkten  Null  wird.  Denn  diese  Forderung  giebt  m  —  1 
lineare  homogene  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  m  Unbekannten  c; 
solche  können  aber  immer  durch  Werte  der  Unbekannten  erfüDt 
werden,  die  nicht  alle  =  0  sind.  Das  mit  diesen  Werten  der  c 
gebildete  Aggregat  ist  dann  sicher  nicht  identisch  Null,  da  nach 
Voraussetzung  überhaupt  keine  lineare  homogene  Verbindung  der  1 
mit  konstanten  Koeffizienten  identisch  Null  ist.  Bestimmen  wir  die  c 
insbesondere  so',  daß  das  Aggregat  in  m  —  l  von  den  Nullpunkten 
einer  (m  +  1)*®°  mit  den  gegebenen  gleichändrigen  jACOBischen 
Funktion  T  ^,  Null  wird,  so  folgt  aus  IV,  daß  es  sich  von  T  , , 

m  +  l  '  O  7  771  +  1 

nur  um  einen  von  u  unabhängigen  Faktor  unterscheiden  kann. 
Damit  haben  wir  den  negativen  Teil  des  für  die  Theorie  der  Jacobi- 
schen  Funktionen  fundamentalen  HEEMiTESchen  Satzes  gewonnen: 

V.  ^s  giebt  nicht  mehr  als  m  linear  unabhängige  gleichändrige 
JACOBische  Funktionen  m*^^  Ordnung;  mit  andern  Worten ,  zwischen 
m-{- 1  gleichändrigen  JACoBischen  Funktionen  m^^^  Ordnung  T^,  T^. . .  T^  ^ 
besteht  stets  eine  lineare  homogene  Identität  mit  von  u  unabhängigen 
Koeffizienten^  die  nicht  alle  gleichzeitig  0  sind: 

2)  c,  21  +  c„2;  +  .  .  .  cT^  +  c  ^,  ^^^,=0. 

/  11'22'  mm'TOH-lm  +  1 

Der  Satz  ist  unabhängig  von  der  bei  seinem  Beweise  gemachten 
Voraussetzung,  daß  T^,  T^  .  .  .  T^  linear  unabhängig  seien.  Denn 
würde  schon  zwischen  diesen  eine  lineare  Eelation  bestehen,  so  würde 
man  diese  auch  als  Relation  der  Form  (2)  mit  c^^j  =  0  auffassen 
können.  Auch  beachte  man,  daß  der  Satz  auch  gilt,  wenn  T^^^ 
mehrfache  Nullpunkte  hat;  denn  die  Forderung,  daß  das  Aggregat  (1) 
einen  bestimmten  Punkt  zum  Ä-fachen  Nullpunkt  haben  soll,  drückt 
sich  ebenfalls  durch  k  lineare  Gleichungen  zwischen  den  c  aus. 

Aus  diesem  Satz  und  aus  §  39,  IV  ergiebt  sich  noch  der 
folgende : 

VI.  Zwischen  m  -\-  1  verwandten  JAcoBischen  Funktionen  m*^^  Ord- 
nung T^y  ^2  •  •  •  ^m  +  i   ^^^i^ht  stets  eine  lineare  homogene  Identität'. 

3)  z.  2;  +  i,  y,  + . . .  +  z^y^  +  z„^,  2L+1  =0, 

deren  Koeffizienten  JACOBische  Funktionen  iiullter  Ordnung  sind. 
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§  41.    Reduzierte  JACoersche  Funktionen.    Thetafunktionen. 

Aus  der  Gesamtheit  aller  untereinander  verwandten  Systeme 
gleichändriger  jACOBischer  Funktionen  heben  wir  nun  ein  solches 
System  als  besonders  einfach  heraus  durch  die  Definition: 

I.  Eine  JACOBische  Funktion  heißt  reduziert,  wenn  ihre  erste  Periode 
zweiter  Art  Null  ist  und  ihre  Parameter  gleich  ihren  Charakteren  sind, 
wenn  also  ihre  Definitionsgleichungen  folgendermaßen  lauten: 

1)  T[u-\-  2m^  =  e-9i^iT{u), 

njii 

2)  T{u  +  2  «3)  =  e  -  ds^ie"  ^^^""^""'^  T{u). 

In  diesen  Gleichungen  kommen  die  drei  Variabein  u,  co^,  «3 
nur  in  den  beiden  Verbindungen  (vgl.  §  21,  1): 

'  2  «1  G)i 

vor;  wenn  es  überhaupt  möglich  ist,  sie  zu  befriedigen,  muß  es  auch 
möghch  sein,  sie  durch  Funktionen  zu  befriedigen,  die  die  drei 
Variabein  nur  in  diesen  beiden  Verbindungen  enthalten.  Solche 
Funktionen  nennt  man  Thetafunktionen;  deren  Definition  lautet 
demnach : 

II.  Unter  einer  Thetafunktion  n*^^  Ordnung  versteht  man  eine  ganze 
transscendente  Funktion  von  v,  die  den  Gleichungen  genügt: 

4)  0{v+  l)  =  e-9i^i0(v), 

5)  0(t;  +  t)  =  e-93^ie-'>^'^^^'^'^  +  ^W{v), 

Jede  reduzierte  jACOBische  Funktion  kann  dann  angesehen 
werden  als  Produkt  einer  Thetafunktion  mit  einem  von  u  unab- 
hängigen Faktor. 

Wir  rekapitulieren  noch  einmal  die  Schritte,  die  erforderlich 
sind,  um  eine  beliebige  jACOBische  Funktion  durch  eine  solche 
Thetafunktion  auszudrücken. 

Zuerst  ist  aus  den  Gleichungen: 

6)  a^=l(o^,        «3  =  ^7+'^^3 

der  Faktor  A  zu  berechnen  (§  39,  III).     Dann  ist  h^  w^  —  b^  co^  auf 
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die  Form  q^  «3  —  ^3  co^  zu  bringen,  in  der  ^^,  g^  reelle  Zahlen  be- 
deuten und: 

zu  setzen  (§  38,  II).     Sind  A,  ^,  g^,  g^  so  bestimmt,  so  findet  man: 
8)     T{u;  CO,,  CO,;  a„  a,;  b„  6,)  =  Ce— C^u'^.«)  0«  ^(-^;  ^)  ; 
dabei  bedeutet  C  einen  von  u  unabhängigen  Faktor. 

§  42.    Die  fundamentale  Thetafunktion. 

Wir  wollen  uns  nun  zunächst  mit  Thetafunktionen  erster  Ord- 
nung der  Charakteristik  (0,  0)  beschäftigen,  also  mit  ganzen  trans- 
scendenten  Funktionen  von  v,  die  den  Gleichungen: 

1)  ü^{v  +  l)  =  &{v), 

genügen.  Nach  §  40,  V  können  sich  alle  solchen  Funktionen  (sofern 
es  deren  überhaupt  giebt)  nur  durch  von  v  unabhängige  Faktoren 
unterscheiden.  Über  diese  Faktoren  wollen  wir  weiterhin  noch  Ver- 
fügung treffen;  zunächst  müssen  wir  uns  durch  wirkliche  Aufstellung 
eines  analytischen  Ausdrucks  von  der  Existenz  einer  Funktion  mit 
den  verlangten  Eigenschaften  überzeugen.  Aus  der  Gleichung  (1) 
und  aus  I,  §  49  folgt  zunächst,  daß  sich  jede  solche  Funktion  durch 
eine  gleichmäßig  konvergente  FouRiERsche  Reihe  der  Form: 

3)  t9^{v)  =  ^Ä^e^'^^i'^ 

m  =  —  00 

darstellen  lassen  muß.  Diese  Entwicklung  soll  nun  auch  die  Glei- 
chung (2)  befriedigen,  es  soll  also: 

+  00  +00 

^  Ä     e  2  m  TT  i  (ü  +  t)  _  '^  ^     g  jr  t  [(2  TO  -  2)  v  -  t] 


m  =  —  00 


sein.     In  der  Summe  rechts  kann  man  den  Summationsbuchstaben 
m  durch  w  +  1  ersetzen;  sie  lautet  dann: 


X— --7 

2  ^m  + 


Jii  (2  mv 


Nun    ist    aber    (vgl.  I,    §  47,   II)    eine   Entwicklung   einer   ganzen 
Funktion  in  eine  Reihe  der  Form  (3),  wenn  überhaupt,  nur  auf  eine 
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Weise  möglich;  man  kann  also  durch  Vergleichung  der  Koeffizienten 
gleichhoher  Potenzen  von  gS^rit;  ^q^  Schluß  ziehen: 

Soll  die  Reihe  (3)  die  Gleichung  (2)  befriedigen,  so  müssen  ihre 
Koeffizienten  der  ßekursionsformel  genügen: 

I  m  + 1  m 

Diese  Rekursionsformel  gestattet,  alle  diese  Koeffizienten  fol- 
gendermaßen durch  den  ersten  auszudrücken: 

die  Reihe  (3)  erhält  damit  die  Form: 

+  00 

m=  —  cc 

Wir  haben  vor  allem  zu  untersuchen,  ob  sie  konvergiert.  Zu 
diesem  Zweck  bilden  wir  (für  m  >  0)  den  Quotienten  des  (w  +  1)*^^ 
Gliedes  durch  das  m*®;  wir  erhalten: 

Man  sieht,  daß  er  mit  wachsendem  m  unendlich  groß  wird,  wenn 
die  zweite  Koordinate  von  t  negativ  ist,  dagegen  unendlich  klein, 
wenn  sie  positiv  ist;  und  zwar  gleichmäßig  für  alle  endlichen  Werte 
von  V  und  alle  dieser  Bedingung  genügenden  Werte  von  r.  Ebenso 
wird  gezeigt,  daß  unter  derselben  Bedingung  auch  der  zu  negativen 
Werten  von  m  gehörende  Teil  der  Reihe  konvergiert.  Wir  haben 
aber  seit  §  14,  II  an  der  Voraussetzung  festgehalten,  daß  die  zweite 
Koordinate  von  t  positiv  sei,  können  also  jetzt  sagen: 

I.  Die  Reihe  (6)  konvergiert  gleichmäßig  in  jedem  in  Betracht 
kommenden  Gebiet  der  fariaheln  v  und  r,  d.  h.  in  jedem  Gebiet,  das 
nur  endliche  Werte  von  v  und  nur  Werte  von  r  mit  positiver  zweiter 
Koordinate  enthält. 

Indem  man  die  ausgeführten  Schritte  rückwärts  verfolgt,  über- 
zeugt man  sich,  daß  die  durch  diese  Reihe  definierte  ganze  trans- 
scendente  Funktion  von  v  auch  wirklich  alle  verlangten  Eigenschaften 
besitzt.  Wir  vervollständigen  die  Definition  noch  dadurch,  daß  wir 
den  Koeffizienten  Ä^,  der  bis  jetzt  noch  eine  willkürliche  Funktion 
von  T  sein  konnte,  von  t  unabhängig  und  zwar  =  1  annehmen. 
Wir  definieren  also: 

II.  Als  fundamentale  Thetafunktion  bezeichnen  wir  die  durch  die 
Reihe: 

dargestellte  ganze  transscendente  Funktion  von  v. 
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Zieht  man  je  zwei  Glieder  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 
zusammen  und  führt  trigonometrische  Funktionen  ein  (I,  §  40,  6), 
so  erhält  man  die  Darstellung: 

CO 

9)  ^(v)=:  1  +  2  2^"''''''' COS  2  mv  TT; 

«1  =  1 

benutzt  man  bereits  die  in  §  21,  (16)   eingeführte  Bezeichnung,  so 
kann  man  auch  schreiben: 

10)  ^(?;)=2^™"»^2m. 

m  =  —  QO 

Diesen  expliciten  analytischen  Darstellungen  der  Thetafunktion 
entnehmen  wir  noch  die  beiden  folgenden  Sätze: 

III.  Die  fundamentale  Thetafunktion  ist  eine  gerade  Funktion  von  v, 
d.  h.  es  ist: 

11)  &[-v\r)=:&{v\T). 

IV.  Sie  genügt  der  partiellen  Differentialgleichung : 

12)  -^-Y-  ==    4:711   ^ 

Jedes  einzelne  Glied  der  Eeihe  genügt  nämlich  dieser  Gleichung; 
und  da  die  Reihe  gleichmäßig  konvergiert,  so  dürfen  die  Differen- 
tiationen nach  I,  §  50,  II  gliedweise  vollzogen  werden. 


§  43.    Thetafunktionen  höherer  Ordnung.    Positiver  Teil 
des  HERMiTESchen  Satzes. 

Die  wirkliche  Existenz  von  Thetafunktionen  höherer  Ordnung 
kann  ganz  analog  durch  Aufstellung  von  Reihenentwicklungen  solcher 
Funktionen  dargethan  werden,  wie  es  in  §  42  für  die  Theta- 
funktionen erster  Ordnung  geschehen  ist.  Auch  hier  dürfen  wir 
uns  zunächst  auf  die  Funktionen  der  Charakteristik  (0,  0)  beschränken, 
da  wir  nach  §  37,  VII  von  diesen  zu  Funktionen  einer  beliebigen 
Charakteristik  durch  Vermehrung  der  Argumente  um  Konstante 
kommen  können.     Wie    in  §  42   schließen  wir   aus   der  Gleichung: 

1)  e(v+l)  =  0{v), 

daß  jede  solche  Funktion  sich  durch  eine  gleichmäßig  konvergente 
FouEiERsche  Reihe  der  Form: 

2)  ^^J^,2m.iv 

m  =  —  00 
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darstellen  lassen  muß.     Soll   diese  Entwicklung  auch  die  Gleichung 

3)  0{V  +  t)  =  e-»^n2«  +  r)0(y) 

befriedigen,  so  muß 

+  QO  +00 

^  J[     g2mjii(v  + z)  —.  ^  ^     gjiil{2m-2n)v -m] 
m=  —  00  TO=  —  00 

oder  wenn  man  rechts  den  Summationsbuchstaben  m  durch  m  -{-  n 
ersetzt: 

=  y,Ä     _^     g(2mt;-nr) 
.^Li      m  +  n 

m  =  —  00 

sein.     Die  Koeffizienten  müssen  also  durch  die  Rekursionsformel: 

verbunden  sein.  Diese  Rekursionsformel  läßt  noch  n  von  den  Koef- 
fizienten A  unbestimmt;  wir  können  z.  B.  A^,  A^,  A^  .  .  .  A^_^  will- 
kürlich   annehmen.     Setzen   wir   z.  B.    alle    diese   Koeffizienten  bis 

aa 

auf  Aa  gleich  Null,  Aa  =  h  ^  ,  so  werden  von  den  Koeffizienten  A 
nur  diejenigen  von  Null  verschieden  sein,  deren  Index  modulo  n 
zu  a  kongruent  ist;  und  zwar  wird: 

sodaß  man  eine  Reihe  der  Form  erhält: 


5) 


/IX  t^     l(fc„  +  a)2      2{kn  +  a) 


n 
fc=  —  00 


fc  =  —  00 


Man  sieht,  daß  diese  Reihe  sich  folgendermaßen  durch  die  funda- 
mentale Thetafunktion  ausdrückt: 

6)  ^„(v|r)  =  ^"'^  ""  ^  &{nv -\- arlnr). 

Damit  ist  auch  zugleich  die  Konvergenzfrage  entschieden;  denn  die 
zweite  Koordinate  von  n  r  hat  dasselbe  Vorzeichen  wie  die  von  r.  Wir 
haben  also  in  der  That  n  verschiedene  ganze  transscendente  Funk- 
tionen gefunden,  die  den  Bedingungen  Genüge  leisten;  zugleich  geht 
aus  der  Entwicklung  hervor,  daß  jede  andere  Funktion  dieser  Art 
sich  aus  den  angegebenen  linear  und  homogen  mit  von  u  unab- 
hängigen Koeffizienten  zusammensetzen  läßt.    Damit  ist  der  negative 
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Teil  des  HEEMiTEschen  Satzes  (§  40,  V)  von  neuem  abgeleitet; 
darüber  hinaus  aber  sehen  wir  jetzt  noch:  Jede  der  n  Reihen  (5) 
enthält  andere  Potenzen  von  z,  es  kann  also  zwischen  ihnen  keine 
lineare  Relation  mit  von  v  unabhängigen  Koeffizienten  bestehen. 
Wir  können  also  jetzt  auch  den  positiven  Teil  des  HEEMiTESchen 
Satzes  aussprechen: 

I.  Us  giebt  wirklich  n  voneinander  linear  unabhängige  Theta- 
funktionen n*^'^  Ordnung; 

oder  allgemeiner: 

II.  Zu  beliebig  vorgegebenen  Werten  der  Perioden  I.  und  IL  Art 
und  der  Parameter,  die  den  Bedingungen  §  14  (2)  und  §  37  (9)  ge- 
nügen, giebt  es  stets  wirklich  n  voneinander  linear  unabhängige  JAcoBische 
Funktionen  der  positiven  Ordnungszahl  n. 
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Durch  die  in  §  42  eingeführte  fundamentale  Thetafunktion 
lassen  sich  alle  Thetafunktionen,  weiterhin  überhaupt  alle  elliptischen 
Funktionen   III.   Art   ausdrücken.     Zunächst   ist   nach    §    37,   VII 

ß^U  —  ^^ ^ ~ ^^  I  als  Funktion  von  v  betrachtet  eine  jACOBische  Funktion 

mit  den  Perioden  I.  Art  1,  r,  den  Perioden  IL  Art  0,  —27ti  und 
den  Parametern  0,  —  ^iT  +  ^g;  es  ist  also  für  sie  A=  0  (§  41,  6) 
und  wenn,  wie  wir  annehmen  dürfen  und  wollen,  g^  und  g^  reell 
sind,  so  ist  für  sie  /x  =  —  g^  und  die  Zahlen  g^ ,  g^  bilden  ihre 
Charakteristik  (§  41,  7).  Aus  §  41,  8  folgt  also: 
I.  Die  Funktion: 

1)  A^l'^)=  Ce-^'3^v^L9ll^\ 

ist  eine  Thetafunktion  erster  Ordnung   mit  der  Charakteristik  (g^,  g^\ 
und  jede  solche  Funktion  stellt  sich  in  dieser  Form  dar. 

Unter  allen  diesen  Funktionen  wollen  wir  eine  bestimmte 
herausgreifen,  nämlich  diejenige,  bei  der  die  Abhängigkeit  der  Kon- 
stanten C  von  T  so  festgelegt  ist,  daß  die  Funktion  der  partiellen 
Differentialgleichung  (12)  von  §  42  gleichfalls  genügt.     Um  die  dazu 

erforderliche  Rechnung  durchzuführen,  bezeichnen  wir  mit  (^-)  den 

partiellen  Differentialquotienten  von  ß-  nach  r,  gebildet  ohne  Rück- 
sicht auf  eine  etwa  vorhandene  Abhängigkeit  des  Arguments  von  t, 

und  schreiben  ß-  für  &{v  —  ^^'^~^A  ;    wir  haben  dann: 
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dv' 


-  {^m)-fl^-H4^'^)- 


Soll  also  die  erwähnte  Gleichung  erfüllt  sein,  so  muß  C  der  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung: 

genügen,  mit  andern  Worten,  es  kann  sich  von 

nur  durch  einen  auch  von  r  unabhängigen  Faktor  unterscheiden. 
Dieser  Faktor,  der  eventuell  noch  von  der  Charakteristik  abhängen 
kann,  wird  von  verschiedenen  Schriftstellern  verschieden  gewählt;  wir 
wollen  ihn  mit  Heemite  für  alle  Charakteristiken  gleich  1  annehmen. 
U.  Demgemäß  definieren  wir  die  Thetafunktion  erster  Ordnung  mit 
der  Charakteristik  (g^^  g^)  vollständig  durch  folgende  Gleichung: 

2)  ^g,yM  =  e-"'9Av-^Ugrr)^c^L  _  ^''"'^A. 

Setzt    man    in    ihr    für    die   fundamentale   Thetafunktion   ihre 
Reihenentwicklung,  so  erhält  man: 


3) 


n»  =  —  00 

00 


__  g^knigigi'^ßniiim-'^lt  gfi)«  r  +  2  (m  -  1/2  ^1)  (w  +  Vs  9z)'\, 


Ersetzt   man   in   einer  solchen  Thetafunktion   das  Argument  v 
durch  V  —  ^{y^T  —  /g),  so  erhält  man : 

Andrerseits    ist    aber    die    Thetafunktion    mit    der    Charakteristik 
(^1  +ri,    g^  +  Yz)' 
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[    ^g.  +  Yx,  33  +  ysW 

Vergleichung  von  (4)  und  (5)  giebt: 
III.  die  allgemeine   Verwandlung sformel: 

Aus  dieser  allgemeinen  Formel  ergeben  sich  eine  Reihe  von 
speziellen.  Zunächst  erhält  man  für  /i  =  —  ^i ,  /s  =  ~  /s  ^^ 
Formel: 

die    als    Umkehrung   von   (2)    angesehen   werden   kann;    ferner   für 
yx  =  2,    /3  =  0: 

und  für  /j  =  0,    ;'3  =  2; 

Es  ist  aber  zufolge  der  Definition  der  Thetafunktionen : 

^9.g^{^  -  ^)  =  e3^-^e-n^---)&,^g^[v) 
und: 

also  folgt  aus  (8)  und  (9): 

(Zu  diesen  Formeln  vergleiche  man  die  Schlußbemerkung  von  §  38.) 
Endlich  sei  noch  eine  Formel  erwähnt,  deren  Eichtigkeit  man 
direkt  aus  der  Definitionsformel  abliest,  wenn  man  berücksichtigt, 
daß  die  fundamentale  Thetafunktion  eine  gerade  Funktion  ihres 
Arguments  ist  (§  42,  III);  nämlich: 

12)  1^-..,    -.3(-^)  =  ^...aW. 


§  45.    Hauptcharakteristiken. 

I.   Als  j^Hauptcharakteristiken^'^    bezeichnet   man    diejenigen^    deren 
Elemente  beide  den   Wert  0  oder  1  haben. 
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Zufolge  der  Gleichungen  §  44  (10),  (11)  giebt  es  deren  vier 
wesentlich  verschiedene,  nämlich  außer  der  fundamentalen  (0,  0)  noch 
die  drei  (0,  1),  (1,  0),  (1,  1).     Die  zugehörigen  Thetafunktionen  sind: 


1) 


+   CO 
=   "S^  g  Jr  i  [m*  T  +  2  TO  (w  +  »/a)] 


OT  =   —    00 


+  oo 


1  +  2^'(—  l)"»Ä''^"^cos2mü;r; 


m  =  1 


2) 


3) 


^\  ^[v\T)  =  e--^^^^-  V.-)  {^{v  -  ir  I  t) 

+  00 

m  =  —  00 
m  =  0 

^^,i[v\t)  =  e-  ^i^^  -'U^)  ü^  {v  ■\-  ^  -  \t\t) 

+  00 

=  i^e"^^^"^ -  '/«)'^  +  2(m  -  V,)  («  +  Vs)] 

m  =  —  oo 

=  2z2(-  l)'"Ä("^  +  ''«^'sin(2w  +  l)«^Jr, 


Da  man  mit  diesen  Funktionen  sehr  viel  zu  rechnen  hat,  ist 
eine  kürzere  Bezeichnung  als  die  durch  Doppelindices  wünschens- 
wert; man  setzt  nach  Weieesteass: 

und  bezeichnet  dann  wohl  auch  die  fundamentale  Thetafunktion  oder 
*«,oWmit  *3(t,).i 

Wie  aus  ihrer  Definition  hervorgeht,  sind  0-^  {v)  und  &^  {v)  ebenso 
wie  ^3  [v)  gerade  Funktionen  ihres  Arguments;  ^^[v)  dagegen  ist  eine 
ungerade  Funktion. 

Ihrer  häufigen  Verwendung  wegen  lohnt  es  sich,  die  Formeln 
für  die  Vermehrung  des  Arguments  um  halbe  oder  ganze  Perioden, 
die  sich  aus  §  44  ergeben,  für  diese  Funktionen  expHcite  zusammen- 


*  Man  kann  den  hier  bei  &x  auftretenden  Faktor  i  in  die  allgemeinen 
Formeln  mit  hereinziehen,  wenn  man  in  §  44  (2)  den  auch  von  t  unabhängigen 
Faktor,  statt  ihn  mit  Hermite  =  1  zu  setzen,  mit  H.  Weber  =  e  '^'  '^ '  ^^  ^^  setzt. 
Dann  werden  aber  die  allgemeinen  Formeln  jenes  Paragraphen  weniger  einfach. 
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zustellen;   man  hat  dabei  auch   die  Gleichungen  (10)  und  (11)  des- 
selben zu  beachten.     Man  hat  zunächst: 

&^  (t;  +  1)  -       ,%  {v),       ^,  (z;  +  r)  =  -  e  -  -(2.  +  r)  ^^  (^)^ 

^,  (z;  +  1)  =  -  {^^  [v\        ^1  (?;  +  T)  =  -  ^  -  -^-(2«  +  -)  &^  [v), 

»^al^  +  1)  =  -  ^2^        ^2{^  +  ^)  =       ^-^^^2«  +  .)^^(^)^ 


5) 


,9-3  (r;  +  1)  =       1^3  W.       ^3  (^  +  ^)  =       .  -  -(2^  +  ^)  ^3  (t;); 


ferner; 


6) 


7) 


^^(^  +  i)=        ^2^ 

^2(^+1-)=  -^iW. 

ß^^  L  +  -L^   =  2>  -  ^K«  +  V*r)  ^^  (ü), 
^^  fi;  +  |-j   =  2>  -  ^^(«  +  V^r)  ^^  (?;), 

^3  (^  +  -2  +  y)  =  «'^  "  ''^^'"^  '^*'^  ^1 W- 

§  46.    Übergang  von  den  Sigma-  zu  den  Thetafunktionen. 

Zu  den  jACOBischen  Funktionen  gehören  gemäß  ihrer  Definition 
auch  die  Sigmafunktionen.  Das  Hauptsigma  speziell  (§  20,  6.  7)  ist 
eine  jACOBische  Funktion  erster  Ordnung,  mit  den  Perioden  I.  Art 
2ft)j,  2ft>3,  den  Perioden  IL  Art  2??^,  27^3  und  den  Parametern 
1,  1.  Es  ist  also  eine  mit  t^-j  verwandte  Funktion  und  muß  folg- 
lich mit  i^-j   durch  eine  Formel  verbunden  sein,  die  einen  Spezial- 


8) 
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fall  der  allgemeinen  Formel  §  41,  (8)  vorstellt.  Bestimmt  man  X 
und  /i  in  der  dort  angegebenen  Weise,  so  findet  man  für  diesen 
Spezialfall: 

TT  *  Wi  ^ 

also : 

Die  Konstante  C  läßt  sich  bestimmen,  indem  man  beiderseits 
nach  u  differentiiert  und  dann  m  =  0  setzt;  man  erhält  so: 

Ebenso  sind  die  Nebensigma  verwandt  zu  den  Thetafunktionen 
mit  den  drei  von  (1,  1)  verschiedenen  Hauptcharakteristiken.  Man 
erhält  die  entsprechenden  Formeln  auf  ganz  demselben  Wege  (nur 
daß  es  zur  Bestimmung  des  konstanten  Faktors  keiner  Differentiation 
bedarf),  nämlich:^ 

3)  .^.  =  .2,....|W, 


4)  ö•2^^  =  e^'?!"!«' 


^3(0) 


5)  ,^,  =  ,2....«!^. 

An  diesen  Formeln  (2)  bis  (5)  ist  noch  unbefriedigend,  daß  in 
ihnen  die  ,yThetanullwerte^^,  d.  h.  die  Werte  der  Thetafunktionen  und 
ihrer  Differentialquotienten  für  den  Wert  0  des  Arguments,  vor- 
kommen, die  man  nicht  als  bekannt  wird  ansehen  wollen,  wenn  man 
von  den  Sigma  aus  die  Theta  einführen  will.  Es  entsteht  daher 
die  Frage,  nach  welchem  Gesetze  diese  Größen  von  den  e^,  e^,  e^ 
abhängen.  Man  kann  diese  Frage  auf  zwei  ganz  verschiedenen 
Wegen  beantworten:  entweder  durch  direkte  Umformung  der  un- 
endlichen Produkte  der  §§  21  und  31  in  die  unendlichen  Keihen 
der  §§  42  und  45 ;  oder  durch  Umformung  der  partiellen  Differential- 
gleichung §  42,  (12),  durch  die  der  von  u  unabhängige  Faktor  in 
den  Thetafunktionen  bestimmt  war.  Den  ersten  Weg  wollen  wir 
im  nächsten  Paragraphen  einschlagen,  den  zweiten  können  wir  erst 
später  (§  59)  betreten. 


^  Die  Indices  der  Thetafunktionen  sind  modulo  4  genommen  je  um  eine 
Einheit  größer  als  die  der  ihnen  entsprechenden  Sigmafunktionen. 
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§  47.    Darstellung  der  Thetafunktionen  durch  unendliche  Produkte. 

Da  die  Formeln  §  30,  (10),  (11)  und  §  45,  (6)  bis  (8)  den  Über- 
gang von  jeder  Sigma-,  bezw.  Tbetafunktion  zu  jeder  andern  durch 
Addition  halber  Perioden  gestatten,  so  genügt  es,  wenn  wir  die  Um- 
formung des  unendlichen  Produkts  in  die  unendliche  Reihe  für  eine 
der  vier  Sigmafunktionen  durchführen.  Am  bequemsten  ist  es,  dazu 
die  Funktion  g^u  zu  wählen,  die  der  fundamentalen  Tbetafunktion 
zugeordnet  ist.  Statt  des  unendlichen  Produkts  betrachten  wir  zu- 
nächst das  endliche: 

m 

1)  f„(z)=J\[\  +K?^-^z')[\  +h^^-^z-^. 

Dieses  Produkt  ändert  seinen  Wert  nicht,  wenn  man  z  mit  —  z 
vertauscht;  seine  Entwicklung  nach  Potenzen  von  z^  mit  positiven 
und  negativen  Exponenten  hat  also  die  Form: 

f^{z)  =  ^,W  +  A^^'^Hz'  +  ^-^)  +  A^'^^iz'  +  z-^) 

+  ...-}-  Ä^;:\z^-^  +  z-^^). 


Von  den  Koeffizienten  dieser  Entwicklung  ist,  wie  man  direkt 
sieht,  der  letzte: 

3)  J"^^  =  h.hKh'  ...  A2m-i  ^  h^m. 

für  die  übrigen  leiten  wir  eine  Rekursionsformel  ab.  Die  einzelnen 
Faktoren  von  f^  {z)  vertauschen  sich  nämlich  zum  größten  Teil  unter- 
einander, wenn  man  z  durch  hz  ersetzt;  es  fallen  nur  1  -\-  kz^  und 
1  -^  ii2m-i  ^-2  y^Qg  ^^(j  i  _j_  ^2to  +  i_2.2^  sowie  1  +Ä-^r~2  kommcu 

neu  hinzu,  sodaß  man  die  Gleichung  erhält: 

oder: 

4)  (A2-+  Äz^)/;„(Az)  =  (1  +  h^'  +  ^z^)fjz). 

Entwickelt  man  die  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  nach  Potenzen 
von  z  und  vergleicht  die  Koeffizienten  von  z-^,  so  erhält  man  die 
gesuchte  Rekursionsformel : 

oder: 
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Ö)  ^fc-1  ^2fc-l(j,_;^2«»-2fc  +  2)    ^fc     • 

Sie  liefert  der  Reihe  nach: 

.4m  ,    .  i         1.4m 


6) 


A  ("») ^  -  h  jira)  __    l^{m-  1)«  ^   ~  ^         , 

^m-l-;^2m-l(i„^2)^m  "  '^  ^  _  ^2 

.(m)  i_;,(4m-2)  _    .  .m  -  2^^  ^  -  ^'")(l  -  ^'"  " ') 

^m-2  ;,2m-3(i_;^4)       m-1  (l  _  Ä^)  (l   -  Ä^) 


u.  s.  w.;  endlich: 

(l_^2)(i_^4)._(i_^2m) 

Diese  Formeln  zeigen,  daß  man  eine  etwas  einfachere  Entwick- 
lung für  die  Funktion: 

m 

V  =    1 

erhält;  setzt  man  nämlich: 

fc  =  1 

so  wird: 

m  m  2  m 

9)  af =Ä-"j«na  -  '^'-)  =  na  - Ä2-).n(i - '^'-)' 

V  =  1  v=m— fc+1  v=m  +  ft+l 

2  m 

10)  v^=  n(i  -'^^i- 

r  =  m  +  1 

Für  den  absoluten  Betrag  dieser  Koeffizienten  a^^^  können  wir  leicht 
eine  obere  Grenze  angeben;  denn  da  das  unendliche  Produkt 

V    =   1 

(§  32,  6)  unbedingt  konvergiert,  jedes  der  Produkte  a^^"^  aber  nur 
einen  Teil  der  Faktoren  dieses  unendlichen  Produkts  enthält,  so 
folgt,  daß  für  alle  Werte  der  Indices  k,  m: 


11)  hr  <«  =  n(i  +  |ÄP') 

V  =   1 

ist.     Man   erkennt  auch,    daß  man  für  jeden   gegebenen  Wert  des 
Index  k  und  jede  gegebene  Größe  «J^so  bestimmen  kann,  daß: 

12)  laW_l|<s 


§47.   Darstellung  der  Thetafunktionen  durch  unendliche  Produkte.     115 

wird,  sobald  m  >  M  ist.  Andererseits  haben  wir  aber  in  §  42  ge- 
sehen, daß  die  unendliche  Reihe: 

13)  F{z)  =  1  +  2^^'M^^'  4-  ^-2"'=) 

&  =  1 

unbedingt  konvergiert,  infolgedessen  kann  man,  wenn  irgend  eine 
positive  Größe  s  gegeben  ist,  K  so  bestimmen,  daß: 

13a)  "^{h^^iz^^  +  z-^-^)]  <  6 

wird.     Wegen  (11)  wird  dann  auch: 

14)  V|a^"^U^fe(22fc_,_^-2fc)|  ^ae. 

(Natürlich  hat  diese  Ungleichung  nur  für  m  ^  K  eine  Bedeutung.) 
Nachdem  so  K  festgelegt  ist,  können  wir  M  so  wählen,  daß  die  Un- 
gleichung (12)  für  TW  >  if  und  für  alle  k  ^  Z  besteht.  Also  können 
wir  M  auch  so  groß  wählen,  daß  die  Ungleichung: 

K 

'S 


15)  2l(«i"^- l)Ä'^M^''  +  ^-'')l<ß 


fc  =  0 

für  alle  m  y  M  stattfindet.    Dann  folgt  aus  (13a),  (14)  und  (15),  daß: 

16)  \F{z)-q^^[z)\<E[2  +  a) 

wird,  sobald  m  >  M  ist;  und  zwar  geht  aus  der  Ableitung  selbst 
hervor,  daß  man  es  so  einrichten  kann,  daß  diese  Ungleichung  in 
irgend  einem  Bereiche  der  Variabein  h  und  z  besteht,  der  ganz  im 
Innern  des  Konvergenzbereichs  derEeihe  (13)  liegt.  Diese  Ungleichung 
(16)  sagt  also  aus,  daß  die  Funktion  cp^^[z)  mit  wachsendem  m  in 
jedem  solchen  Bereiche  gleichmäßig  gegen  die  Funktion  F{z)  kon- 
vergiert. Hält  man  andererseits  die  Gleichung  (7)  mit  der  Glei- 
chung (1)  zusammen,  so  sieht  man,  daß  (f)^{z)  nichts  anderes  ist, 
als  das  Produkt  der  ersten  m  Faktoren  des  unendlichen  Produkts: 

nf(l   -Ä2-)(1    +Ä2v-1^2)(1    +ä2--1z-2)|. 
V  =  1 

Es  folgt  also,  daß  dieses  Produkt  unbedingt  und  gleichmäßig  kon- 
vergiert (wie  wir  übrigens  schon  aus  §  31  wissen)  und  daß  sein 
Wert  identisch  ist  mit  dem  der  unendlichen  Reihe  F[z).  Durch  das 
Produkt  haben  wir  in  §  31  die  Funktion  g^u,  durch  die  Reihe  in 
§  42  die  Funktion  ß'^[v)  dargestellt;  das  Resultat  der  Untersuchungen 
dieses  Paragraphen  ist  also  die  Gleichung: 
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V  =   1  V  =  1 

oder  mit  Rücksicht  auf  §  32,  (23): 

18)  =  l/^"^  ]/'^T^e-^v^<o.v^  fj^  u. 

Durch  Vermehrung  der  Argumente  um  Halbperioden  lassen  sich 
aus  dieser  Gleichung  drei  andere  ableiten,  die  die  drei  andern  Theta 
mit  den  drei  andern  Sigma  in  Beziehung  setzen;  nämlich: 


19)  r^^ [v)  =  t/^^  ^^'    .l'e--n. ^. ^' a.  u 


2  ^1 2  «.  r,i.  «2  ^ 

3    "'' 


]U 


20)  {^,{v)- 

21)  T9-,(z^)  =  |/^y6^^-2'?i-i«Vw. 

(Am  einfachsten  erhält  man  diese  Gleichungen  aus  (17),  wenn  man 
zunächst  die  in  §  30  mit  T  bezeichneten  Funktionen  statt  der  «r 
einführt.) 

Was  die  Werte  der  in  diesen  Formeln  auftretenden  Wurzel- 
größen betrifft,  so  kann  für  '^2co^jn  ein  beliebiger  Wert  gewählt 
werden;  unter  den  vierten  Wurzeln  aus  den  Differenzen  der  e  sind 
dann  diejenigen  Werte  zu  verstehen,  die  sich  für  diesen  Wert  von 
]/2ft>j/7r  aus  den  Gleichungen  (23)  von  §  32  ergeben. 


§  48.    Thetarelationen. 

Zwischen  den  Thetafunktionen  mit  Hauptcharakteristiken  be- 
stehen Relationen,  die  wir  mit  Hilfe  ihrer  Ausdrücke  durch  die 
Sigmafunktionen  aus  den  zwischen  diesen  bestehenden  erhalten 
könnten.  Wir  können  sie  aber  auch  aus  der  Theorie  der  Theta- 
funktionen selbst  ableiten,  und  zwar  aus  dem  HEEMiTESchen  Satz 
(§  40).  Denn  das  Produkt  aus  einer  Thetafunktion  ttz*«^  Ordnung 
mit  der  Charakteristik  [g^,  g^  und  einer  Thetafunktion  7^*^^  Ordnung 
mit  der  Charakteristik  [h^,  h^)  ist  eine  Thetafunktion  [m  +  tz)*®^  Ord- 
nung mit  der  Charakteristik  (g^  +  h^,  g^  +  h^).  Da  man  nun,  ab- 
gesehen von  den  niedersten  Fällen,  mehr  als  m  +  w  solche  Produkte 
mit  derselben  Charakteristik  bilden  kann,  so  lehrt  der  HEEMiTEsche 
Satz   die   Existenz  linearer  Relationen  zwischen   ihnen  kennen.     Die 


§  48,     Thetarelationen.  H'^r 

Koeffizienten  dieser  Relationen  lassen  sich  dann  a  posteriori  dadurch 
bestimmen,  daß  man  in  der  zunächst  mit  unbestimmten  Koeffizienten 
angesetzten  Eelation  der  Variabein  nacheinander  eine  genügende 
Anzahl  geeigneter  spezieller  Werte  beilegt  und  die  Koeffizienten 
aus  den  so  entstehenden,  in  Bezug  auf  sie  linearen  Gleichungen 
berechnet. 

Für  den  Fall  m  -\-  n  =  \  erhalten  wir  noch  keine  solchen  Eela- 
tion en;  denn  es  giebt  zu  jeder  Charakteristik  nur  eine  Thetafunktion 
erster  Ordnung.  Auch  der  Fall  m  -\-  n  =  2  liefert  noch  keine  Rela- 
tionen, wenn  die  Charakteristik  [g^  +  h^,  g^  +  h^  von  (0,  0)  ver- 
schieden ist.  Denn  jede  von  (0,  0)  verschiedene  Charakteristik  läßt 
sich  nur  auf  zwei  Arten  als  Summe  zweier  Hauptcharakteristiken 
darstellen  (z.  B.  (0,  1)  =  (0,  0)  +  (0,  1)ee(1,  0)  +  (1,  1)  (mod.  2)); 
und  die  zugehörigen  Produkte  stehen,  wie  man  aus  ihren  Nullpunkten 
sieht,  zu  einander  nicht  in  konstantem  Verhältnis.  Dagegen  läßt 
sich  (0,  0)  auf  vier  verschiedene  Arten  als  Summe  zweier  Haupt- 
charakteristiken darstellen : 

(0,  0)  =  (0,  0)  +  (0,  0)  -  (0,  1)  +  (0,  1) 

EE(1,  0)  +  (l,  0)-(l,  1)  +  (1,  1)     (mod.  2). 

Daraus  folgt,  daß  die  Quadrate  der  vier  Thetafunktionen  als  Theta- 
funktionen  zweiter  Ordnung  mit  der  Charakteristik  (0,  0)  angesehen 
werden  können;  es  können  also  höchstens  zwei  von  ihnen  linear 
unabhängig  sein.  Man  sieht  aber  sofort,  daß  irgend  zwei  von  ihnen 
wirklich  linear  unabhängig  sind.  Denn  würde  zwischen  zwei  Theta- 
quadraten  eine  homogene  lineare  Relation  mit  von  v  unabhängigen 
Koeffizienten  bestehen,  so  würde  daraus  eine  ebensolche  Relation 
zwischen  den  betreffenden  Thetafunktionen  selbst  folgen.  Eine  solche 
kann  aber  nicht  existieren,  da  sie  verschiedene  Charakteristiken 
haben,  also  verschiedenen  Funktionalgleichungen  genügen.  Durch 
zwei  beliebige  der  vier  Thetaquadrate  müssen  sich  also  die  beiden 
andern  linear  und  homogen  ausdrücken  lassen,  mit  andern  Worten, 
es  müssen  zwei  Relationen  der  folgenden  Form  bestehen: 

Setzt  man  in  diesen  Relationen  v  =  0  und  schreibt,  wie  es 
üblich  ist,  ß^a  für  i^a(O),  so  findet  man: 

,0.   2  _   ^      Q.   2  /4,    2  _   ^      Q.    2. 
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setzt  man  aber  v  =  \t  und  berücksichtigt  die  Gleichungen  §  45,  7, 
so  findet  man: 

,9.  2  _  _  ^   ^9,  2  9,  2  ^  _  ^    Q.  2 

Die  Eelationen  lauten  also: 

1)  A  =  *„=> #/(r)  -  i^,^ *,^(«)  +  &,^ &^^(v)  =  0, 

2)  B  =  &„^  ,9,^v)  -  &./  ,^/(«)  +  t'^,2 ^^2(„)  _  0. 

Für  die  Bedeutung  dieser  Formeln  ist  es  wesentlich,  daß  ihre 
Koeffizienten  nicht  Null  sein  können.     Es  gilt  nämlich  der  Satz: 

I.  Für  keinen  der  Bedingung  IV  von  §  14  genügenden  Wert  von  r 
kann  einer  der  drei  Thetanullwerte  den   Wert  Null  annehmen. 

Denn  wäre  einer  dieser  Werte  gleich  Null,  so  würde  die  zu- 
gehörige Thetafunktion  für  v  =  0  von  der  zweiten  Ordnung  Null 
werden;  denn  sie  ist  nach  §  44  (12)  eine  gerade  Funktion,  also 
,^•'(0)  =  0.    Das  stünde  aber  mit  Satz  IV  von  §  37  im  Widerspruch. 

Übrigens  erhalten  wir  aus  der  Gleichung  (2),  wenn  wir  in  ihr 
T  =  i  setzen  und  die  Gleichungen  (6)  von  §  45  benutzen,  eine 
Kelation  zwischen  den  Thetanullwerten,  nämlich: 

3)  t^3*  =  >^„*  +  &,*. 

Die  zu  Beginn  dieses  Paragraphen  durchgeführten  Überlegungen 
liefern  außer  den  Relationen  (1)  und  (2)  noch  eine  große  Menge 
weiterer;  man  kann  sich  aber  auf  folgendem  Wege  überzeugen,  daß 
alle  diese  Relationen  bereits  aus  (1)  und  (2)  folgen.  Zur  Ab- 
kürzung werde: 

&^{v)=^z,        &^{v)  =  w 


4)             ^o('')  =  ^. 

•9iW=^, 

'\ 

gesetzt;  ferner: 

ß; 

es  wird  dann  identisch  (d.  h.  auch  wenn  man  x,  y,  r,  w  als  voneinander 
unabhängig  veränderliche  Größen,  betrachtet): 

w^iEE  d'^-'^  B  +  ß^  x^  -  a^  y\ 

Infolgedessen  kann  man  jede  homogene  rationale  ganze  Funktion 
der  vier  Variabein  x,  y,  z,  ic  durch  identische  Umformung  auf  die 
Form  bringen: 

5)  i^=:  M^Ä-\-M^B-\.f^+zf\+  wf,  +  ivzf,, 
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in  der  M^  und  M^  homogene  Funktionen  aller  vier  Variabein,  f\j 
/*2,  /"g,  ^  aber  solche  Funktionen  von  x  und  y  allein  bedeuten. 
Wenn  nun  eine  solche  Funktion  die  Eigenschaft  hat,  Null  zu  werden, 
sobald  man  für  die  x,  y,  z,  w  die  Werte  (4)  setzt,  so  muß  auch  die 
Summe  der  vier  letzten  Glieder  in  (5)  für  sich  Null  werden.  Das 
ist  aber  nur  möglich,  wenn  sie  identisch  Null  ist.  Denn  jedes  Glied 
dieser  Summe  hat  eine  andere  Charakteristik,  müßte  also  für  sich 
Null  sein;  und  das  ist  nicht  möglich,  da  zwischen  i^^W  ^^^  ^iW 
allein  keine  homogene  Eelation  besteht.     Also  folgt: 

II.  Jede  homogene  Funktion  von  vier  Variabein,  die  Null  wird, 
wenn  man  diese  vier  Variabein  durch  die  vier  Thetafunktionen  mit 
Hauptcharakteristiken  ersetzt,  läßt  sich  durch  identische  Umformung  in 
die  Gestalt  M^Ä  -\-  M^B  setzen; 

und  daraus: 

III.  Jede  homogene  Relation  zwischen  den  vier  Thetafunktionen  ist 
eine  Folge  der  Relationen  (1)  und  (2). 

Andere  als  homogene  Relationen  können  zwischen  den  Theta- 
funktionen nicht  bestehen.  Denn  homogene  ganze  Funktionen  der 
Thetafunktionen  von  verschiedenen  Dimensionen  sind  Thetafunktionen 
von  verschiedener  Ordnung,  können  sich  also  nicht  gegeneinander 
wegheben. 

§  49.    Additionstheoreme  der  Thetafunktionen. 

Aus  den  in  §  35  behandelten  Additionstheoremen  der  Sigma- 
funktionen  ergeben  sich  unter  Benutzung  der  Formeln  (17)  bis  (21) 
von  §  47  entsprechende  Theoreme  für  die  Thetafunktionen.  Aus 
der  Theorie  dieser  letzteren  selbst  erhält  man  dieselben  Theoreme 
durch  folgende  Überlegungen: 

I.  Die  Produkte  ü-g^  g^  {u  +  v)  &g^  g^  (u  —  v)  sind  als  Funktionen 
von  u  betrachtet,  Thetafunktionen  zweiter  Ordnung  mit  der  Charak- 
teristik (0,  0);  sie  lassen  sich  also  linear  durch  irgend  zwei  Theta- 
quadrate  ausdrücken.  Die  Koeffizienten  dieser  Ausdrücke  sind 
Funktionen  von  v;  man  bestimmt  sie,  indem  man  für  u  nacheinander 
zwei  geeignete  Halbperioden  setzt.    Setzt  man  z.  B.  in  der  Relation: 

r%  [u  +  v)^^{u-v)  =  Ä  [v)  i9-^\2i)  +  £{v)  &^^(u) 

u  =  0,  so  wird  ?9'^(m)  =  0   und  man  erhält  A]   setzt  man  u  = -y 

so  wird  ■d'^{v)  =  0  und  man  erhält  £.     So  findet  man: 
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n.  Die  Produkte  &g^  g^  [u  +  v)  &^^  ^^  {u  —  v)  sind  als  Funktionen 
von  u  betrachtet,  Thetafunktionen  zweiter  Ordnung  mit  der  Charak- 
teristik (^1  -\-  h^,  ^3  +  A3).  Jedes  solche  Produkt  läßt  sich  also  durch 
zwei  Produkte  zweier  Thetafunktionen  von  u  allein  ausdrücken,  mit 
Koeffizienten,  die  noch  von  v  abhängen,  z.  B.: 

Setzt  man  hier  u  =  0  oder   =  -^,    so    findet   man   A;    setzt   man 
u  =  ^  oder  u  =  —,  so  findet  man  £.     Das  Resultat  ist: 

2^  1        ^^0  ^2  ^3  (^  +  ^)  ^1  (^^  -  ^)  =  ^^0  (^)  ^^2  (^)  »^l  W  ^h  W 

1  -^^W^^3M'^oW^^2(4 


§  50.    Die  Differentialgleichungen  der  Thetaquotienten. 

Daß  die  Quotienten  je  zweier  Thetafunktionen  algebraischen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  und  zweiten  Grades  genügen, 
in  denen  die  unabhängige  Variable  explicite  nicht  vorkommt,  folgt 
aus  der  entsprechenden  Eigenschaft  der  Sigmaquotienten  (§  34). 
Aus  der  Theorie  der  Thetafunktionen  selbst  gewinnt  man  diese  Glei- 
chungen durch  folgende  Überlegungen: 

Der  Differentialquotient  einer  jACOBischen  Funktion  nach  dem 
Argument  ist  selbst  keine  jACOBische  Funktion,  sondern  verhält 
sich  bei  Vermehrung  des  Arguments  um  eine  Periode  so,  wie  es  in 
§  37  (10),  (11)  angegeben  ist.  Jene  Gleichungen  selbst  zeigen  aber, 
daß  die  Determinante: 

T,{u)T,(u)-T,{u)l\'{u) 

eine  JACOBische  Funktion  ist,  wenn  T^  und  T^  irgend  zwei  jACOBische 
Funktionen  mit  denselben  Perioden  I.  und  II.  Art  sind.  Insbesondere 
ist  die  Determinante: 

1)  '\  s.  W  »\  »,  {")  -  ^\  K  (")  ''^'..  .3  w 

(in  der  die  Accente  Differentiationen  nach  v  bedeuten)  eine  Theta- 
funktion  zweiter  Ordnung  der  Charakteristik  ^^  +  (/^ ,  ä^  +  Äg).  Als 
solche  läßt  sie  sich  (vgl.  §  49,  II)  linear  und  homogen  durch  zwei 
Produkte  je  zweier  Thetafunktionen  ausdrücken;  und  da  sie  ent- 
weder eine  gerade  oder  eine  ungerade  Funktion  von  v  ist,  so 
kann  von  diesen  beiden  Produkten  nur  das  eine  auftreten.  So  er- 
hält man  z.  B.: 


§  51.    Partialhruehzerlegung  der  elliptischen  Funktionen  III.  Art.     121 

2)  ^„W^/W  -  »A^)»o{^)  =  ^-^^W'^W 

oder: 

Der  hier  auftretende  von  v  unabhängige  Faktor  läßt  sich  ver- 
einfachen, wenn  man  die  in  §  47  aus  der  Theorie  der  Sigmafunk- 
tionen  abgeleiteten  Ausdrücke  der  Thetanullwerte  benutzt.  Unab- 
hängig von  dieser  Theorie  läßt  sich  eine  solche  Vereinfachung  durch 
folgende  Überlegungen  erzielen: 

Differentiieren  wir  die  beiden  Seiten  der  Gleichung  (2)  noch 
zweimal  nach  v,  so  erhalten  wir: 

und  wenn  wir  hierin  v  =  0  setzen: 

^\  ^0  ^1  ^3 

Ersetzen  wir  in  dieser  Gleichung  vermöge  §  42,  (12)  zwei 
Differentiationen  nach  v  durch  eine  solche  nach  r,  so  geht  sie  über  in: 

^log^i'  _  dlog(^,&,^,) 
dz  dx 

Es  muß  also: 

4)  {^^  =  Cr%&,», 

sein,  wo  C  eine  auch  von  r  unabhängige  Konstante  bedeutet.  Durch 
Vergleichung  der  Anfangsglieder  der  Reihenentwicklungen  nach 
Potenzen  von  h  findet  man: 

5)  C=7t. 


§  51.    Partialbruchzeriegung  der  elliptischen  Funktionen  III.  Art 
von  positiver  Ordnungszahl. 

Nachdem  wir  nunmehr  die  Theorie  der  jABOBischen  Funktionen 
zu  einem  gewissen  Abschluß  gebracht  haben,  kehren  wir  wieder  zur 
allgemeinen  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  III.  Art  zurück 
indem  wir  zunächst  den  Satz  beweisen: 

I.  Jede  elliptische  Funktion  III.  Art  läßt  sich  als  Quotient  zweier 
JAcoBischen  Funktionen  darstellen. 
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Denn:  wir  können  immer  eine  JACOBische  Funktion  n^"^  Ordnung 
mit  denselben  Perioden  I.  und  II.  Art  wie  die  vorgelegte  Funktion 
bilden,  die  in  allen  Polen  der  vorgelegten  Funktion  Null  wird; 
nämlich,  wenn  t[u)  eine  jACOBische  Funktion  1.  Ordnung  mit  diesen 
Perioden  und  der  Charakteristik  (1,  1)  bedeutet  und  b^,  ^2  •  •  •  ^m 
die  Pole  sind,  das  Produkt: 

1)  t[u-b;)t(u-b^)...t{u-b^). 

Das  Produkt  aus  dieser  Funktion  in  die  gegebene  ist  dann  nach 
§  37,  V  ebenfalls  eine  elliptische  Funktion  III.  Art,  und  zwar,  da 
sie  keine  Pole  mehr  hat,  eine  jACOBische  Funktion,  w.  z.  b.  w. 

Wenn  wir  auch  die  im  Zähler  stehende  jACOBische  Funktion 
in  der  Form  (1)  darstellen,  erhalten  wir  eine  Darstellung  der  ellip- 
tischen Funktionen  III.  Art  als  Quotienten  von  Produkten  von 
jACOBischen  Funktionen  I.  Ordnung,  von  der  die  in  §  22,  II  und 
§  28,  VII  gelehrten  Darstellungen  der  elliptischen  Funktionen  I.  und 
II.  Art  spezielle  Fälle  sind. 

Andererseits  gelangen  wir  auch  zu  einer  Partialbruchzerlegung 
der  elliptischen  Funktionen  III.  Art  durch  eine  Verallgemeinerung 
der  Untersuchung  von  §  43.  Bezeichnen  wir  die  Funktion  2; 2«  mit 
X{z\  so  sagt  die  Gleichung  (5)  jenes  Paragraphen  aus:  die  Funktion: 

2)  Q^[z)=^'^h^i''z'^^Px[h^^) 

p  =  —  cc 

hat  die  Eigenschaft,  daß: 
0„{hz) 


=  2^»^'  + 

2np  ^inp 

X{hP*'z) 

p  —  —  CO 

+  cc 

l)«  +  2«(p 

-D^QnCy- 

y)x(h^ 

^) 

p  =  —  cc 

=  h">z-^ 

'e„(z). 

3) 


ist.  Wie  man  sieht,  ist  diese  Eigenschaft  einer  Summe  der  Form  (2) 
von  der  speziellen  Natur  der  Funktion  x  g^'^'^  unabhängig;  der 
Beweis  setzt  von  ihr  nichts  weiter  voraus,  als  daß  sie  eindeutig  und 
so  beschaffen  ist,  daß  die  Reihe  konvergiert.  Das  letztere  ist  sicher 
dann  der  Fall,  wenn  man  sowohl  für  lim  z  =  0,  als  für  Hm  2:  =  00 
je  eine  Zahl  M  und  einen  Exponenten  r  so  bestimmen  kann,   daß: 

4)  lim  ^^  =  Jlf 

ist.     Denn  dann  ist: 
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lim    ^(*'^'^'-- 


pz 


+  00       /(Ä^^) 


der  Quotient  zweier  aufeinander  folgenden  Glieder  der  Eeihe  kon- 
vergiert also,  wenn  n  positiv  ist,  gegen  Null;  und  für  lim/?  =  —  oo 
gilt  entsprechendes. 

Insbesondere  ist  diese  Bedingung  erfüllt  für  jede  rationale 
Funktion.  Verstehen  wir  unter  7(2:)  eine  solche  Funktion,  die  zu- 
gleich eine  gerade  Funktion  von  z  ist,  also  eine  rationale  Funktion 
von  z^,  /{z)  =  ^^(^z^)^  so  stellt  die  Eeihe  (2)  eine  mit  der  fundamen- 
talen Thetafunktion  gleichändrige  Funktion  von  v  dar,  die  überall 
bis  auf  Pole  regulär  ist;  jeder  Pol  der  rationalen  Funktion /^  giebt 
nämlich  zu  einem  Pol  dieser  Funktion  in  jedem  Periodenparallelo- 
gramm Veranlassung.  Wir  werden  also  insbesondere  eine  Funktion 
dieser  Art  erhalten,  die  in  jedem  Periodenparallelogramm  nur  einen 
und  zwar  einfachen  Pol  hat,  wenn  wir  für  x{^)  ©ine  gebrochene 
Funktion  ersten  Grades  nehmen.  So  werden  wir  dazu  geführt,  als 
Elementarfunktion  III.  Art  die  folgende  zu  benutzen: 

5)  F{U,  W)  =  ^    ^^h«.'z^n,^ 

&>!  J9=-CO  h     ^  X^   -   t,^ 

indem  wir  nämlich,  ebenso  wie: 

UTci  w  ni 

6)  e  2«i  =  z,      auch  e  2^1  ^  j 

setzen.  Diese  Funktion,  als  Funktion  von  u  betrachtet,  genügt  den 
Funktionalgleichungen  §  43,  (1),  (3);  sie  hat  die  Punkte: 

u  —  w  -\-  2k^w^  +  2  A3  «3 

zu  einfachen  Polen.  In  den  Punkten  u  =  w  -{-  2k^o}^,  z^  —  ^^  ist 
ihr  Eesiduum,  wenn  man  sie  als  Funktion  von  z^  betrachtet: 

ni  S.9 

— c^ 

da  in  der  Umgebung  eines  solchen  Punktes: 

z^-  C''  =  —C''{u-w)-\-  .  .. 

(Ol 

ist,  so  folgt,  daß  sie,  als  Funktion  von  u  betrachtet,  in  einem 
solchen  Punkt  das  Eesiduum  1  hat.  In  den  Punkten  u  =  w  -{-  2  k^a^^ 
-\-  2k^co^,    z^  =  Ä2fcsj2  j^g^^  gjg  g^j^g  Funktiou  von  z^  das  Eesiduum: 

ZLL  ^nftsCfes  -  2)  ^- 2nfcs  +  2 
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also  als  Funktion  von  u  betrachtet,   das  Residuum: 

Da  diese  Residuen  jedenfalls  endlich  und  von  Null  verschieden 
sind,  so  kann  man  durch  Differentiation  von  F[u,  w)  nach  dem 
zweiten  Argument,  das  in  den  Funktionalgleichungen  sonst  nicht  vor- 
kommt, Funktionen  erhalten,  die  denselben  Funktionalgleichungen 
genügen  und  die  im  Periodenparallelogramm  auch  nur  an  je  einer 
Stelle,  an  dieser  aber  bezw.  von  der  zweiten,  dritten  ....  Ordnung 
unendlich  groß  werden.     Z.  B.  ist  die  erste  dieser  Funktionen: 

dF  ni   -r,    .    fni\2   +^ 


8)  l^=^J,+  (^Y-^h^.',2n,__^^ 

dw  Wi  \  (Ol  j  p  =  -cc  (h'^z^  —  'C^f 

Nun  gilt  der  Satz: 

II.  Aus  diesen  Funktionen  und  den  Funktionen  (pa[^)  '^on  §  43  läßt 
sich  jede  reduzierte  elliptische  Funktion  HL  Art  von  u  mit  positiver 
Ordnungszahl  und  der  Charakteristik  (0,  0)  linear  und  homogen  mit 
von  u  unabhängigen  Koeffizienten  zusammensetzen. 

Denn  man  kann  aus  diesen  F[u)  und  ihren  Ableitungen  immer 
eine  Funktion  bilden,  die  an  denselben  Punkten  des  fundamentalen 
Periodenparallelogramms  und  in  derselben  Weise  unendlich  groß 
wird,  wie  die  vorgelegte;  die  Differenz  zwischen  beiden  Funktionen 
ist  dann  eine  Thetafunktion  n^^"^  Ordnung  der  Charakteristik  (0,  0), 
also  nach  §  43  eine  lineare  Verbindung  der  cpa- 

Setzt  man  für  die  F  und  die  cp  die  sie  darstellenden  Reihen 
und  faßt  entsprechende  Glieder  dieser  Reihen  zu  je  einem  zusammen, 
so  erhält  man  jede  reduzierte  elliptische  Funktion  III.  Art  der  Charak- 
teristik (0,  0)  dargestellt  durch  eine  Reihe  der  Form  (2),  in  der  /  eine 
rationale  Funktion  von  z  ist. 


§  52.    Eigenschaften  der  Elementarfunktion  III.  Art  als  Funktion 

ihres  zweiten  Arguments;    Partialbruchzerlegung   der  elliptischen 

Funktionen  III.  Art  von  negativer  Ordnungszahl. 

Die  Funktion  F{u,  w)  ist  bei  gegebenem  u  nach  I,  §  50,  I  eine 
eindeutige  analytische  Funktion  ihres  zweiten  Arguments  Wy  die  für 
alle  endlichen  Werte  von  w  sich  regulär  verhält  mit  Ausnahme  der- 
jenigen, für  welche  f^  gleich  einem  der  Werte  von  h'^p  z^  wird,  d.  h. 
mit  Ausnahme  der  Werte: 

1)       m;  =  7/  +  2  Äj  «1  +  2  A3  «3  [k^,  7^3  =  0,   ±1,   ±  2  .  .  .). 
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In  diesen  Punkten  hat  sie  Pole  erster  Ordnung;  die  zugehörigen 
Eesiduen  sind,  wenn  man  sie  als  Funktion  von  ^^  betrachtet: 

also  wenn  man  sie  als  Funktion  von  w  betrachtet  (da——  =  — L^  ist) 

^        dw  «1  ' 

=    Ä'^  ^3^  ^•^iwfes. 

Vermehrt   man    2c    um    2co^,    so    bleibt    ^^    ungeändert,    man 
hat  also: 

3)  F{u,  10  -{-  2  ft>J  =  F{u,  w). 

Vermehrt  man  aber  w  um  2  co^,  so  geht  f^  inA^J^  über;  man 
erhält  also  zunächst: 

F{u,  ,.  +  2  »3)  =  i^  2  Ä*""^'»^  IJF^-^ 
oder  wenn  man  den  Summationsbuchstaben  p  durch  p  +  l  ersetzt: 

Man  erhält  also: 

F{U,    W  -]-2  fOg)  -  A«  J2  n  (^(^^    ^) 
iyr       +CO  j2np     2n        -2  n 

+  CO 


=  ^      ^^  A"^'  +  ";s2«i>{(y^2p^2)n-1^2  _|_  (^2;,^2)«-2^4  -|-    .  .  .    +  ^2«|^ 

oder  mit  Berücksichtigung  von  §  43  (5): 

Die  einzelne  Funktion  F{u,  w)  ist  also,  als  Funktion  ihres  zweiten 
Elements  betrachtet,  keine  elliptische  Funktion  III.  Art;  aber  eine 
Summe  solcher  Funktionen  kann  eine  elliptische  Funktion  III.  Art 
sein.     Es  gilt  nämlich  der  Satz: 

I.  Die  Summe: 

5)  2A^K. '") 

k 

ist  eine  elliptische  Funktion  III.  Art  von  w,  mit  der  negativen  Ordnungs- 
zahl —  n,  wenn  die  Koeffizienten  Aj^  den  n  Relationen  genügen: 
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6)  2  A  V«  (^)=  0  («  =  0,  1,  2  .  .  .  «  -  1). 

In  diesen  Relationen  sind  die  Ä^^  die  Eesiduen  der  Funktion  in  den 
Polen  M^. 

Man  überzeugt  sich  nun,  daß  in  jeder  reduzierten  elliptischen 
Funktion  III.  Art  mit  negativer  Ordnungszahl  und  der  Charak- 
teristik (0,  0)  die  Residuen  solchen  Relationen  genügen  müssen. 
Ist  nämlich  (I>{u)  eine  solche  Funktion  von  der  Ordnungszahl  —  w, 
^„(m/2(üi)  eine  der  Funktionen  des  §  43,  so  ist  das  Produkt  0cpa 
eine  elliptische  Funktion  I.  Art,  für  die  eine  der  Gleichungen  (6) 
den  Satz  von  der  Summe  der  Residuen  (§  14)  ausdrückt. 

Andererseits  muß  eine  elliptische  Funktion  III.  Art  von  nega- 
tiver Ordnungszahl,  die  keine  Pole  hat,  notwendig  identisch  Null  sein. 

Aus  diesen  beiden  Thatsachen  folgt: 

II.  Jede  reduzierte  elliptische  Funktion  III.  Art  von  negativer 
Ordnungszahl  und  der  Charakteristik  (0,  0)  läßt  sich  in  der  Form  (5) 
darstellen. 

Auf  Grund  der  Sätze  §  37,  VII  und  §  39,  IV  lassen  sich  die 
Sätze  dieses  und  des  vorhergehenden  Paragraphen  auf  beliebige 
elliptische  Funktionen  III.  Art  übertragen. 


SECHSTER  ABSCHNITT. 

♦  Das  Umkehrproblem. 

§  53.    Aligemeine  Grundlagen  für  die  Lösung  des  Umkehrproblems. 

JMunmehr  können  wir  die  am  Schlüsse  des  ersten  Abschnitts 
fallen  gelassene  Fragestellung  wieder  aufnehmen.  Wir  denken  uns 
eine  zweiblättrige  RiEMANNsche  Fläche  mit  vier  willkürlich  an- 
genommenen Verzweigungspunkten  vorgelegt  und  fragen,  ob  es  stets 
möglich  ist,  die  auf  dieser  Fläche  eindeutigen  algebraischen  Funk- 
tionen von  z,  insbesondere  z  selbst  und  ]//"(2'),  als  elliptische  Funk- 
tionen (I.  Art)  des  Wertes  darzustellen,  den  das  zu  der  Fläche  ge- 
hörende Integral  1.  Grades  im  Punkte  z  annimmt. 
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Wir  denken  uns  wieder  die  vorgelegte  Fläche  durch  geeignete 
Eückkehrschnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt; 
dann  müssen  wir  vor  allem  untersuchen,  ob  die  Periodicitätsmoduln 
des  Integrals: 

-{\  —  c  ^^ 

an  diesen  Querschnitten  nicht  etwa  ein  reelles  Verhältnis  zu  einander 
haben.  Dazu  bedienen  wir  uns  des  I,  §  35,  VII  bewiesenen  Hilfs- 
satzes.    Setzen  wir  nämlich: 

2)  u  =  V  -{■  iw, 

wo  also  V  und  w  reelle  Größen  bedeuten  sollen,  so  können  wir  den 
Wert  des  Integrals  fvdw,  genommen  um  die  gesamte  Begrenzung 
der  durch  die  Eückkehrschnitte  einfach  zusammenhängend  gemachten 
EiEMANNSchen  Fläche,  folgendermaßen  durch  die  reellen  und  rein 
imaginären  Bestandteile  der  Periodicitätsmoduln  von  u  ausdrücken. 
Wir  haben  in  §  4  bereits  festgesetzt,  der  positive  Sinn  der' 
Querschnitte  Ä,  B  solle  so  gewählt  werden,  daß  Ä  den  B  von  links 
nach  rechts  überschreitet.  Sind  dann  a^  +  a^  i  und  b^  +  b^  i  die 
Periodicitätsmoduln  von  u  =  v  ■\-  wi  an  diesen  Querschnitten,  so 
finden  wir,  analog  wie  in  §  6: 

\vdw  =  jvdw  +  jvdw  —  jvdw  —  jvdwy 
^x  Bx  ^e  ^e 

=  J(vx  —  VQ)dw-{-j  {vx  —  v^)  dw, 

A  B 

=  a^  I  dw  +  ^1  1  dw  =  a^b^  —  b^  a^ . 

A  B 

Aus  I,  §  35,  VII  folgt  also,  da  u  nicht  auf  der  ganzen  Fläche 
konstant  ist: 

3)  a^b^-b^a.^>0. 

Dadurch  ist  nicht  nur  der  Satz  bewiesen: 

I.  Die  beiden  Periodicitätsmoduln  eines  elliptischen  Integrals  I,  Gat' 
tung  stehen  niemals  in  einem  reellen   Verhältnis  zu  einander  — 

sondern  es  ist  darüber  hinaus  auch  noch  gezeigt: 

II.  Wenn  wir  den  positiven  Sinn  der  Querschnitte  Ä,  B  so  wie  in 
§  6,  VI  geschehen,  festlegen  und  dann  die  Periodicitätsmoduln  an  diesen 
Querschnitten  mit  2  co^  und  2  co^  bezeichnen,  so  e?^ füllen  diese  Perioden 
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gerade  die  §  14,  IV  eingeführte  und  seitdem  stets  festgehaltene  Voraus- 
setzung, daß  der  imaginäre  Teil  des  Periodenverhältnisses  (o^jco^ 
positiv  sei. 

Wir  können  also  in  der  That  mit  den  so  bestimmten  Werten 
als  Perioden  nach  den  Methoden  der  Abschnitte  II  bis  V  elliptische 
Funktionen  von  u  bilden.  Von  einer  solchen  Funktion  ^  [u)  kann 
dann  gezeigt  werden,  daß  sie,  als  Funktion  von  z  betrachtet,  auf 
der  EiEMANNSchen  Fläche  von  s  =  ]//^  {z)  eindeutig  und  bis  auf  Pole 
regulär,  also  nach  §  4,  V  eine  rationale  Funktion  von  z  und  s  ist. 
Denn  einerseits  ist  u  in  der  Umgebung  jedes  Punktes  der  Fläche 
regulär  (§  7,  I),  andererseits  ist  (p{u)  nach  Definition  (§  13,  II)  eine 
bis  auf  Pole  reguläre  Funktion  von  u\  also  ist  es  auch  auf  der 
Fläche  bis  auf  Pole  regulär  (vgl.  I,  §  33,  VII).  Daraus  allein  würde 
nun  noch  nicht  folgen,  daß  es  auch  auf  der  Fläche  eindeutig  ist; 
aber  man  überzeugt  sich  davon  durch  folgenden  Schluß:  Beschreibt 
z  irgend  einen  geschlossenen  Weg  auf  der  Fläche,  der  die  Schnitte 
Ä  und  B  bezw.  k^  mal  und  k^  mal  von  links  nach  rechts  über- 
schreitet, so  vermehrt  sich  u  um  2k^(x)^  +  2k^oj^\  dabei  kehrt  aber 
(p  (u)  zu  seinem  Ausgangswerte  zurück,  da  es  doch  eine  eindeutige 
doppeltperiodische  Funktion  von  u  mit  den  Perioden  2  co^  und  2  w^ 
sein  sollte.     Damit  ist  in  der  That  der  Satz  bewiesen: 

III.  Jede  elliptische  Funktion  I.  Art  des  Integralwertes  m,  deren 
Perioden  mit  den  Periodicitätsmoduln  des  Integrals  übereinstimmen,  ist 
eine  rationale  Funktion  von  z  und  s. 

Wenn  wir  aber  die  Umkehrung  dieses  Satzes  beweisen,  d.  h. 
wenn  wir  zeigen  wollen,  daß  jede  rationale  Funktion  von  z  und  ä, 
insbesondere  z  und  s  selbst,  sich  als  elliptische  Funktion  von  u  dar- 
stellen läßt,  so  giebt  dazu  die  Untersuchung  der  elliptischen  Funk- 
tionen I.  Art  selbst  noch  nicht  die  Mittel;  wir  müssen  sie  dazu 
notwendig  als  Quotienten  zweier  ganzen  Funktionen  darstellen. 
Denn  für  eine  ganze  Funktion  haben  wir  in  dem  Eesiduensatz  ein 
Mittel,  um  festzustellen,  wie  oft  sie  in  einem  gegebenen  Bereich 
einen  gegebenen  Wert  annimmt.  Solche  ganzen  Funktionen  lassen 
sich,  wenn  man  ihre  Nullpunkte  kennt,  nach  I,  §  65  als  unendliche 
Produkte  darstellen;  und  man  bekommt  die  einfachste  Darstellung 
einer  bis  auf  Pole  regulären  Funktion  als  Quotient  zweier  ganzen 
Funktionen,  wenn  man  in  jene  Produkte  nicht  mehr  Exponential- 
faktoren  aufnimmt,  als  zur  Erzwingung  der  Konvergenz  erforderlich 
sind.  Dann  wird  man  aber  gerade  darauf  geführt,  die  elliptischen 
Funktionen  als  Quotienten  je  zweier  gleichändrigen  jACOBischen 
Funktionen  darzustellen. 


§  54.     jAcoBische  Funktionen  des  Integrals  I.   Gattung.         129 


§  54.    JACOBi'sche  Funktionen  des  Integrals  I.  Gattung. 

Es  sei  also  T{u)  irgend  eine  JACOBische  Funktion  7^*«^  Ordnung 
von  u,  deren  Perioden  1.  Art  mit  den  Periodicitätsmoduln  von  u 
übereinstimmen.  Da  u  in  der  „zerschnittenen"  Fläche  F'  eindeutig 
ist  und  T  eine  eindeutige  und  reguläre  Funktion  von  u  ist,  so  folgt 
zunächst,  daß  T{u)  auf  F'  eindeutig  und  in  dem  §  4,  I  definierten 
Sinne  regulär  ist.  Infolgedessen  giebt  der  CAucHYsche  Satz  von  den 
Anzahlen  der  Nullpunkte  und  der  Pole  (I,  §  46,  IV)  direkt  die 
Anzahl  der  Nullpunkte  von  Tu  auf  der  Fläche  F',  wenn  wir  das 
Integral: 

r  1     d  T{u)  ,    _  rr{u)  du  , 

Jt{u)      dz  J    T{u)    dx,        ' 

um   deren  gesamte  Begrenzung  berechnen.     Das  gelingt  aber  ohne 
Schwierigkeit.     Denn  längs  Ä  ist  (§  6,  VII): 

U).  =  z^^  +  2  «^ , 


also: 


ebenso  längs  B\ 


(w).  =  (t^),-2^^'«i; 


\Tuji         \  Tu  JQ 


2  TT  2  «o  . 


Der  andere  Faktor  dujdz  hat  auf  beiden  Seiten  der  Schnitte 
denselben  Wert.     Der  Wert  des  Integrals  wird  also  (vgl.  §  19,  13): 

=  —  2nia^  j du  —  2%ia^  I  du 

A  B 

oder  (nach  §  6,  VIII): 

=  2  TT  2  («3  Wj  —  a^  «g)  =  2  Tii.n 

(nach  §  37,  9).     Es  gilt  also  der  Satz: 

I.  Jede  JACOBische  Funktion  w'*^  Ordnung  des  Integrals  I.  Gattung  w, 
deren  Perioden  I.  Art  mit  den  Periodicitätsmoduln  dieses  Integrals  übe?'- 
einstimmen,  hat  auf  der  zerschnittenen  RiEMANNSchen  Fläche  F'  gerade 
n  Nullpunkte. 

Da  nun  der  Quotient  zweier  gleichändrigen  jACOBischen  Funk- 
tionen w*«'*  Ordnung  eine  elliptische  Funktion  w^er  Ordnung  ist  (§37,  VI) 
und    da   wir    andererseits   unter    einer  Funktion    w*®'"  Ordnung   der 
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Fläche  eine  solche  verstanden  haben,  die  auf  ihr  n  Nullpunkte  und 
also  auch  (§  5,  IV)  n  Pole  hat,  so  können  wir  aus  dem  Satz  I  die 
folgende  nähere  Präzisierung  des  Satzes  §  53,  III  ableiten: 

II.  Jede  elliptische  Funktion  I.  Art  n^^^  Ordnung  des  Integrals 
I.  Gattung  u,  deren  Perioden  mit  den  Periodicitätsmoduln  des  Integrals 
übereinstimmen,  ist  gleich  einer  Funktion  n^^^  Ordnung  der  zu  Grunde 
gelegten  RiEMANNschen  Fläche. 

Wenn  wir  mit  diesem  allgemeinen  Satz  uns  nicht  begnügen 
wollen,  sondern  eine  vorgelegte  elliptische  Funktion  explicite  als 
Funktion  der  Fläche  darstellen  wollen,  so  können  wir  sie  uns  ent- 
weder in  der  Form  des  §  21  oder  in  der  des  §  22  gegeben  denken. 
Im  ersten  Fall  müssen  wir  die  Punkte  der  Fläche  kennen,  die  den 
Polen  der  Funktion  entsprechen,  im  letzteren  Falle  auch  noch  die 
den  Nullpunkten  entsprechenden.  Die  allgemeine  Lösung  dieser  Auf- 
gabe ist  natürlich  identisch  mit  der  allgemeinen  Lösung  des  Umkehr- 
problems selbst,  sodaß  durch  diese  Formulierung  zunächst  nichts  ge- 
wonnen ist.  Wir  können  die  hieraus  entspringende  Schwierigkeit 
auf  doppelte  Weise  überwinden.  Wir  können  einmal  davon  Gebrauch 
machen,  daß  es  uns  noch  freisteht,  die  untere  Grenze  des  Integrals 
beliebig  zu  wählen.  Nehmen  wir  also  eine  Funktion  mit  nur  einem 
Pol  im  Periodenparallelogramm  (der  dann  ein  mehrfacher  sein  muß), 
so  können  wir  diesem  einen  beliebigen  Punkt  der  Fläche  entsprechen 
lassen;  da  eine  solche  Funktion  durch  Angabe  der  Glieder  negativer 
und  nullter  Ordnung  ihrer  Keihenentwicklung  vollständig  bestimmt 
ist,  brauchen  wir  in  diesem  Fall  für  keinen  weiteren  Wert  von  u 
den  zugehörigen  Flächenpunkt  vor  Aufstellung  der  Formeln  zu 
kennen.  Andererseits  aber  können  wir  auch,  wenn  wir  die  untere 
Grenze  in  einen  Verzweigungspunkt  legen,  für  gewisse  spezielle  Werte 
von  u,  nämlich  für  die  Halbperioden,  direkt  die  zugehörigen  Flächen- 
punkte bestimmen.  Der  erste  Ansatz  führt  auf  die  Lösung  des 
Umkehrproblems  durch  pu  und/?'w,  der  zweite  auf  die  Lösung  durch 
Sigma-,  bezw.  Thetaquotienten. 


§  55.    Darstellung  von  pu  und  pu  als  Funktionen  der  Fläche. 

Legen  wir  die  untere  Grenze  des  Integrals  in  einen  willkürlichen 
Punkt  (y,  ]//■(?/))  der  Fläche,  setzen  also: 


1)  .=  r 


X 

dx 


y 
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so  wird  z.  B.  jom  eine  Funktion  von  x  sein,  die  für  x  =  y^  von  der 
zweiten  Ordnung,  sonst  aber  nirgends  unendlich  wird,  und  die  außer- 
dem dadurch  charakterisiert  ist,  daß  ihre  Entwicklung  nach  Potenzen 
von  u  kein  von  u  freies  Glied  enthält.  Eine  solche  Funktion  können 
wir  auf  algebraischem  Wege  bilden ;  dabei  setzen  wir  der  Einfachheit 
wegen  zunächst  voraus,  daß  y  im  Endlichen  liege  und  kein  Ver- 
zweigungspunkt sei.  Wir  haben  schon  in  §  4,  III  gesehen,  daß 
wir  jede  rationale  Funktion  von  x  und  '^f[x)  in  der  Form  darstellen 
können : 

^^  ^;i^)       ' 

in  der  g^,  g^,  g.^  rationale  ganze  Funktionen  von  x  allein  bedeuten. 
Wenn  hier  g^  [x)  für  einen  von  y  und  den  Verzweigungspunkten  ver- 
schiedenen Punkt  I  Null  würde,  würde  die  Funktion  entweder  für 
(^  -i,if¥)=-  WIE))  oder  für  {x  =  |,  ^f(x)  =  -  VaI))  unendlich, 
wenn  nicht  sowohl  ^o(l)  +  ^i  (DVAI).  als  auch  ^p  (g)  -  ^i  (|)  VAg) 
Null  sind.  Dann  müßten  aber  g^  (|)  und  g^  (|)  ]//"(!)  Null  sein ;  man 
könnte  also  mit  x  —  ^  heben.  Wenn  ferner  der  Nenner  für  einen 
Verzweigungspunkt  a  Null  würde,  müßte  g^  [a)  =  0  sein ;  der  Zähler 
würde  dann,  auf  der  Fläche  gerechnet  (§  4,  II),  nur  von  der  ersten 
Ordnung  0,  der  Quotient  also  unendlich,  wenn  nicht  auch  g^  {a)  =  0 
wäre;  dann  könnte  man  aber  mit  x  —  a  heben.  Setzen  wir  also, 
wie  wir  dürfen,  voraus,  daß  gemeinsame  Faktoren  von  Zähler  und 
Nenner  bereits  beseitigt  seien,  so  muß  sich  der  Nenner  auf  [x—yY 
reduzieren.  Ferner  müssen  wir  dafür  sorgen,  daß  die  Funktion  für 
^  =  00  auf  beiden  Blättern  endlich  bleibt;  daraus  folgt,  daß  ^^  (a-) 
höchstens  vom  2.  Grad  und  g-^  von  x  unabhängig  sein  muß.  Endlich 
müssen  wir  noch  dafür  sorgen,  daß  die  Funktion  für  x  =  y, 
yfXx)  =  —  Yf{y)  nicht  unendlich  wird;  dazu  ist  erforderlich  und  hin- 
reichend, daß  der  Zähler  in  diesem  Punkt  von  der  zweiten  Ordnung 
0  wird,  daß  also  nicht  nur: 


yo(y)-.9i(y)yAy)  =  o, 

sondern  auch: 


d(9o(^)-9ii^)Vnx)) 


dx 


=  0 


^  Eine  solche  G-leichung  soll  jedesmal  bedeuten,  daß  nicht  nur  die  Va- 
riable X  den  Wert  y  erhält,  sondern  auch  der  mit  ]/f{x)  bezeichnete  Wert  der 
Quadratwurzel  mit  ]/f{y)  (nicht  mit  dem  entgegengesetzten  AYert)  zusammenfällt. 

9* 
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wird.     Setzen  wir  also: 

9o  W  =  ^^0  (^'  -  y)'  +  A  (^'  -  y)  +  ^2> 

so   sind  Aq,   A^,  A^,  g^   Funktionen  von  y,  zwischen  denen  wir  bis 
jetzt  die  Gleichungen  haben: 


3)  A-9l^/t\y)  =0, 

4)  ^1  -  ^  -^  =  0. 

^  2     ]/f{y) 

Zur  weiteren  Bestimmung  dieser  Funktionen  ziehen  wir  nun 
noch  die  Eigenschaft  der  Funktion  pu  heran,  daß  in  ihrer  Reihen- 
entwicklung nach  Potenzen  von  u  auf  das  Glied  w"^  sogleich 
Glieder  mit  positiven  Exponenten  folgen.  Infolgedessen  muß  die 
Entwicklung  der  Funktion  (2)  nach  Potenzen  von  x  —  y  —  t  in  den 
Gliedern  (—  2)*®^,  (—  1)*^^  und  0*^^  Ordnung  übereinstimmen  mit  der 
entsprechenden  Entwicklung  von  u-'^.  Die  letztere  erhalten  wir 
aus  §  7  (7);  schreiben  wir  zur  Abkürzung  /;  f,  f"  für  /'(y),  f\y\ 
f"{y\  so  lautet  sie: 

•      «-2  =  /v-2  {i  +  1-  ^  <  +  (_  ^Vf'  +  i  f )  <^  +  •  •  •} ; 

die  erstere  wird  (vgl.  §  7,  5): 
A^t-'- ^- A^t-^  ■\- A^ 

Man  erhält  also  zu  den  zwei  Gleichungen  (3)  und  (4)  noch  die 
drei  weiteren: 

5)  /■=  ^2+^11/7,      • 

7)  -  tV  Y  +  \f"  =  A  +  .9:  (-  i  ^>  i  fl  • 

Aus  (3)  und  (5)  folgt: 

9,- Mm-.      ^,  =  \f(y), 

aus  (4)  und  (6)  dann  übereinstimmend: 

^A  =  \f\y\ 

endlich  aus  (7): 

\  =  i-J"{y)- 
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Somit  erhalten  wir: 

y 
mit: 

r  ^{^,  y)  =  f[y)  +  i  (^  -  y)r{y)  +  tV  (^  -  yfriy) 

9)  <  =  öo  ^^y^  +  2«!  {x^y  +  xy^)  +  a^  [x"^  +  4:xy  +  y^) 

+  2ß3(:r +  ?/)  +  «4. 

Man  sieht,  daß  diese  Funktion^  ungeändert  bleibt,  wenn  man 
X  und  y  vertauscht;  wie  es  sein  muß,  da  die  übrigen  Bestandteile 
der  Gleichung  (8)  diese  Eigenschaft  haben. 

Wir  hatten  vorausgesetzt,  daß  y  im  Endhchen  hege  und  kein 
Verzweigungspunkt  sei,  können  uns  jedoch  von  diesen  Einschrän- 
kungen nachträglich  frei  machen.  Denn  beide  Seiten  bleiben  stetig, 
wenn  y  in  einen  der  ausgeschlossenen  Punkte  rückt;  wir  können 
also  den  Grenzübergang  ausführen.     Wir  erhalten  so  einmal: 

X 

10)  P  (/^)  =\[%x^  +  2a,x  +  a,  +  ff^)  ^a,\ 

(das  Vorzeichen  von  j/a^  unterscheidet  die  Punkte  00  der  beiden 
Blätter).  Lassen  wir  andererseits  y  in  einen  Verzweigungspunkt  a 
rücken,  so  ist  f{ci)  =  0;  wir  können  daher  auch  F{x,  a)  in  die 
Form  setzen: 

«oCf2(^2_  ^2)^  2  a^[x^  aA-  X  a^  -  2  a^)  +  a^[x^  +  4  x  a  +  a^  -  ß  a^) 

+  2a^{x  +  a  -2a). 

Wir  können  also  in  diesem  Falle  mit  (x  —  a)  dividieren  (wie 
es  sein  muß)  und  erhalten  die  Gleichung: 


11) 


'(sm-"^ 


(rc  +  «)  +  2  «1  a  (03  +  2  a)  +  «2  (^  +  5 «)  +  2  ag 


2{x-  a) 
_  1 


In  ganz  analoger  Weise  könnten  wir  nun  auch  p'u  ausdrücken. 


^  F  {x,  y)  ist  bis  auf  einen  Zahlenfaktor  diejenige  Funktion,   die  man  in 
der  Invariantentheorie  als  zweite  Polare  von  f{x)  zu  bezeichnen  pflegt. 
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Wir  kommen  aber  einfacher  zum  Ziele,   wenn  wir  den  gefundenen 
Ausdruck  differentiieren.     Wir  erhalten: 

X 

dx  \       du 
P 


^  fix)    , 

__  Fix,  y)  +  yf{x)yfiy) Vfix)   

ix  -yf  "^               2  ix-  yf 

-  1 


{{F{:r,  y)  -  \[x  -  y)F,[x,  y))^fip:) 


ix  -  yfVfix) 

+  {ax)-^{x-y)f{x))^m 

Der  Koeffizient  von  ]//'(y)  in  der  Klammer  ist:^ 

3        1 

F[x,  y)  —  y  [ttf^  x^  -{-  ^  a^x^  -{■  ^  a^x  -\-  a^) 
-\-  {a^  x^  -{-  3  a^  x^  -\-  H  a^  X  -{-  a^) ; 

der  Koeffizient  von  ]//'(^)  muß  aus  ihm  durch  Vertauschung  von  x 
mit  y  hervorgehen,  da  p'u  bei  Vertauschung  von  x  mit  y  sein 
Zeichen  wechselt;  man  erhält  also: 

X 

12)  p'  I  f   ^)  =    Fix,  y)  Vfix)  +  Fix,  y)y7iy)    . 

speziell  für  y  =  oo: 

X 

oo 

und  für  y  =  a: 

Die  Formeln  gelten  auch  für  den  Fall,  daß  die  Funktion  unter 
dem  Wurzelzeichen    nur   vom    dritten    Grade    ist;^    man   hat   dann 


^  Die  erste  Polare  von  fiy),  genommen  nach  x,  in  der  Sprache  der 
Invariantentheorie. 

^  Will  man  (vgl.  die  vorhergehenden  Noten)  in  diesem  Falle  die  Polaren 
bilden,  so  hat  man  fix)  nicht  als  eine  Funktion  3.  Grades  zu  behandeln,  sondern 
als  eine  Funktion  4.  Grades,  deren  erster  Koeffizient  0  ist. 
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X 

einfach  «n  =  0  zu   setzen.     Es  wird   dann    p  1  \     _^\    eine   eanze 

GO 

lineare  Funktion  von  x.  jNimmt  man  insbesondere  an,  die  Funktion 
unter  dem  Integralzeichen  habe  die  spezielle  Form,  die  in  der  Glei- 
chung (9)  von  §  18  aufgetreten  war,  es  sei  also: 

«0  =  ö^       ^1  =  1^       S  =  ö^ 
so  erhält  man  direkt: 

00  GO 

Man  kann  nun  auch  Ausdrücke  von  g^  und  g^  durch  die  Koef- 
fiziention von  f  ableiten,  indem  man  die  durch  Elimination  von  x 
entstehende  Gleichung  zwischen  p  und  p'  mit  §  18,  (6)  vergleicht. 
Mit  den  allgemeinen  Ausdrücken  (8)  und  (12)  würde  diese  Eechnung 
ziemlich  umständlich  sein;  aber  da  die  Existenz  und  die  Form  der 
gesuchten  Relation  bereits  feststeht  und  es  sich  nur  noch  um  die 
Bestimmung  ihrer  Koeffizienten  handelt,  können  wir  x  und  y  irgend- 
wie spezialisieren.  Setzen  wir  z.  B.,  wie  schon  in  (10)  und  (13)  ge- 
schehen, y  =  00  und  dazu  noch  x  =  0,  so  erhalten  wir: 


also 


p 

=  i(«2  + 

y«oy«4)> 

p 

=  «,]/«;  +  «3ys' 

«0 

«3'-i«o 

-  «0  «4  +  4 

«4 
«1 

«3 

i 

3  «2 

+ 

-i-y«o«4(- 

')' 

als( 

)  gleich 

-i.^2K   +y«0«4)-^3 

sein,  und   zwar  muß   diese  Gleichung  für  jeden  der  beiden  Werte 
der  Quadratwurzel  bestehen.     Man  erhält  so: 

19)  g^  =  «0  «2  «4  -  «0  S^  -  «1^  «4  +  2  öj  «2  «3   -  «2^. 

Eine  besonders  einfache  Formel  ergiebt  sich  noch,  wenn  man: 


X  X 

dz  r   dx 


20)  u=C-p=.,        v=f 

J  VfM  J 


vm  J  Vm 


136  DcLs   Umkehrproblem. 


setzt  und  nun  pu  —  pv  als  Funktion  von  x  und  |  darstellt.     Man 
erhält  aus  (11): 


21)       pu-pv  =  ina){-^-j^} 


{x  -  a)  (I  -  a) 


§  56.    Darstellung  der  Sigma-  und  Thetaquotienten 
als  Funktionen  der  Fläche. 

Eine  andere  Art,  elliptische  Funktionen  von  u  als  rationale 
Funktionen  von  z  und  '^f(z)  darzustellen,  erhalten  wir,  wenn  wir 
folgenden  Umstand  berücksichtigen:  Für  gewisse  Werte  von  u  können 
wir  die  zugehörigen  Werte  von  x  unmittelbar  angeben,  wenn  wir 
die  untere  Grenze  in  einen  Verzweigungspunkt  legen:  nämlich  für 
die  halben  Perioden.  Wir  wissen  nämlich  einerseits  aus  §  18,  p.  47, 
daß  p'u  dann  und  nur  dann  gleich  0  wird,  wenn  u  gleich  einer 
halben  Periode  wird.     Andererseits  zeigt  Gleichung  (14)  von  §  55, 

X 

daß  ;/(/)  Null    wird    in    den    von    a    verschiedenen  Verzweigungs- 

a 

punkten.  Diese  Überlegung  giebt  uns  noch  keinen  Aufschluß  darüber, 
welche  Halbperiode  zu  jedem  einzelnen  Verzweigungspunkt  gehört; 
und  in  der  That  kann  darüber  auch  keine  Auskunft  gegeben  werden, 
solange  über  die  Wahl  der  Rückkehrschnitte  auf  der  RiEMANNSchen 
Fläche  noch  nichts  verfügt  ist.  Wir  müssen  also  jetzt  darüber  Ver- 
fügung treffen;  wir  wollen  folgendes  festsetzen^  (vgl.  Fig.  26): 

I.  Die  Übergang slinien  sollen  a^  mit  a^  und  ce^  mit  a^  verbinden., 
ohne  sich  zu  überkreuzen;  der  Querschnitt  B  soll  im  ersten  Blatt  liegen 

und  in    ihm    a^    und  a^   von   a^   und  u^ 
^^         ^ß  trennen;    sein   Richtungssinn  soll  so  fest- 

gelegt sein,  daß  a^  und  a^  rechts,  a^^  und 
«3   links    von  ihm   liegen;   Ä  soll  Uq   und 
Y{pr   26  ^1    ^^^    ^2    ^^^   ^^3    l''^^'n^nen^    also    beide 

Üb  er  gang  slinien  überschreiten,  und  sein 
Richtungssinn  soll  übereinstimmend  mit  der  Festsetzung  §6,  VI  fest- 
gelegt sein. 

Wir  können  nun  die  Rückkehrschnitte  bis  dicht  an  die  Über- 
gangslinien heran  zusammenziehen.  Es  erscheint  dann  A  als  ein 
Weg,    der  von  a^   im  ersten  Blatt  nach  a^    hin,    im    zweiten  Blatt 


*  Man  beachte,  daß  über  die  Numerierung  der  Verzweigungspunkte  nichts 
festgesetzt  wird. 
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nach  a^  zurückführt,  B  als  ein  Weg,  der  rechts  von  der  Übergangs- 
linie  a-^  a^  von  a^  nach  a^  hin,  links  von  ihr  nach  a^  zurückführt. 
Bezeichnen  wir  mit  '^f\z)  den  Wert,  den  die  Quadratwurzel  im 
ersten  Blatt  links  von  der  Linie  a^  a^  a^  hat  und  beachten,  daß 
längs  a^  a^  der  Wert  im  zweiten  Blatte,  längs  a^  u^  der  Wert  auf 
der  andern  Seite  der  Übergangslinie  der  entgegengesetzte  ist,  so  er- 
halten wir  aus  §  6,  VIII: 

d%      ,     f*      dx  o  r   dx 


'       J  Vax)    J  -  VfM         J 


«1  ag  tti 

eil  «0  «1 

9        _         f*   d%  n      dx       __       (}  C  ^ 


«0  <h  «(, 

also: 


vn^)       "    J  vn^) 

Ebenso  können  wir  aber  auch  die  Rückkehrschnitte  über  die 
Kugel  hin  jedesmal  bis  zu  den  beiden  andern  Verzweigungspunkten 
zusammenziehen;  wir  erhalten  dann; 

«3  «3 

dx  c   dx 


'^  '"^=ivm'  "^=/ 


Vf(x)  J  ]/f(z) 

«0  «2 


Wir  erhalten  daraus  noch: 


dx  r   dx 


Vfix)  J  Vfix) 

Wir  entnehmen  diesen  Formeln  den  folgenden  Satz: 

II.    IFenn  wir  die  untere  Grenze  des  Integrals  in  den  Ver zweigung s- 
punkt  «j   legen,  entsprechen 

den   Werten:       u  =  oj^,       co^,      cu^, 
bezto.  die   Werte:      x  =  a^,       «3,       a^^. 

Damit  erhalten  wir  aus  der  Gleichung  (21)  von  §  55  die  fol- 
genden speziellen  Fälle: 
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4) 


Wir  können  übrigens  diese  Ausdrücke  auch  unabhängig  von 
den  Eechnungen  des  vorigen  Paragraphen  erhalten,  wenn  wir  zuerst 
Nullpunkte  und  Pole  beider  Seiten  in  Übereinstimmung  bringen  und 
den  dabei  noch  unbestimmt  bleibenden  konstanten  Faktor  durch 
Vergleichung  der  ersten  Glieder  der  Entwicklungen  in  der  Umgebung 
von  M  =  0,  X  =  a^  festlegen. 

Aus  (4)  ergeben  sich  nun  auch  die  Ausdrücke  der  Differenzen 
der  e  durch  die  Wurzeln  von  f[z\  nämlich: 


5) 


'2  4  '^O  V^O 

'3   ~  ¥  '^O  \^2 


^1)  K 

^1)  (C^3 


^3   -   ^1    =    ¥  S  («3   -   ^1)  (^0   -   «2)- 


Aus  diesen  Ausdrücken  und  aus  §  18,  (12)  bis  (14)  erhält  man 
Ausdrücke  von  g^  und  y^  durch  symmetrische  Funktionen  der 
Wurzeln  von  f{z)\  diese  müssen  natürlich  mit  den  Ausdrücken  von 
^2  und  ^3  durch  rationale  Funktionen  der  Koeffizienten  von  f{z) 
§  55,  (18),  (19)  übereinstimmen. 

Vielfach,  namentlich  zum  Zweck  numerischer  Berechnungen,  ist 
es  wünschenswert,  in  die  Lösung  des  Umkehrproblems  die  Theta- 
funktionen  einzuführen.  Man  kann  dazu  entweder  von  den  Formeln 
5  von  §  30  aus  gelangen,  indem  man  den  Durchgang  durch  die 
Sigmafunktionen  nimmt;  oder  man  kann  direkt  an  die  Sätze  von 
§  54  anknüpfen. 

Die  genannten  Formeln  liefern  zunächst: 


6) 


^\U         IT  / ; z~, ^  ,  /  rc  —  ao 


Hier  bedürfen  nur  die  Vorzeichen   der  Quadratwurzeln  einiger 
Erläuterung.     In  jeder  einzelnen  der   drei  Formeln  kann  man  sie 
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an  und  für  sich  zunächst  für  einen  bestimmten  Punkt  behebig 
wählen;  sie  bleiben  dann  richtig,  wenn  man  von  diesem  Punkt  aus 
beide  Seiten  auf  entsprechenden  Wegen  analytisch  fortsetzt.  (So 
ändert  z.  B.  die  linke  Seite  der  ersten  Gleichung  nach  §  33,  (3)  ihr 
Vorzeichen,  wenn  man  m  um  2  «g  vermehrt.  Eine  solche  Vermehrung 
kommt  aber  dadurch  zu  Stande,  daß  man  x  den  Periodenweg  Ä 
durchlaufen  läßt;  da  dieser  a^,  nicht  aber  a^  umkreist,  ändert  auch 
die  rechte  Seite  ihr  Zeichen.)  Ist  aber  in  zweien  der  drei  Glei- 
chungen das  Vorzeichen  fixiert,  so  ist  es  mit  Eücksicht  auf  §  30,  (6) 
in  der  dritten  so  zu  wählen,  daß  die  Multiplikation  der  drei  rechten 
Seiten  das  (—  2)  fache  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (14)  von  §  55 
ergiebt.    Führen  wir  nun  die  Thetafunktionen  ein,  so  erhalten  wir: 


v- 


]/(ei  -  e^){e^  -  e,)      _  d-^{v) 


«1         1/2  («1  -  «o)  («1  -  «3)      ^1  («') 

oder  wenn  wir  die  Differenzen  der  e  durch  ihre  Ausdrücke  aus  (5) 
ersetzen: 


und  ebenso: 


«2)  (^«0  -  «2)      ^'i  (^) 


'l)(«3   -    «1)  ^l(^) 


ON  ,  /a;  -  «3   _  ^  y      K  -  «3)  («2  -  «3)     ^sC^) 

^  [/    «^  -  «1  ^V     '   («0  -  «1)  («2  -  «x)   '  ^riv)  ' 


^)  l/^-  =  *V^«o{^ 


«0)   («8    -    «0)  ^o(*') 


«l)(«3-«l)  ^l(«') 

Man  kann  diese  Formeln  auch  aus  der  Theorie  der  Theta- 
funktionen ableiten,  ohne  von  den  Funktionen />m  und  gu  Gebrauch 
zu  machen.  Man  erhält  zunächst,  indem  man  das  Verhalten  beider 
Seiten  bei  Vermehrung  des  Arguments  um  Perioden,  sowie  die  Pole 
und  Nullpunkte  vergleicht: 


V- 


^    Q     ^2(«') 


Um  die  Konstante  zu  bestimmen,  kehrt  man  die  Brüche  um, 
differentiiert  beiderseits  nach  v  und  setzt  dann  v  =  0  (also  x  —  a^); 
man  erhält  unter  Berücksichtigung  von  §  50,  (3): 


1             l/^-«l  1 

Vix- 

«2)  {x  -  «i)        y(x  -  a^f  J 

_    («1  -  «2)  Vfix)  Wi 

Vix  -  «1)  {x  -  a^f 
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und  daraus: 


1         ,^    ^2(0) 


=    CO 


y«o  (^1  -  «o)K  -«3)' 


1  ^/(O) 

also: 

V     X  -  aj^  «1^2(0)  ]/«o  («1  -  «0^  («1   -  «3)     -^M  ' 

sowie  zwei  analoge  Formeln.  Diese  Formeln  lassen  sich  weiter 
reduzieren,  wenn  man  in  ihnen  die  Thetanullwerte  durch  ihre  Aus- 
drücke ersetzt;  man  kann  aber  auch  umgekehrt  Ausdrücke  für  die 
Verhältnisse  der  Thetanullwerte  aus  ihnen  entnehmen.  Setzt  man 
z.  B.  in  der  Formel: 


1  n  1  /^  ~  "2  ^  1  /«i  -  «2   ^3(0)  ^(^ 

f  y    X-  a^  1/  «1  -  «3    ^2(0)     (^z{v. 


V  = 


1 


\t,  X  =  cCq  und  benutzt  die  Formel  (7)  von  §  46,  so  erhält  man: 


1 2\  ^3(0)  „  1  /K-«2)(«i  -«3) 

^  MO)        [/ («o-«3)K-a2)' 

sowie  zwei  analoge  Formeln;  jede  derselben  setzt  den  Quotienten 
zweier  Thetanullwerte  der  vierten  Wurzel  aus  einem  Doppelverhältnis 
der  Verzweigungspunkte  gleich.  —  Setzt  man  in  (10)  direkt  x  =  a^, 
V  =  0  und  geht  zur  Grenze  über,  so  erhält  man  ebenso: 

Aus  diesen  Formeln  kann  man  auch  die  Thetanullwerte  selbst 
bis  auf  ein  gemeinsames  Vorzeichen  bestimmen,  wenn  man  die 
Gleichung  (4)  von  §  50  zu  Hilfe  nimmt.     Man  erhält  zunächst: 

.^,(0)^3(0)^0(0) 


=  y«oMs  -  «i)(«2  —  <^i)K  -  ^i)K  -  c;2)K  -  <^3)K  -  ^o)> 

also: 

14)  ,'^,'{0)  =  -LyG 

yn 

und  folglich: 

15)  ,f,  (0)  =  |/^    i/K-''3)(«2-'^l)  • 

16)  *3(0)  =  1/^   1/(S^«o)(«3-S). 


17)  *„(0)  =  |/^y(«3-«,)K-«,)- 


§57.     Die  Integj'ale  IL  und  III.   Gattung.  141 

Zwei  andere  Methoden  zur  Bestimmung  dieser  Thetanullwerte 
werden  wir  in  §  59  und  in  §  83  kennen  lernen. 

Durch  Umkehrung  der  Formeln,  dieses  Paragraphen  erhält  man  x 
und  ]//  (^)  —  und  damit  überhaupt  jede  Funktion  der  Fläche  —  als 
elliptische  Funktionen  I.  Art  von  u  dargestellt.  Die  in  §  10  gestellte 
Frage  ist  also  zu  bejahen. 

§  57.    Die  Integrale  II.  und  III.  Gattung  als  Funktionen 
des  Integrals  I.  Gattung. 

Da  wir  die  algebraischen  Funktionen  der  Fläche  als  elliptische 
Funktionen  des  Integrals  I.  Gattung  ausgedrückt  haben,  können  wir 
die  Integrale  algebraischer  Funktionen,  die  wir  im  ersten  Abschnitt 
summarisch  untersucht  haben,  in  Integrale  elliptischer  Funktionen 
überführen.  Für  die  letzteren  haben  wir  in  §  24  (7)  einen  all- 
gemeinen Ausdruck  kennen  gelernt;  wir  müssen  jetzt  die  einzelnen 
Bestandteile  desselben  als  Funktionen  der  oberen  Grenze  x  des 
Integrals  untersuchen. 

Die  Summe: 

ist  eine  auf  der  Fläche  eindeutige  algebraische  Funktion  von  x. 
C^u  ist  ein  Integral  erster  Gattung. 
Die  Terme: 

2)  i[u  —  aj  =  —  J p  [u  —  a^)  du 

stellen  Integrale  zweiter  Gattung  vor;  und  zwar  sogen.  Elementar- 
integrale  zweiter  Gattung,  d.  h.  solche,  die  nur  in  einem  Punkte  der 
Fläche,  in  diesem  nur  von  der  ersten  Ordnung  und  mit  dem  Re- 
siduum 1  unendlich  groß  werden.  Zufolge  §  55,  (8)  läßt  sich  ein 
solches  Elementarintegral,  dessen  Pol  im  Punkte  z ,  '^f(z')  liegt, 
folgendermaßen  darstellen: 

^iz')  _  _  }  F{K,  %')  +  ]/ m\/fW)  dx 

Jedes  andere  Elementarintegral  IL  Gattung  mit  demselben  Pol 
entsteht  aus  diesem  durch  Addition  des  mit  irgend  einer  Konstanten 
multiplizierten  Integrals  I.  Gattung;  denn  die  Differenz  zweier 
Elementarintegrale  I.  Gattung  mit  demselben  Pol  wird  nirgends  mehr 
unendlich.     Unter  allen  diesen  Elementarintegralen  II.  Gattung  kann 
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das  durch  die  Formel  (3)  dargestellte  als  ^^algebraisch  normiertes 
Elementar  integral''  herausgehoben  werden.  Andererseits  kann  man 
aber  auch  den  konstanten  Faktor  des  zutretenden  Integrals  I.  Gattung 
so  wählen,  daß  eine  Periode  des  Elementarintegrals  II.  Gattung, 
z.  B.  die  erste,  gleich  Null  wird;  man  erhält  dann  ein  ytransscendent 
normiertes  Elementarintegral  II.   Gattung^': 

4)  2  ft>,  — ^ f  —  2  7y,  M  =  -~ f 

(wenn  u  =  2  co^v,     a  =  2  co^a  gesetzt  wird). 

Die  Darstellung  dieser  normierten  Elementarintegrale  als  Funk- 
tionen von  u  zeigt,  daß  von  ihnen  der  Satz  gilt: 

I.  Die  Perioden  sowohl  des  algebraisch^  als  des  transscendent  nor- 
mierten Elementarintegrals  II.  Gattung  sind  von  der  Lage  des  Pols 
unabhängig. 

Daraus  folgt  dann  weiter,  daß  die  Differenz  zweier  solcher  in 
derselben  Weise  normierter  Elementarintegrale  I.  Gattung  mit  ver- 
schiedenen Polen,  z^',  z^,  aber  derselben  oberen  Grenze,  als  Funktion 
dieser  oberen  Grenze  betrachtet,  eine  auf  der  unzerschnittenen 
Fläche  F  eindeutige  Funktion,  also  (§  4,  Y)  eine  rationale  Funktion 
von  X  und  y/'(x)  ist.  Den  expliciten  Ausdruck  dieser  Funktion  er- 
hält man  aus  der  Gleichung  (vgl.  §  23,  4): 

5^     nv  —  n  \      rill      n\-  rin       n\      1  p'(^  -  ^i)  +  v'Ju  -  a^) 

wenn  man  in  ihr  die  Funktionen  p  und  p  durch  ihre  Ausdrücke 
(§  55,  8  und  12)  ersetzt.^ 

Was  endlich  die  Terme  betrifft: 

n 

60  lassen  sie  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Relation  §  24,  (4)  um- 
formen in: 

f^l  °   (Tiu  -   an) 


Eine  Funktion  der  Form: 
6)  log 


(t{u  —  a) 
(t{u  —  h) 


^  Natürlich  kann  man  auch  damit  beginnen,  daß  man  die  der  Gleichung  (5) 
entsprechende  algebraische  Identität  auf  algebraischem  Wege  ableitet,  und  dann 
aus  ihr  rückwärts  den  Satz  I  erschließen. 
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ist  als  Funktion  auf  der  Fläche  F  betrachtet  j  auch  auf  der  durch 
die  Rückkehrschnitte  Ä  und  B  einfach  zusammenhängend  gemachten 
Fläche  F'  nicht  eindeutig,  sondern  erst  auf  einer  Fläche  F",  die 
entsteht,  wenn  man  vom  Schnittpunkt  von  Ä  und  JB  noch  Einschnitte 
nach  denjenigen  Punkten  x,  y  der  Fläche  legt,  die  bezw.  den  Argu- 
mentwerten a,  h  zugehören.  Bei  Überschreitung  eines  dieser  Ein- 
schnitte, oder  eines  der  Rückkehrschnitte  vermehrt  sich  die  Funk- 
tion (6)  um  Konstante.  Sie  ist  also  zufolge  §  6,  IX  und  XI  ein 
Integral  III.  Gattung,  und  zwar  nennen  wir  sie  ein  Elementar  integral 
IIL  Gattung,  sofern  sie  keine  algebraischen  und  nur  zwei  logarith- 
mische Unstetigkeitspunkte  und  in  diesen  die  logarithmischen  Re- 
sidua  +  1  und  —  1  hat.  Jedes  andere  Elementarintegral  III.  Gattung 
mit  demselben  Pol  entsteht  aus  ihm  durch  Addition  des  mit  irgend 
einer  Konstanten  multiplizierten  Integrals  I.  Gattung;  unter  ihnen 
allen  kann  das  in  der  Form  (6)  darstellbare  als  algebraisch  normiert 
hervorgehoben  werden.  Andererseits  kann  man  auch  den  konstanten 
Faktor  des  zutretenden  Integrals  I.  Gattung  so  wählen,  daß  der 
Periodicitätsmodul  an  Ä  gleich  Null  wird;  man  erhält  dann  das 
transscendent  normierte  Elementarintegral  III.  Gattung: 

l°g  Viir^)  +  -«;   {a-l>)iu-a-b)  =  log  ^1^. 

Wir  können  also  aus  dem  Satze  von  §  24  über  elliptische 
Funkäonen  mit  Hilfe  des  ümkehrtheorems  den  folgenden  Satz  über 
elliptische  Integrale  ableiten: 

II.   Jedes  elliptische  Integral  läßt  sich  darstellen   als  Summe  aus: 
einer  algebraischen  Funktion  der  Fläche; 
einem  Integral  L   Gattung; 

einem    mit    einer   Konstanten    multiplizierten   Elementarintegral 
LL.   Gattung,  dessen  Pol  beliebig  gewählt  teer  den  kann; 
und  einer  Anzahl  von  mit  Konstanten  multiplizierten  Elementar- 
integralen LLL.   Gattung. 


§  58.    Übertragung  der  Sätze  von  Liouville  und  Hermite 

auf  die   RiEMANN'sche  Fläche:   das  ABEi'sche  Theorem   und   der 

RiEMANN-RocH'sche  Satz. 

Auf  Grund  der  Resultate  der  vorhergehenden  Paragraphen  und 
des  Satzes  V  von  §  7  können  wir  die  Sätze,  die  wir  über  elliptische 
Funktionen  kennen  gelernt  haben,  auf  rationale  Funktionen  einer 
Variabein  z    und    der    Quadratwurzel    aus    einer   ganzen    Funktion 
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dritten  oder  vierten  Grades  von  z  übertragen.  Wir  erhalten  dabei 
zum  Teil  frühere  Sätze  wieder;  so  ist  z.  B.  §  13,  I  äquivalent  mit 
§  5,  VI;  §  14,  V  mit  §  5,  III;  §  15,  II  mit  §  5,  V.  Außerdem 
erhalten  wir  aber  auch  noch  andere,  für  uns  neue  Sätze.  So  liefert 
§  14,  VI  den  im  ersten  Abschnitt  wenigstens  nicht  ausdrücklich 
ausgesprochenen  Satz: 

I.  J^Js  giebt  keine  rationale  Funktion  von  z  und  s,  die  nur  in  einem 
Punkte  der  Fläche  und  in  ihm  nur  von  der  ersten  Ordnung  unendlich 
groß  würde. 

Die  Sätze  von  §  16  und  §  22  geben,  wenn  man  mit  u{x)  den 
Wert  des  Integrals  I.  Gattung  bezeichnet,  dessen  obere  Grenze  x  ist,. 
folgende  Formulierung: 

II.  Wenn  x^,  x^  .  .  .  x^  die  Nullpunkte,  g^,  g^  .  .  .  g^  die  Pole  einer 
Funktion  der  Fläche  sind,  so  ist: 

1)       u{x^)  +  u{x^)  +  .  .  .  +  u{x^)  ^u{g^)  +  u{g^)  +  •  •  •  +  u{gj 


(modd.  Per.); 


und  umgekekrtj  wenn  eine  solche  Relation  besteht,  existiert  eine  F^unktion 
der  Fläche,  die  in  den  Punkten  x  und  nur  in  diesen  Null,  und  in  den 
Punkten  g  und  nur  in  diesen  unendlich  wird. 

Der  erste  Teil  dieses  Satzes  ist  ein  sehr  spezieller  Fall  dea 
großen,  auf  beliebige  algebraische  Irrationalitäten  sich  beziehenden 
Theorems,  das  den  Namen  seines  Entdeckers  N.  H.  Abel  trägt. 

Zwei  Punktaggregate  [x^  .  .  .  x^  und  [g^  .  .  yj,  die  durch  die 
Kelation  (1)  verbunden  sind,  nennt  man  „äquivalente^  oder  „corresidual'^,. 

Man  kann  in  dem  Satze  II  statt  Null  und  Unendlich  zwei  be- 
liebige andere  konstante  Werte  a,  b  setzen.  Denn  wenn  eine 
Funktion  ip  in  den  Punkten  x  den  Wert  a,  in  den  Punkten  g  den 


Wert  b  annimmt,  so  wird: 


yj  —  a 


tff  —  b 

in  den  ersteren  Null,  in  den  letzteren  unendlich;   und  umgekehrt« 
Setzt  man: 


dx 

=  u^ 


2)  f    ^ 

J  Vfix) 

y 
so  kann  man  Gleichung  (1)  auch  so  schreiben: 

2  ^a;,-  j/i  ^  Ö     (modd.  Per.) 
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Übrigens  ist  wesentlich,  daß  die  Gültigkeit  des  Satzes  II  keines- 
wegs auf  einfache  Nullpunkte  und  Pole  beschränkt  ist;  es  ist  nur 
jeder  mehrfache  Nullpunkt  oder  Pol  so  oft  unter  die  x,  bezw.  die  y 
aufzunehmen,  als  seine  Ordnungszahl  angiebt. 

Einen  weiteren  fundamentalen  Satz  über  rationale  Funktionen 
von  z  und  s  erhalten  wir  aus  dem  ÜERMiTEschen  Satz  §  43.  Dazu 
müssen  wir  zunächst  diesen  letzteren  auf  elliptische  Funktionen  über- 
tragen, indem  wir  mit  einer  der  gleich ändrigen  jACOBischen  Funk- 
tionen dividieren;  wir  erhalten  dann  den  Satz: 

III.  Alle  elliptischen  Funktionen  desselben  Periodenparallelogramms, 
die  nirgendwo  sonst  als  in  gegebenen  Punkten  und  in  diesen  nicht  von 
höherer  als  je  einer  gegebenen  Ordnungszahl  unendlich  werden,  lassen 
sich  linear  und  homogen  durch  so  viele  voneinander  linear  unabhängige 
solche  Funktionen  ausdrücken,  als  die  Summe  der  gegebenen  Ordnungs- 
zahlen beträgt. 

Man  kann  diesen  Satz  auch  aus  der  Gleichung  (6)  von  §  24 
ablesen,  wenn  man  beachtet,  daß  die  in  ihr  auftretenden  Konstanten 
durch  keine  andere  Bedingung  als  die  Gleichung  (4)  daselbst  in 
ihrer  Willkürlichkeit  eingeschränkt  sind. 

Weiter  erhalten  wir  aus  III: 

IV.  einen  ganz  ebenso  lautenden  Satz  über  rationale  Funktionen 
von  z  und  .s.  Auch  dieser  Satz  ist  ein  sehr  spezieller  Fall  eines 
allgemeinen,  auf  beliebige  algebraische  Irrationalitäten  bezüglichen, 
der  als  EiEMANN-RocHscher  Satz  bezeichnet  zu  werden  pflegt. 

Man  beachte,  daß  auch  die  Konstanten  mit  zu  denjenigen  Funk- 
tionen zu  zählen  sind,  von  denen  in  diesen  Sätzen  III  und  IV  die 
Rede  ist. 

§  59.    Bestimmung  der  Thetanullwerte 
unter  Benutzung  von  Integralen  II.  Gattung. 

Auf  Grund  der  Entwicklungen  der  letzten  Paragraphen  erhält 
man  eine  direkte  Bestimmung  der  Thetanullwerte  selbst  (nicht  bloß 
ihrer  Quotienten)  durch  folgende  Überlegungen.  Halten  wir  drei 
von  den  Verzweigungspunkten,  sowie  die  Grenzen  eines  Integrals 
I.  Gattung  fest,  so  ist  es  noch  abhängig  von  dem  vierten  Verzwei- 
gungspunkt. Solange  der  Integrationsweg  diesen  nicht  berührt, 
dürfen  wir  die  Differentiation  nach  ihm  unter  dem  Integralzeichen 
ausführen;  wir  erhalten  dann: 

X 

du         ,    r  dz 


BuRKHARDT,    Funktionen.     IL  10 
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Dieses  Integral  ist  ein  Integral  ziveiter  Gattung,  dessen  Pol  in 
c^3  liegt  und  das  dort  unendlich  wird  wie: 

1  1 


Andererseits  ist  nach  §  57,  (4)  i^^'  {v)l&^(v)  ebenfalls  ein  Integral 
IL  G-attung,  dessen  Pol  in  v  =  —~^ ,  d.  h.  in  ^  =  (/^^  liegt,  und  das 
dort  unendlich  wird  wie: 

(v  -  ^  |-j      =  2  «1  {u  +  «2)  ~  ^ 

d.  h.  nach  §  1,  (12)  wie: 


Also  ist: 

^^{v)  1  '     ^   -^^  Ö  «3 

ein  Integral  erster  Gattung;  seine  Periode  an  A  ist   = 

d  cüi   ^., 
h 
es  kann  sich  also  von 


nur  um  eine  additive  Konstante  unterscheiden.  Diese  muß  Null 
sein,  wenn  wir  die  untere  Grenze  der  Integrale  übereinstimmend 
nach  X  =  a^  (entsprechend  v  =  0)  verlegen;  wir  erhalten  somit  die 
Gleichung: 

Aus  dieser  Gleichung  erhalten  wir  einerseits  durch  Bestimmung 
der  Perioden  am  Querschnitt  £: 


-2ni+2 m,^J' {a,)  =  2  m,  |-^/" {a,) 


oder: 


Qv  dz      71  «  1 

andererseits  durch  abermalige  Differentiation  nach  x 
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oder: 


4)  ÖM;^^  ^  _  <ri«3)  +  2  «,  |i^/"  («3). 

Setzt   man  in   dieser  Gle 
iT-g'  (0)  =  0  ist,  so  erhält  man : 


Setzt   man  in   dieser  Gleichung  v  =  0  und  berücksichtigt,    daß 


oder  wegen  §  42,  (12): 

'^  a  T  4  TT  *       l  «1    —   «3  ^     O  «3 

Hier  können  wir  vermöge  der  Gleichung  (3)  die  Differentiation 
nach  T  durch  eine  solche  nach  a^  ersetzen;  wir  erhalten: 

ö  log  «^3  _  1  1      ö  «1 

ö  «3  .4  («3  —  aj         2  Wj     ö  «3 

also  durch  Integration: 

6)  ^"^3  =  ^1  Vo^  1/^3  -  ^1 . 

Dabei  bedeutet  c^  eine  von  a^  unabhängige  Größe,  die  aber  noch 
von  den  übrigen  Verzweigungspunkten  abhängt.  Um  sie  zu  be- 
stimmen, beachten  wir,  daß  wir  auf  demselben  Wege  wie  die  Glei- 
chung (3)  auch  die  beiden  folgenden  Gleichungen  erhalten  können: 

r-x  6  T  71  i        1  d  T  ni  1 


Ebenso    stellen    wir    der    Gleichung   (4)    die    beiden    folgenden 
zur  Seite: 
8)  SHog^.)  ^  _  «^>^  +  2  »,  i^/-'  {aX 

'  bv^  ^   —    «0  1      Otto    '       ^     "'^ 

Setzen    wir   in    Gleichung    (8)    v  =  \    und   benutzen    die    erste 
Gleichung  (7),  so  erhalten  wir: 

Öl0gl5^3 1 j 1^_     b  ft)i 

ö  «0       ~  4  («0  —  «o)  2  (üi     ö  «2  ^ 

10* 
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also : 

10)  &s  =  Cg]/«^  ]/a^  -  cc^i 

setzen  wir  in  Gleichung  (9)  v  =      ,  und  benutzen  die   zweite  Glei- 
chung (7),  so  erhalten  wir: 


d  log  ß-a  _  1 ^      1       d  COi 

ö  «2  4  («0  —  «2)         2  fUj     d  «2 


also: 


11)  1%       =      Cgl/«!  yC^o       -       «3. 

Etwas  umständlicher  ist  es,  die  Abhängigkeit  des  Thetanull- 
werts  von  dem  Verzweigungspunkt  cc^  festzustellen,  da  die  Difi'eren- 
tiation  von  u  nach  a^  nicht  ohne  weiteres  unter  dem  Zeichen  voll- 
zogen werden  kann.  Wir  können  diese  Schwierigkeit  durch  folgende 
Überlegungen  umgehen: 

Das  Integral 

X 


J  yaQ  (^  -  «0 


)  {x  -  «1)  (z  -  «2)  (^  -  «3) 


geht  durch  die  Substitution  ^  =  Xz  über  in : 

Xx 

dt 


J  Va. 


Wenn  wir  also  an  Stelle  der  Verzweigungspunkte  a^  die  Werte 
cij^  =  l(y,j.  treten  lassen,  so  erhalten  wir  Perioden  2cö,  die  mit  den 
zu  den  <^^  gehörenden  Perioden  durch  die  Gleichungen: 

2co  =  l.2ä 

verbunden  sind.  Das  Periodenverhältnis  und  somit  auch  die  Theta- 
nullwerte  ändern  sich  hierbei  nicht.  Wenn  wir  also  die  Gleichungen 
(6),  (10)  und  (11)  zu  der  einen  zusammenfassen: 


in  de?  C  höchstens  noch  von  a^  und  a^  abhängen  kann,  und  dann 
l  a^  für  aj^  einführen,  so  sehen  wir :  C  darf  sich  dabei  nicht  ändern, 
kann  also  von  a^  nicht  abhängen. 

Was  endlich   die  Abhängigkeit  von  a^   betrifft,    so  sieht  man: 
wenn  man  a^  durch  la^  ersetzt,  hat  man  co^   durch  A~Vsw^  zu  er- 
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setzen,  während  &^    sich  nicht    ändert;    C  muß  also  mit  j/öq  pro- 
portional sein.     So  erhält  man  schließlich  die  Formel: 


12)  ^3  =  Cljco,  l/aoK-«2)K  - 


i;' 


in  der  C  eine  rein  numerische  Konstante  bedeutet,  auf  deren  Be- 
stimmung wir  später  noch  zurückkommen  müssen. 

§  60.    Nähere  Untersuchung  des  Elementarintegrals  III.  Gattung. 

Als  „Elementarintegral  III.  Gattung"  hatten  wir  in   §  57   die 
Funktion ; 

<s{u  —  a) 


log 


0-  {u  —  b) 


bezeichnet.     Soll  die  Integration  zwischen  zwei  bestimmten  Grenzen 
?/q,  ?fj  vollzogen  werden,  so  erhalten  wir: 

oder   wenn    wir  Gleichung  (2)  von  §  19   benutzen,   die   Darstellung 
des   Elementar  Integrals   III.   Gattung   in    Gestalt  eines   Boppelintegrals: 

1)  \     \  P[^  ~  v)dv du. 

Mo     a 

Aus  dieser  Darstellung  ergiebt  sich  unmittelbar  der  Satz  von 
der  Vertauschbarkeit  der  Grenzen  u^,  u^  und  der  ,^Parameter^'^  a,  b,  von 
dem  in  älteren  Darstellungen  der  Theorie  viel  die  Eede  ist. 

Dagegen  bedarf  eine  andere  Frage  eingehende  Untersuchung: 
nämlich  die  Frage  nach  dem  Werte,  der  dem  Logarithmus  beizu- 
legen ist,  wenn  die  Integrationswege  von  a  nach  b  und  von  u^  nach 
u^  vorgeschrieben  sind.  Zu  diesem  Zweck  untersuchen  wir  zunächst 
dieselbe  Frage  für  das  einfachere  Doppelintegral: 


2)  r  f-^-i^- = log  (^  -  ^  - 


-x'){y  -  y') 


'){y-x') 
y    y' 


Wir  nehmen  zuerst  an,  es  sei  eine  bestimmte  Eeihenfolge  für 
die  Integrationen  vorgeschrieben:  die  innere,  auf  z  bezügliche  sei 
zuerst  auszuführen.     Dann  tlint  es  der  Alliionieinheit  keinen  Eintrag, 
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wenn  wir  annehmen,  diese  Integration  geschehe  auf  geradem   TTege , 
denn  ihr  Resultat  ist  die  eindeutige  Funktion: 


also  vom  Integrationsweg  ganz  unabhängig.    Aus  den  Entwicklungen 
von  I,  §  54 — 56  geht  dann  hervor: 

I.  Für  log— Y  kann  unbeschadet  der  Allgemeinheit  der  Haupt- 
wert des  Logarithmus  genommen  werden.  Schneidet  dann  der  Inte- 
grationsweg  der  Argumente  die  gerade  J  erbindungslinie  der  Parameter 
k  mal  Öfter  von  links  nach  rechts  als  von  rechts  nach  links,  so  ist  für 

log r  der  k^^  Wert  zu  nehmen. 

^   X  -  y 

Dabei  ist  der  positive  Sinn  des  Integrationsweges  der  Parameter 
von  y'  nach  x  genommen.  Um  auf  das  in  I,  §  56  behandelte  In- 
tegral zu  kommen,  muß  man  y  =  od,  x  =  0  setzen;  dort  war  aber 
der  positive  Sinn  des  Einschnitts  von  0  nach  oo  genommen.  Infolge- 
dessen ist  hier  links  und  rechts  gegen  dort  vertauscht. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun,  wie  der  Satz  von  der  Vertauschung, 

der  zunächst  nur  gilt,  wenn  die  Integrationswege  sich  nicht  schneiden, 

zu  modifizieren  ist,  wenn   das   eintritt.     Nehmen  wir  z.  B.   an,   die 

beiden  Integrationswege  seien  geradlinig  und  [y  .  .  .  x)  überschreite 

den  Weg   [y  .  .  .  x)   von   rechts   nach   links,    so 

überschreitet  {y  .  .  .  x')   den   Weg  (y  .  .  .  a:)    von 

links  nach  rechts.    Integrieren  wir  zuerst  nach  z' 

und  dann  nach  z,   so  erhalten   wir   einen  Wert, 

dessen   imaginärer   Bestandteil   zwischen    —  2  tt  e 

und  0  liegt;    integrieren  wir  zuerst  nach  z  und 

Fig;.  27.  dann  nach  z\  so  erhalten  wir  einen  Wert,  dessen 

imaginärer  Bestandteil  zwischen  0  und  2  iii  liegt. 

Der  letztere  Wert  ist  um  2  Tti  größer  als  der  erstere.     Es  gilt  also 

der  Lehrsatz: 

II.  Wenn  der  Integrationsweg  der  Argumente  den  der  Parameter 
von  rechts  nach  links  überschreitet,  liefert  Vertauschung  der  Argumente 
mit  den  Parametern  einen  um  2%i  größeren    W^ert. 

Die  Gültigkeit  dieses  Satzes  ist  unabhängig  von  der  bei  seinem 
Beweise  gemachten  Voraussetzung,  daß  die  Integrationswege  gerad- 
linig seien.  Denn  auf  die  Änderung  des  Wertes  bei  Vertauschung 
der  Integrationsreihenfolge  hat  nur  die  Umgebung  des  Schnittpunktes 
Einfluß. 
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Diesen  Satz  müssen  wir  nun  auf  unser  Integral  Q  anwenden. 
Wir  schreiben  es  zunächst  in  der  Form: 

^^  J  j  W^'vf  "^  2  J  j    I  iu-v-  wf  ~  ^  j 

und  lesen  daraus  folgende  Eegel  ab: 

III.  JFenn  ein  Integrationsiüec/  der  Parameter  von  a  bis  h  vor- 
geschrieben ist,  so  verbinde  man  jeden  Punkt  a  -{-  w  mit  dem  ent- 
sprechenden Punkt  b  +  10  durch  einen  dazu  parallelen  Weg  und  zähle 
für  jede  dieser  Linien  ab,  wie  oft  sie  der  Integrationsweg  des  Arguments 
von  rechts  nach  links  und  wie  oft  er  sie  von  links  nach  rechts  über- 
schreitet. Ist  die  Summe  der  ersteren  Zahlen  =  k^,  die  der  letzteren 
=  k^,  so  giebt  Verta.uschung  der  Argumente  und  der  Parameter  einen 
um  (k^  —  k^)2n  i  größeren   Wert. 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  können  wir  nun  insbesondere  die 
Perioden  der  Funktion  Q  bestimmen,  d.  h.  die  Werte,  um  die  sie 
sich  vermehrt,  wenn  man  u^  um  irgend  eine  Periode  2  co  verme  hrt 
also  die  Werte  der  auf  geradem    Wege  genommenen  Integrale : 

Uo  +  2  CO 

[^(w  —  a)  —  L,[u  —  by]  du. 
Nach  III  können  wir  dafür  setzen: 


•0  T^   - 


4)  I  [^[Uq  -\-  2  q)  —  v)  —  l,{u^  —  v)'\du  -\-  2  n 71  i. 

b 

Das  Integral  hat  den  Wert: 

« 

5)  f27]dv  =  2rj{a-  b)- 

b 

die  ganze  Zahl  n  bestimmt  sich  folgendermaßen:  Man  verbinde 
zunächst  jeden  zu  u^^  äquivalenten  Punkt  mit  dem  entsprechenden 
Punkt  Mo  +  2  09  durch  eine  gerade  Linie. 
Wir  wollen  nun  zunächst  annehmen,  2  w 
sei  eine  primitive  Periode;  dann  werden 
alle  diese  Strecken  sich  schlicht  neben- 
einander legen  und  zusammen  die  sämt- 
lichen zu  (0  ...  2  w)  parallelen  Geraden 
einfach  und  lückenlos  überdecken,  auf 
denen  zu  u^  äquivalente  Punkte  liegen. 
Die  Zahl  n  in  (4)  giebt  an,   wie   oft  die  /  ^'S-  28. 
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Verbindungslinie  von  b  nach  a  diese  Geraden  von  links  nach  rechts 
überschreitet,  vermindert  um  die  Anzahl  der  Überschreitungen  von 
rechts  nach  links. 

Man  sieht,  daß  diese  Zahl  unabhängig  davon  ist,  wie  der  die 
Punkte  a  und  b  verbindende  Weg  gewählt  wird. 

Ist  aber  2  co  keine  primitive  Periode,  sondern  etw^a  das  m-fache 
einer  solchen,  so  bedecken  jene  Strecken  die  genannten  Geraden 
überall  m-fach.  Dann  ist  jeder  Schnittpunkt  bei  Bestimmung  der 
Zahl  m-fsich  zu  zählen. 

Setzt  man  in  Satz  III  speziell: 


b  =  —  a  =  ai^ 


so  liefert  er; 


CO,  7/3  -  7],  W3  =  - 


n 


2 


d.  h.  die  LEGENDREsche  Eelation.  Umgekehrt  kann  aus  diesem 
speziellen  Falle  der  allgemeine  Satz  III  hergeleitet  werden,  wenn 
man  beachtet,  daß  das  Doppelintegräl  eine  stetige  Funktion  sowohl 
von  Uq  als  von  b  ist,  solange  keiner  dieser  beiden  Punkte  den  In- 
tegrationsweg des  andern  trifi't. 


§  61.     Erweiterte  Formulierung  des  Umkehrproblems. 

Man  kann  das  Umkehrproblem  auch  noch  in  einem  weiteren 
Sinne  fassen,  als  es  bisher  geschehen  ist.  Statt  die  Variable  u  einem 
einzigen  Integral  I.  Gattung  der  Fläche  gleichzusetzen,  kann  man 
sie  auch  (in  Erinnerung  an  das  AsELSche  Theorem)  einer  Summe 
solcher  Integrale  gleichsetzen: 

1)  n  =  y]  \i^ 

^  i^J  Vfix) 

Vk 

und  sich  die  Aufgabe  stellen,  Funktionen  der  2n  Flächenpunkte  x 
und  y  als  elliptische  Funktionen  von  u  darzustellen.  Natürlich  wird 
das  nicht  mit  beliebigen  Funktionen  dieser  Punkte  möglich  sein, 
sondern  nur  mit  solchen,  welche  ungeändert  bleiben,  wenn  man  an 
Stelle  der  x,  y  ein  anderes  Punktsystem  der  ^,  /y  setzt,  das  den- 
selben Wert  von  u  liefert  (bezw.  einen  modulis  Perioden  kongruenten). 
Die  Bedingung: 


Vk  "Ik 
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kann  auch  ersetzt  werden  durch: 

2)  2/+2/=0; 

k  =  l-J  k=l^ 

yk  ^k 

sie  bedingt  also  nach  dem  ABELSchen  Theorem,  daß  eine  rationale 
Funktion  eines  Punktes  x  existiert,  die  in  den  Punkten  i/^.  und  |^ 
unendlich,  in  den  Punkten  x^  und  rjj.  Null  wird. 

Diese  Bedingung  erlaubt  nun  noch  eine  Umformung,  durch  die 
die  weitere  Behandlung  des  Problems  sehr  vereinfacht  wird.  Be- 
zeichnen wir  nämlich  allgemein  mit  y  den  zu  z/  konjugierten  Punkt 
der  Fläche,  d.  h.  denjenigen,  der  über  oder  unter  y  im  andern  Blatt 
der  Fläche  liegt,  so  ist: 

y  y 

«1  «1 

also: 

V  i 

die  Kongruenz  (2)  kann  daher  auch  ersetzt  werden  durch: 

^k  Vk 

k=l^         k=l'^ 
h  "^k 

mit  andern  Worten,  es  muß  eine  rationale  Funktion  eines  Punktes  x 
der  Fläche  existieren,  die  in  den  Punkten  Xj,  und  y^  unendlich,  in  den 
Punkten  |^  und  ij^  Null  wird. 

Für  spezielle  Werte  von  u  können  wir  nun  angeben,  wie  die 
x^.  und  y^  beschaffen  sein  müssen,  wenn: 

^k         yk 


.11/ -Ji 


werden  soll;  nämlich  für  die  halben  Perioden.  Soll  z^  e2  0  werden, 
so  muß  eine  Funktion  der  Fläche  existieren,  die  in  den  Punkten 
x^  und  y^  je  von  der  ersten  Ordnung  0  und  in  dem  Punkte  a^  von 
der  2/1*^"  Ordnung  oo  wird.  Eine  solche  Funktion  muß  die  Form 
haben: 
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9n{x)   +  9n-'i{x)yf{x) 

{x  -  a^Y 

unter  g^{x),  <f7„_2  W  rationale  ganze  Funktionen  von  x  der  an- 
gegebenen Grade  verstanden.  Soll  der  Zähler  in  den  2  n  gegebenen 
Punkten  Null  werden  können,  so  muß  eine  Determinante  Null  sein, 
von  deren  Zeilen  wir  zwei  anschreiben: 


4) 


Soll  u  =  Wp  also  nach  §  56,  (1) 


=  0. 


/ 


«2 


W) 


werden,  so  schließt  man  ebenso:  es  muß  eine  Funktion  der  Fläche 
existieren,  die  in  x^^  y\^  <^2  J®  ^^^  ^^"^  ersten  Ordnung  0,  in  a^  von 
der  (2^4-  1)  Ordnung  unendlich  wird.  Eine  solche  Funktion  muß 
die  Form  haben: 

9n  +  x{x)   -^  9n--i{x)yf{x)     . 
{x  -  «i)^'  +  l 

und  der  Zähler  muß  in  a^,  a^,  den  x^  und  den  y^  Null  werden. 
Diese  Bedingung  läßt  noch  einen  etwas  einfacheren  Ausdruck  zu, 
wenn  man  f\x)  in  zwei  Faktoren  zweiten  Grades,  cp  [x)  und  ^  {x) 
spaltet,  sodaß: 

(f  [x)  =  «oj  [x  -  a^)  [x  -  a^),  xp  {x)  =  a^^  {x  -  a^)  {x  -  cc^) , 


5) 

wird;  sie  lautet  dann:  es  muß  eine  Funktion  der  Form: 


existieren,  unter  ^„_i  und  y„_i  rationale  ganze  Funktionen  des 
Grades  {n  —  1)  verstanden,  die  in  den  Punkten  Xj^  und  y^  Null  wird; 
es  muß  also  die  Determinante: 


7) 


^i"  - '  y^w  •  •  •  Y^^i)  -  yi"  - '  y?(yi)  •  •  •  -  y^^) 


Null  sein.    Von  den  beiden  Quadratwurzeln  ^(pix),  '^ip  [x)  kann  dabei 
der  einen  in  jedem  Flächenpunkt  ein  willkürlicher  ihrer  beiden  Werte 
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beigelegt  werden ;  der  andern  ist  dann  ein  solcher  Wert  beizulegen, 
daß  das  Produkt  aus  diesen  beiden  Werten  gerade  den  zu  diesem 
Flächenpunkt  gehörenden  Wert  von  ']/f\a;)  liefert. 

Die  Bedingung  dafür,  daß  u  zz  co^  oder  =z  co^  wird,  erhält  man 
hieraus  durch  Vertauschung  von  a^  mit  a^,  bezw.  a^. 

Zu  beachten  ist  übrigens,  daß  die  angeführten  Bedingungen  nur 
notwendige,  keine  hinreichenden  sind.  Denn  die  Determinanten 
werden  jedesmal  gleich  Null,  wenn  zwei  der  2  n  Punkte  x  und  ]/ 
zusammenfallen.  Soll  aber  eine  Funktion  von  einer  der  angegebenen 
Formen  existieren ,  die  in  2n  —  2  Punkten  von  der  ersten  und  in 
einem  von  der  zweiten  Ordnung  Null  wird,  so  ist  dazu  erforderlich, 
daß  eine  Determinante  Null  wird,  die  aus  der  Determinante  (4), 
bezw.  (7)  dadurch  entsteht,  daß  man  alle  Elemente  einer  Zeile  durch 
ihre  Ableitungen  ersetzt. 

Dieser  Übelstand  fällt  weg,  wenn  man  den  Quotienten  zweier 
solcher  Determinanten  bildet.  Ein  solcher  Quotient  erscheint  zwar 
in  der  unbestimmten  Form  0/0,  wenn  zwei  <ler  2  n  Punkte  x  und  y 
zusammenfallen;  aber  der  Grenzübergang  läßt  sich  nach  den  Eegeln 
der  Differentialrechnung  ausführen  und  liefert  dann  gerade  den 
Quotienten  zweier  solchen  modifizierten  Determinanten,  von  denen 
eben  die  Rede  war.  Gleiches  gilt  auch  noch,  wenn  mehr  als  zwei 
der  2  n  Punkte  zusammenfallen ;  man  hat  dann  Umformungen  vor- 
zunehmen, die  zu  den  in  §  26  vorgenommenen  analog  sind. 

xiuch  wenn  einer  der  Punkte  x  oder  y  ins  Unendliche  rückt, 
findet  Entsprechendes  statt.  Auch  dann  erscheint  der  Quotient  zu- 
nächst in  unbestimmter  Form  (oo/oo);  auch  dann  kann  man  den 
Grenzübergang  vollziehen  und  erhält  einen  Quotienten  zweier  modi- 
fizierter Determinanten,  deren  Nullwerden  für  ein  Punktaggregat, 
von  dem  ein  Punkt  im  Unendlichen  liegt,  dieselbe  Bedeutung  hat, 
wie  das  Nullwerden  der  Determinante  (4),  bezw.  (7)  für  ein  ganz  im 
Endlichen  gelegenes  Punktaggregat. 

Der  Quotient  rj  der  Determinanten  (4)  und  (7)  wird  also  mir 
Null,  wenn  m  =  0  und  nur  unendlich,  wenn  u  ^  co^  (modulis  Perioden) 
wird.  Man  kann  folgendermaßen  zeigen,  daß  er  überhaupt  nur  von 
u  abhängt.     Wir  stellen  neben  die  Gleichung  (1)  die  andere: 


2/ 


I 


Vi 

dann   können   wir  von   den   4n  Punkten   :r.,    t/.,    |.,    ?].  alle   bis  auf 
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zwei  festhalten,   etwa  x^  als  unabhängige  Variable,  |j   als  Funktion 
von  ihr  vermöge  der  Gleichungen  (1)  und  (8)  ansehen.    Der  Quotient 


'  \Qi^,y)l 


wird  dann  eine  Funktion  des  Flächenpunktes  x^,  deren  Eigenschaften 
wir  untersuchen  müssen.  Zunächst  ist  nach  §  56  klar,  daß  |^  eine 
auf  der  Fläche  eindeutige  Funktion  von  x^  ist;  infolgedessen  ist 
auch  der  Quotient  (9)  eine  solche  Funktion.  Denn  wenn  x^  einen 
auf  der  Fläche  geschlossenen  Weg  beschreibt,  können  zwar  ]/(^  (x^) , 
Y^{x^)  möglicherweise  ihre  Vorzeichen  ändern,  aber  immer  nur 
gleichzeitig.  Wir  müssen  nun  die  Pole  dieses  Quotienten  bestimmen. 
Der  Zähler  wird  nur  unendlich,  wenn  die  Punkte  cc^,  a^,  x^.,  1/^  die 
Nullpunkte  einer  ganzen  Funktion  q  der  oben  angegebenen  Gestalt 
sind.  Nach  (1)  und  (8)  existiert  aber  eine  Funktion  /'  der  Fläche, 
die  in  den  Xj^  und  den  y^  oo,  den  |,.  und  den  ^^  Null  wird;  das 
Produkt  fq  ist  also  dann  eine  Funktion  der  Fläche,  die  im  End- 
lichen nirgends  unendlich  wird.  Es  existiert  also  dann  eine  ganze 
Funktion  der  Fläche,  die  in  den  |^,  den  ?y^,  u^  und  c^g  ^^^1  wird; 
und  der  Nenner  von  (9)  wird  also  stets  gleichzeitig  mit  dem  Zähler 
unendlich.  Durch  ganz  analoge  Überlegungen  wird  gezeigt,  daß  der 
Zähler  von  (9)  jedesmal  Null  wird,  w^enn  der  Nenner  es  wird. 

Nun  müssen  wir  noch  zeigen,  daß  Zähler  und  Nenner  von  (9) 
stets  von  derselben  Ordnung  Null,  bezw.  unendlich  werden.  Dazu 
bemerke  man  zunächst:  wenn 


/ 


^1 

=  konst. 


Vfi^) 


sein  soll  und  wenn  |/^^,  x^^^^  irgend  zw^ei  spezielle  Werte  von  |j, 
bezw.  x^  sind,  so  wird  die  Differenz  1^  —  ^^^^'  mit  der  Differenz 
x^  —  x^^^^  von  derselben  Ordnung  unendlich  klein;  das  folgt  aus 
Satz  V  von  §  7.  Ferner  aber:  wenn  bei  Annäherung  von  x^  an  x^^^'' 
z.  B.  die  Determinante  (4)  von  der  zweiten  Ordnung  Null  werden 
sollte,  so  müßte  zugleich  mit  ihr  auch  diejenige  Determinante  Null 
werden,  die  aus  ihr  dadurch  entsteht,  daß  man  alle  Elemente  der 
ersten  Zeile  durch  ihre  ersten  Differentialquotienten  nach  x^  ersetzt. 
Man  kann  annehmen,  x^  .  .  .  x^  und  y^ ,  3/3  ••  •  ^n  seien  so  gewählt, 
daß  das  nicht  eintritt.  Dann  folgt,  daß  Zähler  und  Nenner  von  (9) 
stets  von  derselben  Ordnung  Null,  bezw.  unendlich  werden.  Der 
Quotient  (9)  selbst  ist  also  dann  eine  Funktion  des  Flächenpunktes  x^, 
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die  nirgends  unendlich  wird,  folglich  nach  §  5,  VI  eine  Konstante. 
Diese  kann  von  1  nicht  verschieden  sein.  Wenn  man  nämlich  die 
Punkte  o:.,  y^,  i]^  und  alle  |.  bis  auf  einen  beliebig  vorschreibt  und 
diesen  so  wählt,  daß  die  |.  und  ?/^  zu  den  x\  und  ~^  äquivalent 
werden,  so  ist 

10)  q[hv)  =  cq{x,y), 

wo  c  eine  von  x\  unabhängige  Größe  bedeutet.  Da  wir  aber  die  x 
und  y  unbeschadet  des  Wertes  von  q  [x,  i/f  beliebig  vertauschen 
dürfen,  so  folgt,  daß  diese  Größe  auch  von  den  übrigen  x  und 
den  ?/  nicht  abhängen  kann.  Ihr  Wert  ergiebt  sich  als  1 ,  wenn 
man  die  |  mit  den  x  und  die  y  mit  den  7]  zusammenfallen  läßt. 
Das  Quadrat  der  Funktion  q  hängt  also  nur  ab  von  u\  und  zwar 
ist  es  eine  elliptische  Funktion  von  m,  deren  Perioden  mit  den 
Periodicitätsmoduln  von  u  identisch  sind.  Aus  der  oben  vor- 
genommenen Bestimmung  der  Null  und  der  Unendlichkeitsstellen 
ergiebt  sich  die  Gleichung: 

^^f  ^y'^^y)-    D{x,y)    -^1^^' 

WO  Cj  eine  von  u  unabhängige  Größe  bezeichnet;  und  analoge  Glei- 
chungen erhält  man  für  die  übrigen  Sigmaquotienten. 

Da  alle  elliptischen  Funktionen  sich  durch  die  drei  Sigma- 
quotienten rational  ausdrücken  lassen,  so  folgt: 

Jede  Funktion  beliebig  vieler  Flächenprodukte ,  die  für  alle  äqui- 
valenten Funktsy Sterne  denselben  Wert  hat,  läßt  sich  rational  durch  die 
vier  Determinanten  D  ausdrücken. 

Die  sich  hier  anschließende  Frage  nach  der  Beziehung  zwischen 
Da(x,  y)  und  a^u  müssen  wir  beiseite  lassen;  nur  darauf  sei  noch 
hingewiesen,  daß  die  in  §  26  auftretenden  Determinanten  spezielle 
Fälle  der  hier  behandelten  sind. 
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SIEBENTER  ABSCHNITT. 

Eeduktion  der  elliptischen  Integrale  I.  Gattung 
auf  kanonische  Formen. 

§  62.    Umformung  des  elliptischen  Integrals  I.  Gattung  durch 
lineare  Transformation  der  Integrationsvariabein. 


1) 


en  wir  in  das  elliptische  Integral  I.  Gattung: 

d% 


Führ 

/d% 
—=  — 

]/ «0  x^  +  4  «1  ;t^  +  6  «2  ^^  +  4  öo  ^  -f  «4 

/d% 


durch  die  lineare  gebrochene  Substitution: 


eine  neue  Integrationsvariable  ein,  so  hebt  sich  {yL,-{-S)~-  aus 
Zähler  und  Nenner  weg  und  wir  erhalten  wieder  ein  Integral  der- 
selben Form: 


3)  u  =  {ad-ßr)r^-ß_, 


Die  dabei  auftretende  rationale  ganze  Funktion  vierten  Grades 
hat  den  Wert: 

wir  sagen  von  ihr:  q)[C)  geht  durch  die  lineare  Substitution  (2)  aus 
f(z)  hervor.  Dabei  ist  aber  wohl  zu  beachten:  die  lineare  Substi- 
tution ist  bestimmt,  wenn  nur  die  Verhältnisse  der  Koeffizienten 
'^j  ß:  Ti  ^  gegeben  sind,  sie  ändert  sich  nicht,  wenn  man  diese  vier 
Koeffizienten  gleichzeitig  mit  einem  und  demselben  Faktor  multipliziert. 
In  (fj{t,)  kommen  aber  die  Koeffizienten  selbst  vor;  will  man  sich 
also  der  erwähnten  Bedeweise  bedienen,  so  muß  man  sich  diese  Koeffi- 
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zienten  selbst,   nicht  nur  ihre   Verhältnisse,   als  gegeben  denken.     Dann 
kann  man  den  Satz  aussprechen: 

I.  Geht  (p{^)  durch  die  lineare  Substitution  (2)  aus  f(z)  hervor, 
so  ist: 

Man  pflegt  nun  zu  definieren: 

II.  Mne  Funktion  der  Koeffizienten  a^  .  .  .  a^  von  f  und  der 
Variabein  z,  die  die  Eigenschaft  hat^  daß  zwischen  ihr  und  derselben 
Funktion  der  Koeffizienten  a^  .  .  .  a^  von  cp  und  der  Variabein  l.  die 
Relation  besteht: 

6)  i//(f;  <  .  .  .  O  =  [a§  -  ßrYipiz;  a^  .  .  .  a^\ 

heißt  eine  (relative)   Covariante  von  f  vom   Gewichte  r, 

III.  Eine   Covariante    vom    Gewichte  0   heißt  absolute   Covariante. 
In  dieser  Terminologie  lautet  Satz  I: 

IV.  Bas  elliptische  Integral  I.  Gattung  ist  eine  Covariante  der 
Grundform  f  vom   Gewichte    —  1. 

Häufig  ist  es  bequemer,  statt  der  Koeffizienten  die  Wurzeln 
von  f  also  die  Verzweigungspunkte,  als  gegeben  zu  betrachten;  man 
muß  aber  zu  ihnen  einen  Koeffizienten,  etwa  a^,  noch  mit  hinzu- 
nehmen, da  durch  sie  allein  zwar  die  Gleichung  /'=  0,  aber  nicht 
die  Funktion  f  selbst  bestimmt  ist.  Der  entsprechende  Koeffizient  a^' 
der  transformierten  Funktion  ist  dann: 

7)  a„«-  +  'ka.c.^r  +  6«,«V'  +  4«3«;''  +  «,?'*  =  rY(y)  • 
Ihre  Nullpunkte  sind: 

•^"'"^        (Ä-0,  1,2,3); 


/«i •  +  a 


d.  h.  sie  werden  aus  den  Nullpunkten  der  vorgelegten  Funktion 
durch  dieselbe  Substitution  erhalten,  wie  die  neue  Integrations- 
variable aus  der  alten.  Aus  I.  §  15,  II  folgt,  daß  man  die  Koeffi- 
zienten der  Substitution  (1)  so  wählen  kann,  daß  von  diesen  Null- 
punkten der  transformierten  Form  drei  beliebig  vorgeschriebene 
Werte  erhalten,  oder  daß  sie  überhaupt  drei  Bedingungen  erfüllen. 
Infolgedessen  kann  man  durch  lineare  Substitution  jedes  vorgelegte 
Integral  auf  eine  „kanonische  Form^^  bringen.  Für  die  Auswahl  einer 
solchen   kanonischen  Form  können  verschiedene  Rücksichten  maß- 
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gebend  sein;  es  ist  niclit  möglich,  eine  Form  anzugeben,  die  in 
jeder  Beziehung  den  Vorzug  verdient.  Wir  werden  vielmehr  in  den 
drei  nächsten  Paragraphen  drei  verschiedene  solche  Formen  be- 
sprechen. 


§  63.    Die  erste  Normalform. 

Eine  erste  Normalform  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Koeffizienten 
der  Substitution  §  62,  (2)  so  wählen,  daß  drei  bestimmte  der  neuen 
Verzweigungspunkte,  etwa  a^,  a^  und  a,^,  bezw.  nach  oo,  0  und  1 
fallen.  Zufolge  I,  §  15,  IV  und  VII  hat  die  Substitution  dann 
die  Form: 


1) 

oder  umgekehrt: 
2) 


X  —  n,       «9  —  a, 


X   —   a^         Ko   —   CCn 


3) 
4) 
5) 

6) 


2    =    («2    -   «o)  fh    -   («2   -    «l)  «0  C 
(«2   -    «o)   -   («2   -   «l)   'C 

z  -^  ci    =      ("i  ~  «o)  (^2  -  «o)      ^ 

0  («2   -   «o)  -  («2   -   <h)  'C    ' 


z  —  a^ 


(«2    -    «l)  («1    -   «o) 
(«2    -    «o)    -  («2    -    «l)  C 


_        («2  -  «o)  («1  -  «2)  ,^    _  ;-N 


^2    („^  _  „^)  _  (, 


(«2  -  «o)(a^  -  «3)  .    __}}-) 


wenn  nämlich: 

gesetzt  wird.     Man  hat  dann  (am  bequemsten  aus  (3)): 

8) 

also  schließlich: 

dx 


^  _  («2  -  «1)  («0  -  «3)   _  «2  -  «1  .  «3  -  «1 

(«2    —   «0)  («1    —   «3)  «2  —   «0    '     «3   —   «0 


dz   =    K    -   «o)(^^2   -   «o)(«2   -   «1)  ^^ 

[K  -  «0)  -  («2  -  «1)  ^?       ' 


9) 


J    l/a„  (z  -  a 


oX»^  -  «!)(*  -  «•)(«  -  «3) 


n 


«2  -  «0)  («3  -  «1)   «>'     V«o 


dC 


•eil  -0(1  -U) 
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Das  Vorzeichen  der  vor  dem  Integralzeichen  stehenden  Quadrat- 
wurzel auf  der  rechten  Seite  kann  willkürlich  genommen  werden; 
das  der  andern  bestimmt  sich  dann  für  die  Umgebung  eines  Ver- 
zweigungspunktes {z.  B.  z  =  a^,  f  =  0)  durch  Vergleichung  der 
Anfangsglieder  von  Reihenentwicklungen,  weiterhin  durch  analytische 
Fortsetzung. 

Die  Transformation  in  diese  Normalform  ist  auf  24  verschiedene 
Arten  möglich,  da  man  die  vier  Indices  0,  1,  2,  3  auf  24  Arten 
auf  die  vier  Verzweigungspunkte  verteilen  kann.  Je  vier  dieser 
Arten  geben  aber  nach  I,  §  15,  VIII  immer  denselben  Wert  von  l 
sowohl,  wie  von  dem  vor  dem  Integralzeichen  rechts  auftretenden 
Faktor. 


§  64.    Die  zweite  (WEiERSTRASs'sche)  Normaiform. 

Auf  eine  zweite  Kormalform  werden  wir  geführt,  wenn  wir  davon 
ausgehen,  daß  die  Funktion 

«1 

nach  §  55,  (11)  eine  lineare   gebrochene   Funktion  von  z  ist.     Be- 
zeichnen wir  sie  mit  t,  so  entsprechen 

den  Werten  von  z:      a^^      a^      a^      a.^, 

bezw.  die  Werte  von  J:       e^       cc       e^       e^. 

Wir  haben  §  4  bereits  die  Formeln  angegeben,  die  c  durch  z 
ausdrücken,  und  brauchen  ihnen  jetzt  nur  noch  ihre  Auflösung 
nach  2  beizufügen;  wir  erhalten: 


1) 


ir(«i) 

Durch  diese  Substitution  geht  das  vorgelegte  Integral  über  in: 


^'  / 


]/4.{Q-e,){:;-e,){:Q-e,) 


Auch  die  Transformation  in  diese  Normalform  ist  auf  24  ver- 
schiedene Arten  möglich,  entsprechend  den  24  Permutationen  der 
4    Verzweigungspunkte.      Die    Koeffizienten    der    Normalform    sind 

BuRKHARDT,    Funktionen.     II.  jj 
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jedoch  symmetrische  Funktionen  der  ^„;  daraus  würde  man  zunächst 
schließen,  daß  diese  Koeffizienten  bei  je  6  Permutationen  der  a  ihre 
Werte  nicht  ändern,  also  nur  je  vier  verschiedene  Werte  haben 
können.  Die  Ausführung  der  Eechnung  (§  55,  18,  19)  hat  jedoch 
für  diese  Koeffizienten  der  Normalform  Werte  ergeben,  die  sich 
rational  durch  die  Koeffizienten  der  vorgelegten  Form  ausdrücken, 
also  bei  keiner  Vertauschung  der  Wurzeln  derselben  sich  ändern. 


§  65.    Die  dritte  (LEGENORE'sche)  Normalform. 

Eine  dritte  Normalform,  die  namentlich  in  den  älteren,  an 
Legendee,  Abel  und  Jacobi  anschließenden  Arbeiten  fast  aus- 
schließlich benutzt  wurde,  erhält  man,  wenn  man  verlangt,  daß  die 
Verzweigungspunkte  einander  zu  je  zweien  entgegengesetzt  gleich 
sein  sollen.  Man  kann  dann  noch  einem  Verzweigungspunkt  einen 
beliebigen  Wert  vorschreiben,  etwa  den  Wert  1 ,  sodaß  ein  zweiter 
nach  —  1  fällt;  bezeichnet  man  die  beiden  andern  mit  +fi~^  und 
verlangt,  daß 

den  Punkten: 


bezw.  die  Punkte 


=  1       luL-'^       -/^--^       -1 


entsprechen  sollen,  so  erhält  man  folgende  Formeln: 


1) 


ag—  «1  — jU    ^  —  fÄ    ^      —  1  —  fx    ^  4  fi' 


«2  —  «0     "3  ~  "o  —  (tt     ^  —  1  —  1  —  1  (1  4-  f.l^f 

also : 

2)  f-  1/  r  +  1/ "I"  -  "TT""""  -  1  -  yi^x 

Zu  jedem  der  6  verschiedenen  Werte  von  l  gehören  also  4  ver- 
schiedene Werte  von  /x.  Alle  diese  24  Werte  sind  voneinander  ver- 
schieden; aber  je  vier  von  ihnen  unterscheiden  sich  nur  durch 
Faktoren,  die  Potenzen  von  i  sind.  Jeder  dieser  Werte  läßt  sich 
übrigens  rational  durch  jeden  andern  ausdrücken;  ist  fx  irgend  einer 
der  vier  in  der  Formel  (2)  enthaltenen  Werte,  so  sind  die  drei 
andern:  —  fi,  fJi~^,  —  fi-'^.  Ersetzt  man  l  durch  \  —  l,  so  erhält 
man  vier  Werte,  von  denen  einer  ist: 

also  die  drei  andern: 

l  +  jU  l-jU  1-/^ 


?      ";. — . ' 


fi  1  +  (A  1  +  fi 


§  65.    Die  dritte  (LEOENDRESche)  Normalform.  163 

Ersetzt  man  l  durch  — - — ,  so   erhält  man  die  vier  Werte  i  n, 

—  ifji,  iß~^,  —ifi-^.  Die  12  andern  Werte  sind  nun  leicht  zu 
bilden. 

Jede  lineare  Substitution,  die  einen  dieser  24  Werte  in  einen 
andern  überführt,  muß  sie  notwendig  alle  unter  sich  permutieren; 
und  die  24  linearen  Substitutionen,  die  man  so  erhält  (die  Identität 
mitgerechnet),  müssen  eine  GrujDpe  bilden.  Man  erhält  also  hier 
nebenbei  eine  endliche  Gruppe,  die  aus  24  linearen  Substitutionen 
besteht.     Sie  führt  den  Namen  der  Oktaedergriippe. 

Die  zugehörigen  Substitutionen  der  Integrationsvariabein  er- 
halten wir  am  bequemsten,  wenn  wir  den  Durchgang  durch  die  erste 
Normalform  nehmen.     Wir  finden: 


C-0 
1  -  0 

t   -    00 
*    1    -    00 

_     ä -^  ' 

^-  1 

-     _^-2_^-2    •     _ 

.^-^-l' 

d.  h. 

: 

3) 

V.    

1  +  ;u2    1  ■ 

.a^  -  2  ^H 
f  /u2  -  2  r 

und 

daraus : 

1  -£ 

2^2 

1    +^2^ 
1-ä       ' 

1 

-Af 

=  1-1 

2         1-^25          - 

-hfl'      1-^              1 

also: 

£(1- 

-m 

-li)  = 

/1_^2N2          (1+^)(1 

(1  -  hf 

andererseits: 

» 

dc  = 

2^2             (l-ä)2 

1 

also 

schließlich: 

4) 

i  vm  - 

d'C 

0(1 -u: 

r^'^'''fvjr 

dh 

Wie  aus  den  zu  Beginn  des  Paragraphen  angestellten  Über- 
legungen hervorgeht,  ist  die  Transformation  in  diese  Normalform 
auf  24  verschiedene  Arten  möglich;  aber  die  einzige  unter  dem 
Integralzeichen  vorkommende  Konstante  ^^  hat  für  je  vier  solche 
Transformationen  denselben  Wert. 

11* 
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§  66.     Die  linearen  Transformationen  eines  elliptisclien  Integrals 
I.  Gattung  in  sicli  selbst. 

In  allen  drei  in  den  letzten  Paragraphen  untersuchten  Fällen 
hat  sich  herausgestellt,  daß  man  bei  je  vier  verschiedenen  Trans- 
formationen auf  eine  Normalform  dieselben  Werte  der  in  der 
Normalform  auftretenden  Konstanten  erhält.  Es  muß  also  auf  drei 
verschiedene  Arten  möglich  sein,  ein  in  der  Normalform  vorgelegtes 
elliptisches  Integral  I.  Gattung  durch  Einführung  einer  neuen  Inte- 
grationsvariabeln,  die  eine  lineare  gebrochene  Funktion  der  gegebenen 
ist,  in  ein  Integral  derselben  Normalform  mit  denselben  Konstanten 
überzuführen.  Man  könnte  die  Substitutionen,  die  das  leisten,  aus 
den  allgemeinen  Formeln  der  vorigen  Paragraphen  zusammensetzen; 
man  bekommt  sie  aber  bequemer  durch  folgende  Überlegungen: 

Der  dritten  Normalform  sieht  man  unmittelbar  an,  daß  sie  durch 
jede  der  drei  Substitutionen: 

in  ein  Integral  derselben  Form,  mit  demselben  Werte  von  fx^  über- 
geführt wird. 

Für  die  erste  Normalform  erhalten  wir  die  betreffenden  Sub- 
stitutionen am  einfachsten,  wenn  wir  davon  ausgehen,  daß  das 
Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  ungeändert  bleibt,  wenn  man 
zwei  von  den  vier  Punkten  und  gleichzeitig  die  beiden  andern 
Punkte  vertauscht  (I,  §  15). 


Die  Substitution,  die 

0       1       A-i 

00 

m 

1       0        00 

A-1 

überführt,  lautet: 

2) 

die  Substitution,  die 

0     1     ;l-i 

00 

in 

A-i    00        0 

1 

überführt,  lautet: 

3) 

;.,                 1        1    -    A  C 

Endlich  die  Substitution,  die       0       1       yl-^       oo 

in     00    A-i        l  0 
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überführt,  lautet  einfach: 

Für  jede  dieser  3  Substitutionen  besteht  die  Gleichung: 

5)  r       ^^ ^  r 11. ^ 

J  -\/c{i  -  -Q) (1  -  u)     J  yc (1  -  n (1  - 1 n 

(bei   geeigneter  Bestimmung  des  Vorzeichens    der   Quadratwurzeln). 
Ebenso  erhalten  wir  für  die  zweite  Normalform: 


die 

Substitution,  die 

00 

^1 

^2 

^3 

in 

^1 

00 

^3 

^2 

überführt, 

lautet : 

ß) 

-,  +  '-- 

-^i) 

Dabei 

i  wird: 

(H- 

-  «i)  (63  -  61) 
t  -  ^1 

r  -  e. 

=  K- 

-«,)[i-| 

-  eil 

-  ej 

=  K 

— 

^2)^ 

Ja 
ei 

'C  -  H 

=  («, 

''a)-?"?' 

also  auch  hier: 


es) 


Die  beiden  andern  Substitutionen,  die  die  zweite  Normalform  in 
sich  überführen,  gehen  aus  dieser  durch  Vertauschung  der  Indices 
1,  2,  3  hervor. 

Überhaupt  kann  man  jedes  elliptische  Integral  I.  Gattung  auf 
drei  verschiedene  Arten  durch  eine  lineare  gebrochene  Substitution 
in  ein  Integral  derselben  Form  mit  denselben  Verzweigungspunkten 
transformieren.  Sind  a^,  a^,  a^,  a^  die  Verzweigungspunkte,  so 
lautet  eine  dieser  Substitutionen: 


%  —  a^       «9  —  «n  %  —  ft.,        oco  —  a 


1     .     "3 


X  —  a^       aj  —  «1  X  —  Uq       a 
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oder: 
8) 


^   -  «0     _     («2    -    «o)  (^3  -   «o)      ^'  -  «1 

%  -  a^  («2  -  «i)  («3  -  «l)     ^'  -  «0  ' 


-   -   «2 

.     «0    -   «2 
«0   -   «1 

_    ^    -«3 

«1  — 

«r 

%-   —    «1 

«1- 

«c 

70   - 

«2 

«2  -    «0      %' 

-«3 

Ofq    —    «1        5t     —    Off, 


X    —     Ua  «n    —    «o  ^      —    a,  a,     —    «q 


man  erhält  für  sie  durch  Rechnung  oder  aus  I,  §  15 


oder: 

9) 
und: 

oder: 

10) 

also: 

{X  -  gp)  {%  -  Kg)  (^ 
{X  -  a,f 

andererseits : 


X  —  a-i       «rt  —  a,  X  •-  an     a-,  —  a. 


«o  -  a.     X  -  a. 


dx 


{X  -  a,f 


(«2   -   «o)(ot3   -   Cto)\2  JX'  -   « J  JX'  -   «a)  (X'  -   ftg)  _ 
(«2    -    «l)(«3    -    «l)/  (^'-    «o)^  ' 


(«2    -    «o)  («3   -    Uq)  dx' 

(«2  -  «i)  («3  -  «i)    (^'  -  a^f  ' 


also    schließlich,    bei    geeigneter  Bestimmung   des    Vorzeichens    der 
Wurzel: 


11) 


J  ]/öo  (^  —  a 


rf«; 


o)(^  -  ai){x  -  tt^){x  -  «g) 

_   r^ dx/^ 

J  ]/«o  (^'  -  «o)  (^'  -  «i)  (^'  -  «2)  (*'  -  «3) 


Die    beiden    andern   Substitutionen    ergeben    sich    aus   dieser   durch 
Indicesvertauschung. 

Durch  diejenige  von  diesen  Substitutionen,  die  cc^  mit  a^  und 
«j  mit  c^3  vertauscht,  können  die  Gleichungen  (8)  von  §  8  direkt 
bewiesen  werden. 
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ACHTEE  ABSCHNITT. 


Lineare  Transformation. 

§  67.    Übergang  von   einem   primitiven  Periodenpaare   zu  einem 
andern  durch  lineare  Transformation. 

VV  ir  haben  bisher  die  Gesamtheit  der  Perioden  eines  Körpers 
elliptischer  Funktionen  stets  in  der  Weise  dargestellt,  daß  wir  zwei 
Perioden  2  w^  2  co^  als  gegeben  annahmen  und  dann  die  sämtlichen 
Perioden  durch: 

1)  2  k^  ft>j  +  2  Ag  «3       (Äj,  ^3  =  0,   +1,   ±2  .  .  .) 

ausdrückten.  Wir  hatten  das  geometrisch  so  formuliert,  daß  wir 
die  Periodenpunkte  als  Knotenpunkte  eines  von  zwei  Scharen 
paralleler  Geraden  gebildeten  Gitters  ansahen,  die  bezw.  zu  den 
Strecken  0  .  .  .  «^  und  0  ...  «3  parallel  waren  (§  12).  Wesentlich 
für  unsere  Untersuchungen  war  aber  immer  nur  die  Gesamtheit  der 
Perioden,  geometrisch :  die  Gesamtheit  der  Knotenpunkte  des  Gitters ; 
daß  wir  diese  Gesamtheit  ursprünglich  aus  zweien  unter  ihnen  in 
der  Form  (1)  zusammengesetzt  hatten,  war  wenigstens  im  II.  und 
III.  Abschnitt  ganz  zurückgetreten.  Es  würde  daher  nahe  liegen, 
von  dieser  Gesamtheit  auszugehen  und  zu  fragen,  wie  man  in  ihr 
zwei  Perioden  von  der  Beschaffenheit  wählen  kann,  daß  sich  alle 
andern  in  der  Form  (1)  durch  sie  ausdrücken.  Doch  wollen  wir 
diese  Frage  in  der  Weise  beantworten,  daß  wir  von  einer  bestimmten 
Darstellung  (1)  ausgehen  und  zusehen,  wie  wir  aus  ihr  die  übrigen 
ableiten  können. 

Aus  zwei  bestimmten  Halbperioden: 

1  «3'  =  ;/«!  +  Sco^ 

lassen   sich   alle  übrigen  linear   mit    ganzzahligen  Koeffizienten    zu- 
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s^mmensetzen,  sobald  das  mit  co^  und  co^  selbst  der  Fall  ist,  sobald 
also  in  der  ümkehrung  der  Gleichungen  (2): 


3) 


die  Determinante: 

4)  I)  =  ad-ßy 

m  a,  ßy  y  und  8  aufgeht  Dann  muß  aber  D^  in  ad  und  ßy, 
also  auch  in  I)  aufgehen;  und  das  ist  nur  möglich,  wenn  i>  =  +  1 
ist.     Also  folgt: 

I.  Die  notiüendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  die 
Gesamtheit  der  aus  2  co^ ,  2  co^  sich  ergebenden  Perioden  mit  der  Ge- 
samtheit der  aus  2  co-^,  2  co^  sich  eingebenden  identisch  sei,  ist: 

7)  J)=  ±1. 

Dabei  ist  jedoch  noch  ein  Umstand  zu  berücksichtigen.  Wir 
haben  seit  §  14  immer  an  der  Festsetzung  festgehalten,  die  Be- 
zeichnung sei  so  gewählt,  daß  der  Quotient  r  =  «g/ft^i  einen  positiven 
imaginären  Bestandteil  hat.    Nun  ist,  wenn  r  =  x  -{-  ig  gesetzt  wird: 

ry.  «/  _  Y  +  d (x  -h  i y)  _    (a  +  ßx)  (y  +  6x)  +  ßöy^  +  iPy 

'  a>i'   ~  «  +  j9(a;  +  iy)  "  («  +  ßxf  +  ßy'^ 

Der  imaginäre  Bestandteil  von  co^' /co/  ist  also  nur  dann  auch 
positiv,  wenn  D  positiv  ist.     Aus  diesem  Grunde  setzen  wir  fest: 

IL  Im  folgenden  sollen  nur  solche  Substitutionen  (2)  untersuchlf 
werden,  für  lo eiche 

9)  i>  =  4-  1 

ist.     Man  nennt  solche  Substitutionen  „unimodular^^. 

Man  nennt  ein  Paar  von  Perioden  einer  Funktion,  durch  die 
sich  alle  andern  in  der  Form  (1)  ausdrücken  lassen,  „ein  primitives 
Periodenpaar^^.^  Der  Übergang  von  einem  primitiven  Periodenpaar 
zu  einem  andern  durch  eine  Substitution  (2)  unter  der  Bedingung  (9) 
heißt  lineare  Transformation  der  Perioden. 

Die  Bedingung  JD  =  i  schließt  aus,  daß  die  vier  Koeffizienten 
a,  ß,  y,  ö  einen  ihnen   allen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben.     In- 


^  Nicht  jedes  Paar  von  Perioden,  von  denen  jede  einzehie  primitiv  ist  im 
Sinne  der  I,  §  41,  VI  gegebenen  Definition,  ist  ein  primitives  Periodenpaar 
im  Sinne  des  Textes. 
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folgedessen  bleibt  das  Periodenverhältnis  r  nur  bei  zwei  linearen 
Periodentransformationen  ungeändert:  nämlich  bei  der  „identischen 
Transformation",  bei  der  die  Perioden  überhaupt  nicht  geändert 
werden,  und  bei  gleichzeitigem  Vorzeichenwechsel  beider  Perioden ^ 

10)  co^  =  —  coj,       cü^  =  —  ft)g,       r'  =  T. 

Es  genügt  deshalb  für  viele  Zwecke,  nur  die  gebrochenen  linearen 
Substitutionen  (I,  §  14 ff.)  des  Periodenverhältnisses: 

11)  ^'  =  ^^'      -  =  ^T^' 

'  a  +  px  0  —  (i  T 

ZU  untersuchen;  zu  jeder  solchen  Substitution,  in  der  a,  ß,  y,  Ö 
ganze  Zahlen  der  Determinante  1  sind,  gehören  zwei  und  nur  zwei 
lineare  Periodentransformationen.  Wir  bedürfen  für  das  folgende 
einer  kurzen  Bezeichnung  dieser  Substitutionen: 

III.     Unter    einer   Modulsubstitution   versteht  man    eine    gebrochene 
lineare  Substitution  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  der  Determinante   1. 


§  68.    Aufbau  der  Gruppe  der  Modulsubstitutionen 
aus  erzeugenden  Operationen. 

I.  Die  Gesamtheit  der  Modulsubstitutionen  bildet  eine  Gruppe 
(I,  §  14,  VII). 

Denn  die  Zusammensetzung  zweier  Modulsubstitutionen  liefert 
nicht  nur,  wie  bereits  I,  §  14,  VI  ausgesprochen,  wieder  eine  lineare 
Substitution,  sondern  die  dortigen  Formeln  _(11)  zeigen  auch,  daß 
die  Koeffizienten  der  resultierenden  Substitution  ganze  Zahlen  werden, 
wenn  die  der  komponierenden  es  sind;  und  aus  dem  Multiplikations- 
satz der  Determinanten  oder  durch  elementare  Rechnung  folgt,  daß 
die  Determinante  der  resultierenden  gleich  dem  Produkt  der  De- 
terminanten der  komponierenden  ist,  also  letztere  ebenfalls  =  1, 
wenn  jede  der  beiden  ersteren   =  1  ist. 

Biese  Gruppe  ei\thalt  unendlich  viele  Operationen;  man  kann  z.  B. 
für  a  und  ß  ein  ganz  beliebiges  Paar  zu  einander  teilerfremder 
ganzer  Zahlen  wählen  und  dann  /  und  d  noch  auf  unendlich  viele 
Arten  so  bestimmen,  daß  die  Determinante  =  1  wird  (wie  aus  der 
Theorie  der  sog.  diophantischen  Gleichungen,  bezw.  der  Kettenbrüche 
bekannt  ist).  Aber  ihre  Operationen  bilden  keine  kontinuierliche 
Mannigfaltigkeit;  die  Parameter,  von  denen  sie  abhängen  —  eben 
die  cj,  ß^  y,  S  —  sind  nicht  kontinuierlich  veränderlich,  sondern  auf 
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gauzzahlige  Werte  beschränkt.  Eine  solche  Gruppe  nennt  man 
diskret;  wir  können  daher  den  Satz  aussprechen: 

II.  Die  Gruppe  der  Modulsuhstitutionen  ist  eine  unendliche 
diskrete    Gruppe, 

Drei  besondere  Substitutionen  dieser  Gruppe  werden  wir  be- 
sonders häufig  zu  benutzen  haben  und  bezeichnen  sie  deshalb  so- 
gleich mit  eigenen  Buchstaben: 

1)  S:      t'  -       1  -f  T, 

2)  T:     T'=  -1, 

3)  U:     t'=  _l_l=_i±_I. 

Aus  diesen  Substitutionen  lassen  sich  weitere  zusammensetzen. 
Um  solche  Zusammensetzungen  von  Substitutionen  bequem  schreiben 
zu  können,  setzen  wir  fest: 

III.  Eine  Gleichung  zicischen  Substitutionen^  die  die  Form  hat: 

*4)  r=^ST 

oder  ausführlicher: 

5)  r(r)  =  Ä[y(r)] 

soll  bedeuten:    V[t)   ist  diejenige    lineare  Funktion   r"  von  r,    die  man 
erhält,  icenn  man  erst  x  =  T{t)  und  dann  r"  =  S[t')  bildet.^ 
Beispielsweise  ist 

^^(t)  =  1  -  T-i,       TS[t)  =  -  (1  +  t)-1; 

diese  beiden  Substitutionen  sind  also  voneinander  verschieden,  die 
Zusammensetzung  von  S  und  T  zu  ST  ist  keine  kommutative  Operation 
(I,  §  2,  2).  Dagegen  geht  aus  ihrer  Definition  unmittelbar  hervor, 
daß  sie  associativ  ist  (I,  §  2,  3),  daß  wir  also  beim  Aneinanderreihen 
mehrerer  solcher  Symbole  keine  Klammern  zu  setzen  brauchen. 
Statt  SS,  SSS .  .  .  .  können  wir  daher  auch  S^,  S^  .  .  .  .  schreiben 
(vgl.  I,  §  22);  diese  „symbolischen  Potenzen^'  von  S  genügen  dann 
dem  Gesetze: 

Es  ist  zweckmäßig,  diese  Bezeichnung  so  auszudehnen,  daß  dem 
Exponenten  auch  der  Wert  0  und  negative  Werte  beigelegt  werden 


^    Manche     Schriftsteller     bezeichnen     dasselbe     gerade    umgekehrt    mit 
V  =  TS  („lesen  die  Zusammensetzung  von  links  nach  rechts"). 
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können.  Unter  S'^  versteht  man  dann  die  „identische  Substitution'^,  d.  h. 
diejenige,  die  r  in  sich  selbst  überführt  {t  =  t),  unter  S-'^  die  „zu 
S  inverse  Substitution''  (I,  §  22,  II),  für  die  S S-'^  =  S'"^  S  =  S^  oder, 
wie  man  auch  schreibt,  =  1  ist.  Auch  für  solche  Exponenten  bleibt 
die  Gleichung  (6)  bestehen. 

Giebt  es  Exponenten,  für  die  die  Gleichung: 

7)  ^«  =  1 

besteht,  so  nennt  man  den  kleinsten  positiven  unter  ihnen  die  Oi-d- 
nung  von  S  und  diese  selbst  eine  cyklische  oder  periodische  Substi- 
tution (vgl.  I,  §  18,  VII). 

Z.  B.    sind  die   Substitutionen   T  und    U  cyklisch,    erstere   von 
der  zweiten,  letztere  von  der  dritten  Ordnung;  es  ist  nämlich: 


8) 

J\2  . 

9) 

U^:. 

10) 

U^:  . 

Dagegen  ist: 

(-r-i)-i  =  r 


-  1 


r'=.  _l^(_l_r-i)-i  =  ^^, 


+  T 


T    = 


l_l_tZ 


11)  ^«:  .  .  .  T  =  T  + '^; 

S  ist  also  nicht  cyklisch. 

Man  kann  nun  den  Satz  beweisen: 

IV.  Die  Gruppe  der  Modulsubstitutionen  läßt  sich  aus  S  und  1 
„erzeugen''' ;  mit  andern  Worten,  jede  Modulsubstitution  läßt  sich  durch 
eine  Aufeinanderfolge  geeigneter  Potenzen  von  S  und  T  darstellen. 

Ist  nämlich  in  einer  Modulsubstitution  |  /9  |  >  |  r)'  |  ,  so  setzen 
wir  zunächst: 

12)  t'=-^; 


r^  ist  dann  eine  lineare  Funktion  von  r: 

13)  ^0=-'^' 

in  der  der  Koeffizient  von  r  im  Nenner  dem  absoluten  Betrage  nach 
kleiner  ist  als  der  im  Zähler.  Ist  von  Anfang  an  |  /5  [  ^  1  c)'  | ,  aber 
ß  ^0,  oder  im  andern  Fall,  ist  das  durch  die  Substitution  (12)  er- 
reicht, so  bestimmen  wir  (was  stets,  und  zwar  im  allgemeinen  auf 
zwei  Arten  geschehen  kann)  eine  ganze  Zahl  m^  so,  daß: 

14)  \m,ß-8\<\ß\ 
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wird.     Dann  können  wir  schreiben: 

Setzen  wir  also: 

r'  (bezw.  r^)  =  S'^'^Tt^', 
so  ergiebt  sich: 

^       «1  +  ^1 T  ' 

mit  folgenden  Werten  der  Koeffizienten: 

«1  =  m.^a-y,     ß^  =  m^  ß  -  d\     y^  =  a,     Ö^  =  ß,     a^  Ö^  -  ß^y^  =  \. 

Die  Bedingung  '\  ßi\  <\^i\  ist  also  zufolge  (14)  wieder  erfüllt; 
ist  ß^  nicht  gleich  0,  so  bestimmen  wir  eine  ganze  Zahl  m^  so,  daß 

\m,ß,-ö,  1   <   I  A  I 
wird  und  setzen:  • 

Daraus  ergiebt  sich:    • 

'  _   rg  +  ^2  ^ 

^^-   -    a,  +  ß,x 

mit: 

S  ^2   -  Ä  ^2   =    Ij 

also  I  /52  '^  I  ^2  •  ■'^^^  auch  ß^  noch  nicht  gleich  0,  so  können  wir 
das  Verfahren  fortsetzen;  wir  müssen  aber  jedenfalls  nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Schritten  zum  Ziele  gelangen.  Denn  das 
Verfahren  liefert  eine  Folge  von  ganzen  Zahlen  ß,  ß^,  ß^,  ß^  .  .  ., 
von  denen  jede  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  die  vorher- 
gehende ist;  es  muß  also  notwendig  spätestens  bei  dem  ß^^^  Schritt 
in  dieser  Folge  die  Null  auftreten.     Sei  ß^^  —  0,  dann  folgt  aus 

daß  u   =  d    =  +  1   sein  muß,  also: 

T^  =  T  ±y^  =  S^ynr. 
Damit  ist  in  der  That  die  vorgelegte  Modulsubstitution  in  der  Form : 
15)  S^^TS^T .  .  .  S'^n-iTS^rn, 

bezw.: 
15a)  TS"^^  TS"^"^  T .  .  .  /S"^n-i  TS±  vn 
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dargestellt,  Satz  IV  also  bewiesen.  Man  sieht,  daß  das  Verfahren 
im  wesentlichen  auf  die  Entwicklung  von  ßjÖ  in  einen  Kettenbruch 
hinauskommt. 

Wenden  wir  es  z.  B.  auf  U  an,  so  haben  wir: 

«  =  0,     ß=-l,     r=l,     ö=l, 

wir  haben  also  m^  =  —  \  zu  setzen.     Damit  wird 

^1=  -1,     /?i  =  0,     /j  =  0,     Ö,  =  -1. 

Es  wird  also  schon  r^  =  t,  und  es  ist  somit: 

16)  Ü=S-^T. 
Folglich  ist: 

17)  Ü--^  =  T-^S=TS 
und  deshalb  nach  (10): 

18)  TSTSTS^l 
oder: 

19)  S-^=^TST8T. 

Vermittelst  dieser  Gleichung  kann  man,  wenn  man  will,  die 
Potenzen  von  S  mit  negativen  Exponenten  aus  dem  Ausdruck  einer 
beliebigen  Modulsubstitution  durch  S  und  T  (14  oder  15)  entfernen. 
Man  erhält  z.  ß. : 

20)  U=T8T8. 

§  69.    Einfluss  der  linearen  Periodentransformationen 
auf  die  elliptischen  Funktionen  zweiter  Stufe. 

Während  pu,  l^u,  au  ihrer  Definition  durch  mihedingt  kon- 
vergente Reihen,  bezw.  Produkte  gemäß  nur  von  der  Gesamtheit  der 
Perioden,  nicht  von  der  Auswahl  eines  einzelnen  primitiven  Perioden- 
paares abhängen,  also  beim  Übergang  von  einem  solchen  Perioden- 
paar zu  einem  andern  ungeändert  (invariant)  bleiben,  ist  das  mit  den 
im  IV.  Abschnitt  untersuchten  elliptischen  Funktionen  zweiter  Stufe 
nicht  mehr  der  Fall ;  denn  in  ihrer  Definition  spielen  bestimmte  ein- 
zelne Perioden  eine  besondere  Rolle. 

Um  diese  Änderungen  zu  bestimmen,  gehen  wir  zurück  auf  die 
Entwicklungen  von  §  28,  die  zu  Sigmafunktionen  mit  Indices  geführt 
haben.  Vermehrt  man  diese  Indices  um  ganze  Zahlen,  so  bleiben 
die    Multiplikatoren    ungeändert    (§  28,  (9)).     Aus    dem    Zusatz    zu 
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§  28,  V  geht  dann  hervor,  daß  diese  Sigmafunktionen  mit  Indices 
sich  nur  um  einen  konstanten  Faktor  ändern  können,  wenn  wir  ihre 
Indices  um  ganze  Zahlen  ändern.  Wir  können  auch  diesen  Faktor 
noch  beseitigen,  wenn  wir  mit  dem  Wert  der  Funktion  für  irgend 
einen  speziellen  Argumentwert,  z.  B.  für  z^  =  0  dividieren.^  Wir 
erhalten  so  den  Satz: 
I.  Es  ist: 


1) 


«"n  +Pi,  y-i  +  Pi  (0)         0-^1,  vs  (0) 


loenn  p^,  p^  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Andererseits  folgt  unmittelbar  aus  der  Definition  der  Sigma- 
funktionen mit  Index  der  Satz: 

II.  Fuhrt  man  an  Stelle  der  Perioden  2  co^,  2  co^  durch  die  Sub- 
stitution (2)  von  §  67  andere  ein,  so  erhält  man: 

Sind  i/j,  v^  rationale  Brüche  mit  dem  Nenner  n,  so  werden 
auch  aVj^  -\-  ß  v^,  y  v^  +  ^^3  Brüche  mit  diesem  Nenner.  Eeduziert 
man  diese  Brüche  mit  Hilfe  der  Gleichung  (1)  auf  ihre  echt  ge- 
brochenen Bestandteile,  so  lehrt  die  Gleichung  (2): 

III.  Es  giebt  eine  endliche  Anzahl  von  Sigmafunktionen  mit  In- 
dices,  die  Brüche  mit  dem  Nenner  n  sind;  diese  werden  bei  jeder 
linearen  Periodentransformation  nur  unter  sich  vertauscht. 

Insbesondere  gilt  das  auch  im  Falle  ?z  =  2,  d.  h.  für  die  drei 
WEiEESTEASSSchen  Nebensigma. 

Zufolge  des  Satzes  IV  von  §  68  sind  wir  imstande,  diese  Ver- 
tauschungen für  jede  beliebige  vorgelegte  lineare  Periodentransfor- 
mation anzugeben,  sobald  wir  sie  für  die  beiden  erzeugenden  Trans- 
formationen -6'  und  T  kennen.  Dabei  ist  zu  beachten:  Zwar  ent- 
sprechen (§  67  am  Ende)  jeder  gebrochenen  Substitution  des 
Periodenverhältnisses  zwei  verschiedene  Transformationen  der  Perioden 
selbst.  Aber  diese  brauchen  wir  hier  nicht  zu  unterscheiden;  denn 
die  drei  Nebensigma  bleiben,  wie  aus  ihren  Definitionen  (§  30) 
hervorgeht,  ungeändert,  wenn  man  Wj  und  Wg  durch  —  (o^  und 
—  «3    ersetzt. 

Aus  (2)  folgt  speziell: 

3)  ö-,,^,  ^^{u  I  Wj,  «1  +  W3)  =  ö-,,^  +  V3,  v,{u  I  «1,  «3), 

4) __^^-^  "3^^  I  ~  ^3'  «1)        =  ^v,,  -V,     {^l  I  ojv  «3)- 

^  (/vivj(0j  ist  nur  0,  wenn  v^  und  v^  selbst  ganze  Zahlen  sind;  dieser  Fall 
führt  auf  die  ursprüngliche  Sigmafunktion  zurück. 


§  70.    -j/e^  _  eß  und  fe„  -  eß-  l'^5 


Bezeichnen   wir   also   die   „transformierten"  Funktionen    durch 
Überstreichen,  so  erhalten  wir: 
für  S: 

5)  ö^l  U  ==  ö'j  U,       ff  2  ^^  —  ^s'^h       ^3  ^'  =  ^2  ^^' 

für  T: 

6)  ffj    Z/     =     0-3   M,  ff^U    =     ö-g   ^^>  ffg   ?«    =     ö"^   z^. 

Aus  diesen  Formeln  erhält  man  die  entsprechenden  Formeln 
für  jede  beliebige  andere  lineare  Periodentransformation  durch  Zu- 
sammensetzung; so  z.  B.  für   U=S-'^T(§  68,  16): 

7)  ä^U  ==^  ffg  U,       ffg  u  —  (7^  U,       ff  3  u  =  G^ll\ 

für   m-. 

8)  ff  j  M  =   ffg  M,       Ij^U  —  G^U^       G^U  =  G^U] 

endlich  für   f^^=^-i2'^: 

9)  G^U  =  G^U,       G^U  =  G^U,       G^U  =  G.^U. 

Damit  haben  wir,  die  Identität  (§  68,  p.  171)  mitgerechnet,  bereits 
sechs  lineare  Periodentransformationen;  bei  jeder  derselben  sind  die 
transformierten  Funktionen  ff  ^  u,  g^  u,  ff 3  u  zusammen  den  ursprüng- 
lichen G^u,  G^u,  G^u  gleich,  aber  jedesmal  in  anderer  Reihenfolge. 
Es  giebt  aber  nicht  mehr  als  sechs  verschiedene  Anordnungen  von 
drei  Elementen;  also  können  wir  sagen: 

IV.  Durch  lineare  Transformation  der  Perioden  können  die  drei 
Nebensigma  auf  jede  überhaupt  mögliche  Art  miteinander  vertauscht 
werden. 

§  70.    Einfluss  linearer  Periodentransformationen  auf  die  Wurzel- 
grössen  y^«  _  eß  und  ]/^„-^^. 

Was  von  den  Nebensigma  im  vorigen  Paragraphen  bewiesen 
wurde,  gilt  auch  von  den  Größen  e^,  e^,  e^  und  von  ihren  Differenzen. 
Außerdem  haben  wir  aber  in  §  32  auch  bestimmte  Werte  der 
zweiten  und  der  vierten  Wurzeln  aus  diesen  Differenzen  als  ein- 
deutige Funktionen  der  Perioden  definiert.  Wenn  nun  bei  einer 
bestimmten  linearen  Periodentransformation  etwa  e^  und  e^  in  e^  =  e.^ 
und  6^  =  e^  übergeführt  werden,  und  wenn  man  dann  mit  "[/e^  —  e.^ 
denjenigen    Wert    dieser  Wurzel    bezeichnet,    den    die    früher    mit 
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y^j  —  ^2  bezeichnete  Funktion  der  Perioden  bei  Substitution  der 
neuen  Periodenwerte  annimmt,  so  entsteht  die  Frage,  ob  dieser  Wert 
mit  dem  früher  mit  '^e^  —  e^  bezeichneten  Wert  identisch  ist.  Eine 
analoge  Frage  wird  für  die  Werte  der  vierten  Wurzeln  zu  beant- 
worten sein.  Wir  wollen  auch  hier  auf  eine  Ableitung  allgemeiner 
Formeln  verzichten  und  uns  damit  begnügen,  die  Eesultate  für  die 
Substitutionen  S  und  T  anzugeben,  die  aus  den  früheren  Formeln 
zu  entnehmen  sind. 

Was  zunächst  die  Substitution  8  betrifft,  so  kann  man  deren 
Einfluß  auf  die  unendlichen  Produkte  von  §  32  an  diesen  Produkten 
selbst  unmittelbar  ablesen,  wenn  man  dabei  beachtet,  wie  die  auf- 
tretenden Potenzen  von  h  mit  gebrochenen  Exponenten  definiert 
waren  (§31  am  Ende).  Es  geht  daraus  hervor,  daß  für  diese 
Substitution : 


1) 

h=  -  h,     h'l'  =  ih'l', 

also: 

2) 

M,  =  H„,     H,  =  H„     Tl,  =  H„     H,^H,. 

Die  Gleichungen  §  32,  (13)  zeigen  dann,  daß  man  zu  setzen  hat; 


^e^  -  63  =       l/ßg  -  ^2,       j/eg  -  63  =  -  -]/i 


3)    \   j/gg  _e^  =  _  ]/^2  -  ^1.  y^i-^3=   y^i 


i   \h  -  h  =   Vi  -  H^  y^2  -\  =  -  y^3  -  ^1  • 

(Eine  gewisse  Kontrolle  der  Rechnung  erhält  man  durch  den 
Umstand,  daß  die  neuen  Werte  dieser  Wurzelgrößen  ebenso  wie  die 
alten  den  Relationen  §  32,  (14)  Genüge  leisten  müssen.) 

Weniger  einfach  liegt  die  Sache  für  die  Substitution  1\  da  den 
unendlichen  Produkten  nicht  unmittelbar  anzusehen  ist,  wie  sie  sich 
dieser  Substitution  gegenüber  verhalten.  Man  muß  hier  auf  die 
Definition  der  zu  untersuchenden  eindeutig  bestimmten  Werte  der 
Wurzelgrößen  durch  die  Werte  der  Sigmafunktionen  für  die  Halb- 
perioden zurückgehen  (§  32,  13);  man  findet  so  z.  B.: 


e^  = 


=  y- 


(Tl    («1     -     füg) 

(Tl  (W2  +  2  Wi) 

<j(0}i   —   W3) 

(T  (W2  +  2  Cüj) 

/^2   -  ^1 
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und  ebenso  die  übrigen  Formeln  der  folgenden  Tabelle: 


4) 


^e^  -  63  =        ]/^2  -  e^,       "l/ßg  -6^  =  -  -]/e^ 


y^3  -  ^1  ==  -  y^i  -  h^  y^i  -  h  =   v^s  -  ^i> 


y^i  -  ^2  =   y^3  -  ^2>  y^2  -  ^i  =  -  y^2  - 


In  ähnlicher  Weise  läßt  sich  auch  feststellen,  wie  sich  die  Pro- 
dukte und  Quotienten  aus  vierten  Wurzeln,  die  in  §  32  als  eindeutige 
Funktionen  der  Perioden  definiert  sind,  gegenüber  linearer  Trans- 
formation der  Perioden  verhalten.  Nicht  so  einfach  liegt  die  Sache 
für  diese  vierten  Wurzeln  selbst,  da  deren  Definition  auf  einer  will- 
kürlichen Festsetzung  über  den  Wert  beruht,  den  man  der  Quadrat- 
wurzel aus  2co^l7t  beizulegen  hat. 


§  71.    Einfluss  der  linearen  Periodentransformationen 
auf  die  Funktionen  Jacobi's. 

Will  man  aus  den  Resultaten  der  beiden  vorhergehenden  Para- 
graphen die  entsprechenden  Formeln  für  die  von  Jacobi  eingeführten 
Funktionen  herleiten,  so  hat  man  vor  allem  zu  beachten,  daß  die 
unabhängige  Variable  Jacobis  selbst  nicht  von  linearer  Perioden- 
transformation unbeeinflußt  bleibt.  So  erhält  man  z.  B.  für  die 
Transformation  S: 


1)                            w  =  -]/6^-6,u  =  ]/e^ 

—  e^u  ^  k' w, 

ferner: 

2)                                ^2  _  ^3  -  ^2  _  ^2  - 

e,              k' 

und  folglich  die  Gleichungen: 

3)                                 sn(^k'iv,    ---^  = 

dn{w,  F)' 

4)                                 cnlk'w,    -  ^,^j  = 

cn{w,  k^) 
dn  {w,  k^)  ' 

5)                                dn{^k'w,    -^    = 

1 

dn{w,  k'-j 

Ebenso  erhält  man  für  T: 

6)          w  =  ]/6^  —  6^u  =  y^g  —  e^u  = 

BuRKHARDT ,    Funktionen.     II. 

-iye^-e^u  = 

—  iiü 
12 
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ferner: 

7) 

k^ 

^3 

-   ^2 

^3 

-    ^1 

und 

folgli 

ich: 

8) 

sn{  — 

I2ü, 

k'^)    = 

^\ 

cn{— 

iiü, 

Ä'^)    = 

10) 

dn{^ 

itü, 

k'^)^ 

=  k' 


.  sn{w,  kr) 
cn  {w,  k^)  ' 

1 

cn  {iv,  k^)  ' 

1 

cn  {Wj  k^) 

Gewöhnlich  schreibt  man  diese  Formeln  etwas  anders,  indem 
man  das  auf  der  linken  Seite  auftretende  Argument  als  unabhängig 
veränderlich  ansieht  und  mit  einem  besonderen  Buchstaben  be- 
zeichnet; also  z.  B.: 

und : 

12)  sniw,  Ji^)  =  -  ill^l'^^) 

'  \    1        I  cn{iw,  /rj 

Berücksichtigt  man,  daß  sn  eine  ungerade,  cn  eine  gerade 
Funktion  des  Arguments  ist,  so  sieht  man,  daß  die  letzte  Gleichung 
gleichbedeutend  ist  mit  der  gebräuchlicheren  Form: 


sniw,  k'^)  =  i — \^ f 


§  72.     Lineare  Transformationen,  die  modulo  2  zur  Identität 
l<ongruent  sind. 

I.  Als  ,,modulo  2  zur  Identität  kongruenf^  bezeichnen  ivir  die- 
jenigen linearen  Transformationen,  deren  Koeffizienten  ynodulo  2  zu  den 
entsprechenden  Koeffizienten  der  identischen  Transformation  kongruent 
sind,  mit  andern  JForten,  diejenigen,  hei  denen  a  und  8  ungerade, 
ß  und  Y  gerade  sind. 
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Schreiben  wir: 

r  Wj  =  (2  «  +  1)  Wj  +  2  Ä  «3 , 

I  «3   =  2cWi    +  (2g?+   l)ft)3, 

so  können  wir  für  diesen  Fall  die  Formeln  für  die  Transformation 
der  Funktionen  zweiter  Stufe  explicite  durch  a,  b,  c,  d  ausdrücken. 
Man  sieht  nämlich  zwar  sofort,  daß  bei  jeder  solchen  Transformation 
die  e  einzeln  ungeändert  bleiben  (es  ist  pcö^=pa)^  u.  s.  f.),  sodaß 
also: 

-)  "^j  =  ^j,     Bcj,  =  e^,     ^3  =  ^3 

und  ebenso: 

3) 

wird;  aber  daraus  folgt  nicht,  daß  auch; 


ye«  —  eß  =  ye«  —  eß 

gesetzt  werden  dürfte.     Vielmehr  folgt  aus   den  Definitionsformeln 
(§  32,   13)  z.B.: 

0-3  W2         o-g  («2  —  2  {a  +  c)  cü^  —  2  {b  +  d)  Wg) 


Ve   —  e  _ 

'2  ^  (T  w 2  (t{co2  —  2{a  +  c)  co^  -  2{b  +  d)  Wg) 

=  (- i)"+"^ff = (- i)''+'y«7^. 

und  ebenso  die  übrigen  Formeln  der  folgenden  Tabelle: 


4) 


vh  -  «3 = {-  ^r^'H  -  «3.  A  -  «2  =  (-  i)'^-^''y«3  -  "2 


ye,-e,={-ir      ye,-e„       ^e,  -  e,  =  {- l)"      ]/e^ 


A  -  «2  =  (-  ly-^'-^e,  -  e„       p,  -  «1  =  {-  If  +  ^l/' 


(Um    einzusehen,    daß    auch    diese    transformierten   Werte    den 
Gleichungen  (14)  von  §  32  genügen,  beachte  man:  aus: 

{2a-{-l){2d+  l)-4Z»c=  1 
(§  67,  7)  folgt: 

2  (ad  —  bc)  +  a  -{-  d  =  0; 

also  müssen  a  und  d  entweder  beide  gerade  oder  beide  ungerade  sein.) 
Aus  diesen  Formeln  erhält  man  weiter: 

12* 
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und  daraus  folgt  weiter  direkt: 

cnw  =  Gnw,      dnw  =  dnw] 

aber  auch,  dsi  snw  eine  ungerade  Funktion  ist: 

snw  =  (—l)^sn({—l)'^w^=snw. 

Obwohl  also  die  Definition  der  Funktionen  Jacobis  durch  die 
von  Weieesteass  von  den  Quadratwurzeln  aus  den  e  abhängt,  die 
nicht  bei  jeder  modulo  2  zur  Identität  kongruenten  linearen  Perioden- 
transformation ungeändert  bleiben,  so  bleiben  doch  jene  Funktionen 
selbst  bei  jeder  solchen  Transformation  ungeändert. 

§  73.    Ableitung  der  linearen  Transformation  der  Thetafunktionen 

aus  der  der  Sigma. 

Die  Formeln  für  die  lineare  Transformation  der  Thetafunktionen 
können  wir  auf  zwei  ganz  verschiedenen  Wegen  ableiten,  entweder 
aus  den  Ausdrücken  der  Theta  durch  die  Sigma  (§  47,  18 — 21)  oder 
aus  den  allgemeinen  Sätzen  der  Theorie  der  jACOBischen  Funktionen. 
Wir  wollen  zunächst  den  ersten  Weg  für  die  beiden  erzeugenden 
Transformationen  S  und  T  einschlagen;  dabei  genügt  es,  wenn  wir 
uns  auf  die  Untersuchung  der  fundamentalen  Thetafunktion  be- 
schränken, da  wir  aus  den  für  sie  geltenden  Formeln  die  Formeln 
für  die  übrigen  Funktionen  durch  Addition  halber  Perioden  ableiten 
können. 

Für  die  Transformation  S  hat  die  Sache  gar  keine  Schwierigkeit. 
Denn  für  sie  können  wir  das  Verhalten  der  Wurzelgrößen,  die  in 
jenen  Ausdrücken  der  Theta  durch  die  Sigma  auftreten,  aus  der 
Darstellung  jener  Wurzelgrößen  durch  unendliche  Produkte  ablesen. 
Wir  finden: 


l/¥v^^  =  l/^v^ 


ferner : 


V  =  V, 

also : 

1)  t%{v;  T  +  l)  =  ,%(v;  t). 

Weniger  einfach  ist  die  Sache  für  die  Substitution  T,  da  man 
den  unendlichen  Produkten  //  nicht  ansieht,  wie  sie  sich  gegenüber 
der  Vertauschung  von  t  mit  —  1/t  verhalten.    Infolgedessen  bleibt  es 
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zunächst  unbestimmt,  welcher  Wert  der  auftretenden  vierten  Wurzel 
beizulegen  ist.     Man  erhält: 


V  =  — 
T 


_   _  v  v^ 

2  »7i  a>i  ««  2m(o%—:i  2  97j(Ui«  — 


oder  wegen  der  LEGENDEESchen  Relation  (§  19,  14) 


und  folglich: 

2)  ,-^3  (I ,  _  ±)  =  y^T^ « V •",9.^  („_  j). 

aber  es  bleibt  zunächst  unbestimmt,  welcher  der  beiden  Werte  der 
Quadratwurzel  hier  zu  nehmen  ist. 

Diese  Unbestimmtheit  können  wir  durch  folgende  nachträgliche 
Überlegung  heben.  Die  Veränderlichkeit  der  Größe  r  ist  auf  solche 
Werte  beschränkt  (§  14,  II),  deren  imaginärer  Bestandteil  positiv 
ist;  also  ist  —  ir  eine  Größe  mit  positiv  reellem  Bestandteil.  Der 
Hauptwert  der  Quadratwurzel  (I,  §  58,  V)  ist  also  eine  für  alle  in 
Betracht  kommenden  Werte  von  t  stetige  Funktion;  da  auch  die 
andern  Bestandteile  der  Gleichung  (2)  sich  stetig  mit  t  ändern,  so 
folgt:  wenn  die  Formel  für  irgend  ein  spezielles  Wertepaar  [v,  r) 
nur  dadurch  richtig  wird,  daß  man  den  Hauptwert  der  Quadrat- 
wurzel nimmt,  so  ist  für  jedes  Wertepaar  (u,  r)  der  Hauptwert  zu 
nehmen.  Nun  wird  für  v  =  0,  r  =  i  auch  ^  =  0,  r  =  z;  also  ist  ein 
spezieller  Fall  von  (2): 

Da  nun  diese  Formel  nur  dadurch  richtig  wird,  daß  man  den 
Hauptwert  der  Quadratwurzel  nimmt  (denn  {t^  (0  |  i)  ist  nach  §  48,  I 
von  Null  verschieden),  so  folgt  allgemein: 

In  der  Gleichung  (2)  ist  der  Hauptwert  der  Quadratwurzel  zu 
nehmen. 

Die  Transformationsformeln  für  die  übrigen  Thetafunktionen 
ergeben  sich  aus  den  angeschriebenen  durch  Vermehrung  der  Argu- 
mente um  halbe  Perioden;  die  Formeln  für  andere  Transformationen 
gemäß  §  68  durch  Zusammensetzung. 
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§  74.    Direkte  Untersuchung  der  linearen  Transformation 
der  Thetafunktionen. 

Führt  man  in  die  Gleichung  (7)  von  §  37  vermöge  der  Glei- 
chung (9)  desselben  Paragraphen  die  Ordnungszahl  n  ein.  so  kann 
man  sie  schreiben: 

I  0    (ZZ      +      2    Äj     «j       +      2    Äg     Wg) 

[         __  g  -  2  TT  i  (fci  ai  +  fcs  Oo)  {u  +  fci  Wi  +  fcg  cog)  -  ji  i  (fci  h^  +  fcg  Z^g  +  n  fc^  fcs)  Q}  (y\^ 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  für  k^  k.^  einmal  a,  ß,  das  andere 
Mal  /,  S,  so  sagt  sie  aus: 

I.  Jede  elliptische  Funktion  III.  Art  ii*^^  Ordnung  mit  den  Perioden 
L  Art  2  ft9j,  '2  «3,  den  Perioden  II  Art  —  27iia^,  —  Znia^  und  den 
Parametern  b-^,  b^  ist  zugleich  eine  elliptische  Funktion  III.  Art  w'^''  Ord- 
nung mit  den  Perioden  I.  Art: 

I  2w/  =  c^.2a}j  +  /9.2ft>3, 

I  2  €0^  —  y  .2  (ß-^  -\-  8 .2  co^, 

den  Perioden  II  Art: 

—  2  nia^  =  —  a  .2nia^  —  ß  .2  nia^, 


3) 

—  2'Jiia^  —  —  y  .2  nia^  —  d  .2  nia^, 

und  den  Parametern: 

I  b^'  =  ab^-}-ßb^  +  naß, 

\  b^  =yb^-\-  db.^  +  nyÖ, 

wenn  a,  ß,  y,  S  irgend  vier  ganze  Zahlen  der  Determinante  1  be- 
zeichnen. 

Während  also  die  Perioden  II.  Art  sich  einfach  zu  den  Perioden 
I.  Art  „kogredient*'  substituieren,  treten  in  den  Transformationsformeln 
der  Parameter  ganze  Zahlen  als  Zusatzglieder  auf. 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  (4)  nach  b^  und  b^  lautet  zu- 
nächst: 

I       h=     ab,'  -ßb,'-nß,){c--r), 

\  h^=  —  yb,'  +  ab^  —  n  ay{S  —  ß). 
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Da  aber  zufolge  der  Kelation  aÖ  —  ßy  ==  \,  wenn  ß  und  6 
beide  ungerade  sind,  die  Differenz  a  —  y  nicht  gerade  sein  kann 
und  ebensowenig  die  Differenz  d  —  ß,  wenn  a  und  /  beide  ungerade 
sind;  da  ferner  die  Parameter  nur  bis  auf  gerade  Zahlen  bestimmt 
sind,  so  folgt,  daß  wir  auch  schreiben  können: 

ib^  =       ö  b^  —  ß  b^'  —  nß  S, 
^3  =  —  y  b^'  +  cc  b^'  —  n  a  y , 

sodaß  die  Auflösungen  der  Gleichungen  (4)  dieselbe  Form  haben, 
wie  diese  selbst. 

Ist  die  vorgelegte  elliptische  Funktion  insbesondere  eine  Theta- 

funktion,  also  a,  =  0,    «„  =  - —  und  die  Parameter  b,   und  Z»,  reell, 

so  wird: 

,         n  ß  ,         n  ö 

i  2  Wi  ^  2  Wj 

und  die  Parameter  b^' ,  b^  werden  ebenfalls  reell.  Soll  dann  die 
durch  Transformation  entstandene  Funktion  ebenfalls  durch  eine 
Thetafunktion  ausgedrückt  werden,  so  ist  nach  §  41,  (6)  und  (7): 

ZU  setzen;  außerdem  ist  zu  beachten,  daß  die  neue  Variable  v  =  — ~, 

2ct>i 

mit  der  alten  v  =  -r —  durch  die  Relation 

2  &>, 


zusammenhängt.     Man  erhält  so  die  Gleichung: 

und  speziell  für  die  Thetafunktionen  erster  Ordnung: 
9)  ^V.'  (-^>    ^:)  =  C,,e^--',^,  J«,  r). 

Dabei  ist  der  Zusammenhang  zwischen  den  alten  und  neuen 
Charakteristiken  durch  die  Gleichungen  (4)  oder  (6)  gegeben,  wenn 
man  in  ihnen  g  für  b  schreibt;  zur  Bestimmung  der  Konstanten  C 
bedarf  es  einer  besonderen  Untersuchung. 
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§  75.    Bestimmung  des  in  der  Formel  für  die  lineare  Transformation 
der  Thetafunktionen  auftretenden  konstanten  Faktors. 

Zunächst  kann  man  die  zu  den  verschiedenen  Charakteristiken 
gehörenden  Faktoren  Cg^  g^  auf  einen  von  ihnen  zurückführen.  Wir 
gehen  dazu  etwa  aus  von  der  Gleichung: 

Vermehren  wir  u  um  p^  co^  —  p^  co^,  so  entspricht  dem  eine  Ver- 
mehrung von  V  um   —  J-  (^i  "^  ""  ^3)  ^^^  "^^^  ^    ^^ 

la)  -i'~^^i  =  -U{ff^-^ß)^'-{ff.-rd)}; 

die  Gleichung  (1)  geht  also  dadurch  über  in: 

Nach  §  44,  (6)  ist  aber  einerseits  die  linke  Seite  dieser  Gleichung: 

^  ß7ii[  ig,'  -aß)v'  -  V4  (ff/  -  «  ßf  X'  -  'I2  «  ß  {Qz'  -  Y  <5)  {}^^^,  ^^,  {p'  |  t)  \ 

andererseits: 
also  folgt: 

^9i  9s'V^    \^  )  —   ^00^  *^ffi  ffs  l^  I  ^Jf 

WO  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 
n^=  -  i(^i T  -  ^3)/^^'  -  i[(y/  -  «/^)^'  -  (^3'  -  /^l]/^^ 

oder  wegen  (la): 

=  -  1(5-1  '^  -  9,)ß^'  -  i^^/^"  -  (^1'  -  '''*)"'  +  ^1  " 

+  i  ^^f^  +  i(.9i'  -  «/9)^r'  +  i«/?(^3'  -  r  d-)  -  i^,^r. 
Die  Vergleichung   mit   §  74  (9)    zeigt,    und    die  Durchführung 
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der  Kechnung  bestätigt,  daß  aus  diesem  Ausdruck  die  mit  v  und  v 
multiplizierten  Glieder  sich  wegheben;  die  übrigen  geben: 

j^^i^  {ß{g,^T^  -  2g,g,r  +  g,'')  +  [ag,  +  ßg,f{y  +  ör] 

-  2aß{r g,  -^  dg,){a  +  ßr)  -  g,^{u  +  ßT)T\ 

+  r\aßg,'  +  Iß'^rg.g,  +  ß^Sg,^  -  2«,3Vyi  -  Sc/^^'Vs]! 
=  W79^^  +  'iß7M^+ßSg^^-taßrg^-2aß8g^) 

=  i Liffi  -  « /?) (^3'  -  r <?)  - yi 5^3  -  2 « /? (.%'  -rm 

Vergleicht  man  dieses  Eesultat  mit  Gleichung  (9)  des  §  74,  so 
erhält  man  als  den  gesuchten  Ausdruck  von  Cg^g^  durch  (7^^: 


2) 
speziell: 


3) 


Ugi'  +  «ß)is,'-r»-s,'. 


Cr, 


ß  8(1 -.2  a) 


ay(l-2/?j 


^00> 


^0  0' 


^[ia  +  ß)(Y  +  d) 


^1   —  ^  ^00 


Zur  weiteren  Bestimmung  von  C^^  kann  nun  die  Eelation  (4) 
von  §  50  dienen.  Da  a  und  ß  wegen  der  Relation  von  §  67  nicht 
beide  gerade  sein  können,  ist  aß-{-a-\-ß  stets  ungerade,  ebenso 
/  r) -j-  /  +  d\  die  „ungerade"  Charakteristik  (1,  1)  wird  also  bei  jeder 
linearen  Transformation  in  sich  (bezw.  in  eine  zu  ihr  modulo  2  kon- 
gruente) übergeführt.  Andererseits  wird  auch  jede  gerade  Charak- 
teristik wieder  in  eine  solche  übergeführt;  aber  dabei  ist  zu  be- 
achten, daß  in  der  Definition  der  Thetafunktionen  die  Charaktere 
selbst,  nicht  nur  ihre  modulo  2  genommenen  Eeste  auftreten.  Sei 
etwa  von  den  Charakteristiken  der  drei  transformierten  Funktionen 
mit  (91%)  die  zu  (0  0),  mit  (/^/g)  die  zu  (Ol),  mit  (t/^j 'i/^g)  die  zu 
(10)  modulo  2  kongruente  bezeichnet,  so  ist  nach  §  44,  (10)  und  (11): 
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und : 

Bilden  wir  das  Produkt  der  drei  ersten  Funktionen,  so  können 
wir  auch  schreiben: 

-^^.^3(''')'^....(«')*V.«("')  =  (-  l)"''<'"  +  '^'  +  ^'-'''^00(''')'9„(«')*i„M. 

Es  sind  aber  die  drei  Charaktere  9:^,  Xv  Y'i»  abgesehen  von  der 
Reihenfolge,  bezw.  gleich  aß;  a ß -\- a\  aß-\-ß,  ihre  Summe  also 
nach  dem  Modul  4  kongruent  zu  —  a  ß  +  a  -{•  ß.  Somit  folgt  aus 
§  50,  (4)  die  Gleichung: 

WO  der  Accent  links  sich  auf  eine  Differentiation  nach  v  bezieht. 
Ersetzen  wir  hier  die  transformierten  Theta  durch  ihre  Werte  aus 
§74,  (9)  und  die  Differentiation  nach  v'  durch  eine  solche  nach  ?;, 
so  erhalten  wir: 

also  wenn  wir  die  Gleichungen  (3)  benutzen: 

Dadurch  sind  die  Quadrate  der  Koeffizienten  Cg,,  vollständig, 
diese  Koeffizienten  selbst  also  bis  auf  ein  allen  gemeinschaftliches 
Vorzeichen  bestimmt.  Dieses  Vorzeichen  selbst  hängt  von  höheren 
zahlentheoretischen  Funktionen  der  Transformationskoeftizienten  ab; 
wir  dürfen  auf  seine  nähere  Bestimmung  verzichten. 

Bis  auf  einen  von  r  unabhängigen  Faktor  läßt  sich  der  Wert 
von  Cq^^  auch  von  der  Bemerkung  aus  bestimmen,  daß  »V(y'|r) 
ebenso  der  Gleichung: 

-^-^  =  4:711  -^-r 
dv^  dz 


genügen  muß,  wie  &{v\t)  der  Gleichung  (12)  von  §  42. 


§  76.    Einführung  der  SIgmafunktionen  von  den  Theta  aus. 

Die  Resultate  der  letzten  Paragraphen  geben  nun  auch  ein 
Mittel  an  die  Hand,  um  die  Sigmafunktion  aus  der  Gesamtheit  der 
mit  ihr  verwandten  jACOBischen  Funktionen  durch  eine  charakteristische 
Eigenschaft  herauszuheben  und  damit  die  Formeln  von  §  46  auch 
von  der  Theorie  der  Thetafunktionen  her  zu  gewinnen. 
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Aus  der  Gleichung  (9)  von  §  19  folgt,  daß  die  transformierten 
Perioden  IL  Art  der  Sigmafunktion  dieselben  Funktionen  der  trans- 
formierten Perioden  I.  Art  sind,  wie  die  ursprünglichen  Perioden 
II.  Art  von  den  ursprünglichen  Perioden  I.  Art.  Man  könnte  daher 
damit  beginnen,  daß  man  die  Aufgabe  formulierte:  Funktionen  von 
Wj,  «3  zu  finden,  die  für  jede  lineare  ganzzahlige  Transformation 
der  Determinante  1   den  Gleichungen  genügen: 

[    ttj  [aco-^  +  /5«3,  yco^  +  Sco^  =  aa^  (w^,  co^)  +  ßa^  [co^,  Wg), 

und  die  außerdem  durch  die  Relation  (§  37,  9): 

2)  —  2  ö^  ft>3  +  2  «3  Wj  =  1 

verbunden  sind.  Die  systematische  Behandlung  dieser  Frage  würde 
Hilfsmittel  erfordern,  die  uns  hier  nicht  zu  Gebote  stehen ;  aber  wir 
können  durch  die  folgenden  Überlegungen  zunächst  eine  Lösung  er- 
halten (eben  diejenige,  die  zur  Sigmafunktion  führt)  und  von  dieser 
aus  dann  auch  alle  übrigen  bestimmen. 
Sei  mit: 

t  ^  t  {u    I    CO^   CO^    I    ßj   Ö3) 

irgend  eine  jACOBische  Funktion  erster  Ordnung  der  Charakteristik 
(1,  1)  bezeichnet;  a^,  «3  sollen  dabei  gegebene,  der  Eelation  (2)  ge- 
nügende, im  übrigen  aber  willkürliche  Funktionen  der  Perioden 
I.  Art  «j  0)3  bedeuten.  Mit  a^\  a^  bezeichnen  wir  dieselben  Funk- 
tionen der  transformierten  Perioden  I.  Art  &>/,  Wg'  (also  Größen,  die 
jetzt  im  allgemeinen  nicht  durch  die  Relationen  (1)  mit  den  öj,  a^ 
verbunden  sind).     Es  ist  dann: 

t^=  t{u\  (o(  W3'  I  «/  «3') 

eine  mit  t  verwandte  Funktion  (da  die  Charakteristik  (1,  1)  bei  jeder 
linearen  Transformation  in  sich  übergeführt  wird)  und  es  besteht 
folglich  nach  §  39,  IV  und  §  40,  V  eine  Gleichung  der  Form: 

3)  t^[u)  =  (7eV2^-"'  +  /'«^(?/). 

Die  Konstanten  C,  ^,  [i  lassen  sich  durch  die  Werte  ausdrücken, 
die  die  Funktionen  t  und  t^  und  ihre  Ableitungen  für  2z  =  0  an- 
nehmen. Dabei  ist  zu  beachten,  daß  diese  Funktionen  selbst  für 
z«  =  0  notwendig  Null  werden  müssen,  wie   aus  §  45  und  §  41  (8) 
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hervorgeht.     Entwickeln    wir    also    beide    Seiten    der   Gleichung   (3) 
nach  Potenzen  von  u\ 

und  vergleichen  die  Koeffizienten  gleichhoher  Potenzen,  so  erhalten 
wir  die  Gleichungen: 

t^    =  Ct', 

t;"  =  c{r  +  3/xr  +  s{i  +  ^^)ty 

Da  t^  und  ^'  nicht  Null  sein  können  (denn  t  und  t^  sollten 
jACOBische  Funktionen  erster  Ordnung  sein),  so  folgt  aus  diesen 
Gleichungen : 


C  = 


-»(f-'i 


Durch  Einführung  dieser  Werte  läßt  sich  die  Gleichung  (3)  so 
umgestalten,  daß  sie  aussagt: 
I.  Die  Funktion 

,         iff2  fr//.  f// 

4)  f{u\  co^,  ftjg)  =  e  ^^ 

bleibt  bei  linearer  Periodentransformation  ungeändert,  m.  a.  /^.,  es  ist 

5)  f{u  I  «/,  «3')  =  f[u\  o)^,  «3). 

Ferner  geht  aus  der  Rechnung  hervor:  Jede  andere  jACOBische 
Funktion  erster  Ordnung  und  der  Charakteristik  (1,  l),  die  dieselbe 
Eigenschaft  hat,  kann  sich  von  der  durch  (4)  definierten  Funktion  f{u) 
nur  durch  einen  Exponentialfaktor  der  Form  6*^1"'  + '^"^ '^s  unter- 
scheiden, in  dem  c^,  c^,  c^  Funktionen  der  Perioden  bedeuten,  die  bei 
allen  linearen  Periodentransformationen  ungeändert  bleiben.  Die 
allgemeine  Untersuchung  solcher  Funktionen  der  Perioden  wird  im 
XI.  Abschnitt  vorgenommen  werden;  die  Frage,  wie  wir  diese  Funk- 
tionen zu  bestimmen  haben,  damit  f(u)  =  au  wird,  läßt  sich  emfach 
erledigen.  Denn  in  der  Reihenentwicklung  von  g  u  nach  Potenzen 
von  u  (§  20,  5)  ist  der  Koeffizient  von  u  gleich  1  und  die  Koeffi- 
zienten von  w^  und  u^  sind  Null;  und  die  Rechnung  zeigt,  daß  das 
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Produkt  e^i"''  +  ^2"  +  ''»/'(?^)    dann   und   nur  dann  diese  Eigenschaften 
hat,  wenn  man  c^  =  c^  =  c^  —  0  nimmt.     Also  folgt: 

II.   Die   durch   die  Gleichung  (4)   definierte  Funktion  f(u)  ist  mit 
der   WsiERSTRASsschen  Sigmafunktion  identisch. 

Nimmt  man  für  t{u)  speziell  die  Funktion  &^  \Y~]'  ^^  ^^^^  man: 

ZU  setzen;  die  Gleichung  (4)  geht  dann  über  in: 

6)  (7  u  =  2  G)^  e  d-'  ~ 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  §  46  (2),  so  findet  man: 

7)  ^7]^0J^-         -g-    ^^,    _    ^         i  _sh' -\-bh' -Ih'' +  -  ... 

Damit  ist  eine  auch  für  die  numerische  Berechnung  brauchbare 
und  sogar  sehr  bequeme  Formel  für  r]^  gewonnen. 

§  77.    Abänderung  des  Schnittsystems  der  RiEMANN'schen  Fläche. 

Im  VI.  Abschnitt  haben  wir  zu  Perioden  elliptischer  Funktionen 
die  Periodicitätsmoduln  eines  Integrals  I.  Gattung  an  den  beiden 
Eückkehrschnitten  gewählt,  durch  die  die  zweiblättrige  EiEMANNSche 
Fläche  mit  vier  Verzweigungspunkten  in  eine  einfach  zusammen- 
hängende Fläche  verwandelt  ist.  Diese  beiden  Kückkehrschnitte 
können  wir  in  sehr  mannigfaltiger  Weise  wählen;  wir  fragen,  in 
welcher  Beziehung  die  zu  zwei  verschiedenen  Schnittsystemen  ge- 
hörenden Perioden  zu  einander  stehen. 

Seien  A,  B  die  beiden  zuerst  gewählten  Rückkehrschnitte,  Ä,  B 
zwei  andere.  Da  die  beiden  Schnitte  A,  B  die  Fläche  F  in  eine 
einfach  zusammenhängende  F'  verwandeln,  so  ist  es  nicht  möglich, 
daß  Ä  oder  B'  ganz  innerhalb  F'  verläuft;  vielmehr  wird  jeder 
dieser  beiden  Schnitte  mindestens  einen  der  Schnitte  A,  B  über- 
sclp:eiten  müssen.  Die  Integrale,  genommen  längs  Ä,  B',  werden 
also  aus  gewissen  Vielfachen  der  Periodicitätsmoduln  an  A  und  an  B 
sich  zusammensetzen  (§  6,  III).  Die  Periodicitätsmoduln  an  A',  B' 
sind  aber  bezw.  gleich  den  Integralen  längs  (—  B'),  {A');  also  folgt: 
die  neuen  Periodicitätsmoduln  setzen  sich  aus  den  alten  linear  und 
homogen  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  zusammen.     Ebenso  müssen 
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sich  aber  auch  die  neuen  aus  den  alten  zusammensetzen;  wir  können 
beide  Aussagen  in  den  einen  Satz  zusammenfassen: 

I.  Der  Übergang  von  einem  Rückkehrschnittsystem  zu  einem  andern 
geschieht  durch  lineare  Transformation. 

Es  bleibt  die  Frage  zu  erörtern,  ob  wir  jede  lineare  Perioden- 
transformation durch  Übergang  zu  einem  neuen  Schnittsystem  erzielen 
können.  Wir  führen  diese  Untersuchung  am  bequemsten  an  der  in 
einen  Torus  umgeformten  Fläche  (§  2  und  3).  Dabei  dürfen  wir 
unbeschadet  der  Allgemeinheit  von  einem  speziell  gewählten  Quer- 
schnittsystem ausgehen;  denn  wenn  wir  die  Transformationen  kennen, 
die  von  diesem  zu  einem  beliebigen  andern  führen,  so  können  wir 
auch  von  jedem  dieser  andern  zu  jedem  dritten  gelangen. 

Wir  wollen  also  annehmen,  von  den  beiden  ersten  Schnitten 
sei  Ä  längs  eines  Meridians,  B  längs  eines  Parallelkreises  gezogen. 
Irgend  eine  andere  geschlossene  Kurve,  die  sich  nicht  auf  einen 
Punkt  zusammenzieht,  wird  die  Fläche  c^-mal  im  Sinne  der  Meridiane 
und  /9-mal  im  Sinne  der  Parallelkreise  umwinden.  Wir  können  eine 
solche  Kurve  stets  ohne  Zerreißung  so  deformieren,  daß  die  Änderungen 
der  „Breite"  zu  den  Änderungen  der  .,Länge"  proportional  werden. 
Man  kann  sich  dann  vorstellen,  ein  Punkt  durchlaufe  die  Kurve  so, 
daß  in  gleichen  Zeiten  sowohl  die  Breite,  als  auch  die  Länge  sich 
um  gleichviel  ändern.  Haben  a  und  ß  einen  Teiler  v  gemein,  so 
wird  ein  solcher  Punkt  schon  nach  Ablauf  des  1^*^°  Teils  der  ge- 
samten ümlaufszeit  wieder  in  seine  Ausgangslage  zurückgekehrt  sein 
und  von  da  an  die  Kurve  noch  [v  —  l)mal  durchlaufen.  Durch 
kleine  Deformationen  kann  man  aus  einer  solchen  Kurve  eine  andere 
erhalten,  die  sich  v  —  1  mal  selbst  überkreuzt.  Also  müssen  für 
eine  Kurve,  die  sich  nicht  selbst  überdecken  und  auch  nicht  sich 
selbst  schneiden  soll,  a  und  ß  teilerfremd  sein. 

Nehmen  wir  ferner  eine  zweite  Kurve  dieser  Art  hinzu,  die 
etwa  /-mal  im  Sinne  der  Breite  und  c>'-mal  im  Sinne  der  Länge 
herumlaufen  möge,  und  hat  diese  Kurve  mit  der  ersten  einen  Schnitt- 
punkt gemein,  so  können  wir  sowohl  die  Breite  cp,  als  die  Länge  tp 
von  diesem  Punkt  aus  zählen.  Dann  kann,  unter  Einführung  eines 
geeigneten  Parameters  ^,  die  erste  Kurve  dargestellt  werden  durch 
die  Gleichungen: 

ff  =  2  all  t^,       \p  —  2 ß %  t^, 
die  zweite  ebenso  durch: 

(f  —  2  y  71 1.^,        ip  =  2Ö7zt^. 
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Die  beiden  Kurven  haben  dann  und  nur  dann  einen  von  (0,  0) 
verschiedenen  Schnittpunkt  gemein,  wenn  es  möglich  ist,  für  ganze 
Zahlen  ä^,  k^  die  Grleichungen 

durch  Werte  von  t^  und  t^  zu  erfüllen,  die  selbst  keine  ganzen 
Zahlen  sind.  Aber  die  aus  diesen  Gleichungen  sich  ergebenden 
Werte  von  t^  und  t^  haben  die  Determinante: 

D  =  a§  -  ßy 

im  Nenner;  sie  sind  also  dann  und  nur  dann  alle  ganzzahlig,  wenn 
I)  in  jeder  der  vier  Zahlen  aßy§  aufgeht.  Soll  aber  D  in  a,  ß, 
y,  d  aufgehen,  so  muß  es  gleich  +  1  sein  (vgl.  §  67);  und  um- 
gekehrt.    Also  folgt: 

II.  Wenn  a,  ß,  y,  S  der  Bedingung  D  =  +  1  genügende,  im  übrigen 
aber  ganz  beliebig  vorgeschriebene  Zahlen  sind,  so  kann  man  stets  ein 
System  von  zwei  sich  nur  in  einem  Punkte  treffenden  Rückkehr  schnitten 
angeben,  von  denen  der  eine  mit  einer  a-maligen  Burchlaufung  von  Ä 
plus  einer  ß -maligen  Durchlaufung  von  B,  der  andere  mit  einer 
y -maligen  Burchlaufung  von  A  plus  einer  S -maligen  Burchlaufung 
von  B  äquivalent  ist. 

Es  kann  also  jede  lineare  Periodentransformation  durch  Über- 
gang zu  einem  neuen  Schnittsystem  erreicht  werden. 

Wenn  i)  =  +  1  ist,  überschreitet  der  Schnitt  Ä  den  Schnitt  B' 
in  demselben  Sinne,  wie  A  den  B\  wenn  i>  =  —  1  ist,  im  entgegen- 
gesetzten. 

Will  man  zu  einer  vorgelegten  linearen  Periodentransformation 
die  zugehörige  Änderung  des  Querschnittsystems  angeben,  so  hat 
man  Satz  VIII  von  §  6  zu  beachten.     Setzt  man  z.  B.: 

B'  =  -  A,       Ä  =  B 

(vgl.  Fig.  29  mit  Fig.  26,  p.  136),  d.  h.  vertauscht  man  die  beiden 
Querschnitte  miteinander,  unter  Änderung  der  Richtung  des  einen, 
so  bedeutet  das: 


Fig.  29.  Fig.  30. 
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also  die  Substitution  S.  Setzt  man  aber  an  Stelle  von  Ä  eine  Linie, 
die  sich  aus  A  und  —  B  zusammensetzt,  indem  man  am  Schnittpunkt 
Yon  Ä  und  B  jedesmal  auf  die  andere  Linie  übergeht,  und  behält 
man  B  bei  (Fig.  30  auf  vor.  Seite),  so  bedeutet  das: 

also  die  Substitution  T. 

§  78.    Monodromie  der  Verzweigungspunkte. 

Zur  vollständigen  Durchbildung  der  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen  ist  erforderlich,  daß  wir  die  Verzweigungspunkte  der 
EiEMANNschen  Fläche,  die  wir  bisher  immer  als  fest  gegeben  voraus- 
gesetzt hatten,  als  veränderlich  und  die  Perioden  als  Funktionen 
von  ihnen  ansehen.  Bei  Änderung  der  Verzweigungspunkte  ander 
sich  auch  die  EiEMANNsche  Fläche;  und  damit  ist  man  unter  Um- 
ständen genötigt,  auch  das  System  von  Eückkehrschnitten  zu  modi- 
fizieren, durch  das  man  die  Fläche  in  eine  einfach  zusammenhängende 
verwandelt  hat.  Denn:  die  Perioden  sind  durch  Integrale  längs  der 
Schnitte  definiert;  ein  Integral  ist  aber  im  allgemeinen  nur  solange 
f,  eine    stetige    Funktion    eines    unter    dem 

(^^       ^^r  -  -  -  ^       V '    Integralzeichen  vorkommenden  Parameters, 

^-^^^ ^. _"_'--''        als  dieser  Parameter  nicht  Werte  annimmt, 

für  die  ein  Element  des  Integrals  unendlich 
^^'     '  groß  wird.     Sollen  also    die  Perioden   bei 

Änderung  der  Verzweigungspunkte  stetige  Funktionen  derselben 
bleiben,  so  darf  man  keinen  Verzweigungspunkt  einen  Rückkehr- 
schnitt überschreiten  lassen;  man  muß  sich  vielmehr  die  Deformation 
der  Fläche  in  der  Weise  vorstellen,  daß  die  wandernden  Verzwei- 
gungspunkte die  Schnitte  (Periodenwege)  vor  sich  herschieben.  Das 
wird  jedenfalls  solange  möglich  sein,  als  nicht  zwei  Verzweigungs- 
punkte zusammenfallen  (wo  dann  ein  etwa  zwischen  ihnen  hindurch- 
gehender Schnitt  nicht  mehr  ausweichen  könnte).  —  Rückt  z.  B.  in 
Fig.  31  der  Verzweigungspunkt  a^  auf  dem  punktierten  Wege  nach 
cc^,  so  ist  das  Stück  efg  des  Rückkehrschnitts  B  etwa  bis  ef" g 
auszudehnen. 

Hier  entsteht  nun  zunächst  die  Frage,  ob  die  so  durch  Integrale 
längs  der  veränderlichen  Querschnitte  definierten  Perioden  eindeutige 
Funktionen  der  Perioden  sind,  oder  von  welcher  Art  ihre  Viel- 
deutigkeit ist.  Um  uns  darüber  Aufklärung  zu  verschaffen,  setzen 
wir    eine    solche    Deformation    der    Fläche    soweit    fort,    bis   jeder 
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Verzweigungspunkt  wieder  au  eine  Stelle  gelangt  ist,  die  auch  in 
der  ursprüngliclien  Gestalt  der  Fläche  von  einem  Verzweigungs- 
punkt (demselben  oder  einem  andern)  eingenommen  war.  Dann  hat 
man  wieder  die  ursprüngliche  Gestalt  der  Fläche  vor  sich,  abgesehen 
vielleicht  von  irrelevanten  Abänderungen  (vgl.  I,  §  59).  Aber  das 
Schnittsystem  wird  wenigstens  im  allgemeinen  ein  anderes  geworden 
sein  und  sich  nicht  durch  bloße  Verzerrungen  unter  Festhaltung  der 
Verzweigungspunkte  in  seine  ursprüngliche  Gestalt  zurückbringen 
lassen.  Man  hat  sich  gewöhnt,  den  geschilderten  Prozeß  mit  einem 
etwas  schiefen  Ausdruck  dadurch  zu  bezeichnen,  daß  man  sagt: 
das  neue  Quer  Schnittsystem  geht  durch  Monodromie  der  Verzweigungs- 
punkte aus  dem  alten  hervor. 

Man    kann    zeigen,    daß  man  von  jedem  beliebigen  Rückkehr- 
schnittsjstem  durch  Monodromie  der  Verzweigungspunkte  zu  jedem 


Fig.  32.  Fig.  33. 

andern  gelangen  kann.  Dabei  darf  man,  wie  im  vorigen  Paragraphen, 
an  ein  beliebiges  Ausgangssystem  anknüpfen;  wir  wählen  dazu  das- 
selbe System  wie  dort. 

Lassen  wir  zunächst  a^  und  a^  ihre  Plätze  wechseln,  indem 
wir  sie  im  Sinne  der  wachsenden  Winkel  zwei  Wege  beschreiben 
lassen,  die  keinen  andern  Verzweigungspunkt  zwischen  sich  ein- 
schließen, so  geht  Fig.  26  in  Fig.  32  über;  es  wird  also  dann: 
A'  =  Ä-£,    B'  =  B    oder: 

Ct9j'  =  a>^,      co^  =  co^  +  c^3- 

Biese  Änderung  des  Schnittsystems  entspricht  also  der  Substitution  S. 
Lassen  wir  ferner  c^^  und  a^  ihre  Plätze  wechseln,  indem  wir 
sie  im  Sinne  der  wachsenden  Winkel  zwei  Wege  beschreiben  lassen, 
die  den  Punkt  c^^  zwischen  sich  einschließen,  den  Punkt  a.^  aus- 
schließen, so  entsteht  Fig.  33;^  es  wird  also  dann  A' =  —  B, 
B'  =  A  oder: 

Biese   Änderung   des    Schnittsystems   entspricht  also   der  Substitution  T. 

^  In  Fig.  33  ist  derjenige  Teil  der  Ebene  schraffiert,  über  dem  sich  die 
beiden  Blätter  der  Fläche  vertauscht  haben. 

BuKKHAKDT,    Funktionen.     II.  j^3 
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Wir  haben  aber  in  §  68  gesehen,  daß  wir  jede  beliebige 
lineare  Periodentransformation  aus  S  und  ^'zusammensetzen  können; 
also  folgt: 

Jede  beliebige  lineare  Periodentransformation  kann  durch  Mono- 
dromie  der    Ter  zweigung  sfunkte  erzielt  werden. 

Eine  besondere  Klasse  von  linearen  Periodentransformationen 
erhält  man,  wenn  man  die  Verzweigungspunkte  nur  solche  Wege 
durchlaufen  läßt,  daß  jeder  einzelne  wieder  an  seine  eigene  ursprüng- 
liche Stelle  zurückkehrt.  Man  kann  zeigen,  daß  diese  Klasse  gerade 
aus  allen  denjenigen  Transformationen  besteht,  die  modulo  2  zur 
Identität  kongruent  sind;  doch  wollen  wir  auf  den  Beweis  dieses 
Satzes  hier  nicht  eingehen. 


§  79.    Auswahl  eines  einfachsten  primitiven  Periodenpaares. 

Zum  Schlüsse  dieses  Abschnitts  wollen  wir  noch  die  Frage  be- 
handeln, ob  man  nicht  aus  allen  primitiven  Periodenpaaren,  die 
eine  doppeltperiodische  Funktion  haben  mag,  eines  als  das  einfachste 
auszeichnen  kann.  FreiÜch  kann  die  „Einfachheit'',  von  der  hier 
die  Eede  ist,  nicht  mathematisch  definiert  werden;  doch  führen  die 
folgenden  Überlegungen  dazu,  wenigstens  im  allgemeinen  ein  ganz 
bestimmtes  Periodenpaar  als  das  einfachste  anzusehen. 

Man  gehe  von  einem  beliebigen  Periodenpaar  (2«^,  2  oig)  aus. 
Zunächst   halte    man    2  w^    fest    und    ersetze    2  0^3    durch    eine    der 

Perioden  2  ojg'  +  2  \  (x\  [k^  =0,  ±  1 ,  ±  2  . .). 
^'^3  nämlich  durch  diejenige,  die  den  kleinsten 

absoluten  Betrag  hat;  diese  heiße  2^3'. 
Man  kann  sie  geometrisch  folgendermaßen 
konstruieren:   in   den  Punkten   —  oj^  und 


\uj3-zu), 


~tcü^       +  co^    errichte   man   Senkrechte   zu   ihrer 
Y[cr,  34.  Verbindungslinie    und    wähle    unter    den 

Punkten  2  m^ -{- 2  li^  co^  denjenigen,  der 
zwischen  diese  Senkrechten  fällt.  Ausnahmsweise  kann  auf  jede 
dieser  Senkrechten  ein  solcher  Punkt  fallen,  sodaß  zwei  solche 
Punkte  gleichen  Abstand  vom  Nullpunkt  haben  und  zugleich  einen 
kleineren  als  alle  übrigen;  um  auch  in  diesem  Falle  eine  bestimmte 
Auswahl  zu  treffen,  setzen  wir  willkürlich  fest,  daß  dann  der  auf 
der  Senkrechten  durch  —  w^  gelegene  Punkt  für  2  0J3'  genommen 
werden  soll. 

fest  und    ersetzen   2  co^    durch   den- 
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jenigen  2  w/  unter  allen  den  Punkten  2  co^ -\- 2  k^  o^^' ,  der  den 
kleinsten  absoluten  Betrag  hat;  mit  der  analogen  Festsetzung  betr. 
den  Ausnahmefall,  wie  oben. 

Hierauf  halte  man  wieder  2  oj^'  fest  und  ersetze  2  cq^'  durch 
denjenigen  2co^"  unter  den  Punkten  2  ft/g'  -{-  2  k^  co^',  der  den  kleinsten 
absoluten  Betrag  hat.     So  fahre  man  abwechselnd  fort. 

Dieser  Prozeß  muß  nun  notwendig  ein  Ende  nehmen.  Denn 
bei  jedem  Schritte  desselben  wird  eine  Periode  durch  eine  andere 
ersetzt,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  ist;  es  giebt  aber  nur  eine 
endliche  Anzahl  Perioden,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  als  eine 
vorgeschriebene  Größe  ist.  Auch  kann  der  Ausnahmefall,  wenn  er 
bei  einem  Schritte   eingetreten  ist,  beim  nächsten  nur  dann  wieder 


3~ 


geworden   ist;   dann  ist  aber  zugleich 


eintreten,  wenn  ojg/w^  =  e 
die  Reduktion  beendet. 

Schließlich  können  wir  noch  durch  eine  eventuelle  Vertauschung 
der  beiden  Perioden  (mit  Wechsel  des  Vorzeichens  der  einen)  er- 
zielen, daß  2  co^  dem  absoluten  Betrage  nach  nicht  kleiner  als  2  «3 
ist.^     Setzen  wir  dann  wieder  m^/co-^  =  t  =  a  -\-  iß,  so  ist  einerseits: 

1) 

andererseits : 


a  <  ^, 


2) 


+  ß'^l. 


Infolge  dieser  beiden  Ungleichungen  wird 
die  ebenfalls  aus  der  vorhergehenden  Entwick- 
lung folgende  Ungleichung:  ' 


3) 


_    J_ 


«2  +  8^'  — 


Fisr.  35. 


von  selbst  erfüllt,  wie  man  aus  Fig.  35  sieht;  außerdem  ergiebt  sich 
noch  aus  ihnen: 

Es  ist  also  stets  möglich^  ein  solches  primitives  Periodenpaar  aus- 
zuwählen, daß  der  Punkt  t  in  das  vom  Einheitskreis  und  den  beiden 
Geraden  R{f)  ^  +  i  begrenzte  Dreieck  fällt;  und  zwar  nur  auf  eine 
Weise,  wenn  icir  von  der  Begrenzung  dieses  Dreiecks  nur  das  in  Fig.  35 
stark  ausgezogene  Stück  mitrechnen. 


^  Wenn  2  w^  und  2  oi^  dem  absoluten  Betrage   nach  gleich   sind',   nehmen 


wir    von    den    beiden    Quotienten   t    und    t" 
Arkus  hat. 


denjenigen,    der    den    größeren 


13' 
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NEUNTER  ABSCHNITT. 


Ausartungen  der  elliptischen  Funktionen. 

§  80.    Untersuchung  der  Ausartungen  vom  Perioden- 
Parallelogramm  aus. 

W  ill  man  irgend  eine  Funktion  eingehend  untersuchen,  die 
außer  von  den  zunächst  als  variabel  betrachteten  Argumenten  auch 
noch  von  weiteren  Parametern  abhängt,  so  ist  es  durchaus  erforder- 
lich, auch  solche  Werte  der  Parameter  mit  zu  berücksichtigen,  für 
die  die  ursprüngliche  Detiiiition  der  Funktion  zunächst  versagt. 
Das  gilt  auch  für  die  elliptischen  Funktionen,  die  außer  von  ihrem 
Argument  auch  noch  vom  Periodenparallelogramm,  bezw.  von  den 
Verzweigungspunkten  der  zu  Grunde  gelegten  RiEMANNschen  Fläche 
abhängen.  Wir  müssen  daher  jetzt  die  Grenzfälle  in  den  Kreis  der 
Untersuchung  ziehen,  die  wir  bisher  ausgeschlossen  hatten:  daß  die 
Verzweigungspunkte  nicht  mehr  alle  voneinander  verschieden  sind, 
und  daß  ein  eigentliches  Periodenparallelogramm  nicht  mehr  vor- 
handen ist. 

Bei  der  Untersuchung  dieser  Grenzfälle  können  wir  zwei  ver- 
schiedene Wege  einschlagen:  wir  können  entweder  die  Verzweigungs- 
punkte oder  die  Perioden  als  unabhängige  Veränderliche  behandeln. 
Wir  wollen  zunächst  die  zweite  Aufgabe,  als  die  leichtere,  in  Angriff 
nehmen.  • 

Das  Periodenparallelogramm  kann  erstens  dadurch  ausarten, 
daß  eine  seiner  Seiten  —  wir  wollen  annehmen  W3  —  ins  Unend- 
liche wächst,  während  die  andere  endlich  bleibt.  In  diesem  Falle 
können  wir  den  Grenzübergang  an  den  einzelnen  Gliedern  der  un- 
endlichen Reihen  und  Produkte  des  IL,  IV.  und  V.  Abschnitts  voll- 
ziehen. Denn  diese  analytischen  Darstellungen  konvergieren,  als 
Funktionen  von  a^  betrachtet,  gleichmäßig  auch  noch  für  lim  «3  =  00, 
wenn  man  nur  an  der  Festsetzung  §  14,  IV  festhält,  was  wir  ja 
auch  stets  gethan  haben. 
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1) 


(vgl.  I,  §  52,  Gleichung  17)  und  die  elementare  Relation 

2)  2ä-'  =  T' 

und  weiter  (durcli  Integration  bezw.  Differentiation  von  (1)  oder  durch 
Ausführung  des  Grenzübergangs  an  den  früheren  Formeln): 


Wir 

erhalten  dann  zunächst: 

iimpu-^^^    1    2j   \i^u-2h,c,f       {2h,co,y 

Q-IT-I    - 

y                           4«!^               2wi        12  «i^ 

TT 


3)  \\mL,u  =  ^  —  coi- ]r  — — ^u^ 


4)  lim Gu  =  e       ' sm - — 

'  TT  2C()i 


2  2  &>i    ^.^     WTT 


II  n 
„       cos  — 

5)  lim  p  u  = ; — ^  ^—  ' 

4  W/        .     „    ■MTT 

Sin**  -r—~ 
2wi 

Jim  jd'm  wird  also  innerhalb  des  Perioden  Streifens,  in  den  das  Perioden- 
parallelogramm übergegangen  ist,  nur  für  u  =  m^  Null;  dazu  gehört 
der  Wert: 

2 

6)  \ime^  =  \impw,=^^- 

Außerdem  wird  lim  pu  noch  gleich  Null,  wenn  u,  ohne  den 
Periodenstreifen  zu  verlassen,  nach  der  einen  oder  der  andern  Seite 
hin  ins  Unendliche  geht;  in  der  That  rückt  beim  Grenzübergang 
nicht    nur    «g,    sondern    auch    cj^    ins    Unendliche.     Dabei    wächst 

sin  ——  über  alle  Grenzen,  also  wird: 
2wi  ' 


TT^ 


7)  lim  ^2  =  lim  ^3=  -Y^-T- 

Die  Gleichung  zwischen  pu  und  p' u  nimmt,  da: 
lim(;.'z.)2  =  -^'      j-J: 


16  w,®  {    .    .  un  .    .  un 

'  sin*^  - —         sm*  - — 

2  «1  2  Wi 


..'          o                  TT«        r          1                          1,1  1     i 

4  lim;?^  U  =  — g- — r  I 

sm^  - —        sm*  — —        3  sm^  - — 
l  2  r,i.  2  f.).  2  fii-  f 


2  Wi  2  Wi  2  Q)i 
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ist,  in  der  Grenze  die  Gestalt  an: 

8)  lim {p  uf  =  4  limp^u  -  ~— ,  lim;?  u  -  ^f^  ; 

es  ist  also: 

Es  bleiben  also  auch  die  Eelationen  zwischen  den  g^,  g^  und 
den  e  (§  18,  12 — 14)  in  der  Grenze  bestehen.  Die  Diskriminante 
(§  32,  19)  wird  in  der  Grenze  Null: 

10)  lim  G  =  0. 

Was  die  Perioden  II,  Art  betrifft,  so  folgt  aus  (3): 

2  2 

1 1)  lim  7/,  =  ^1^ ,      lim  7/3  =  00 ,     lim  iyiß^  =  ^^ . 

Diese  Relationen  widersprechen  der  LEGENDEEschen  Relation 
insofern  nicht,  als  mit  ihnen  verträglich  ist,  daß  ^/^  Wg  —  n^^x  i^ 
der  Grenze  endlich  bleibt. 

Weiter  erhält  man  aus  den  Formeln  (1)  und  (6): 


n"  ...  un 


un 


lim  (pii  —  e.)  =  ~ — ^  sm -  ^  -~ , — ^  = 

also  bei  geeigneter  Vorzeichenbestimmung: 

12)  lim -?— =  - — cot- — 

'  ff  w  2  Wi  2  Wj 

und  ebenso: 

13)  lim  -^—  =  lim  '^—  —  ~ —  sm  -  ^ 

'  au  au  2(0y  2  Wj 

Für  die  geraden  Sigmafunktionen  selbst  ergiebt  sich  hieraus: 

1 4)  lim  G^u  =  e  cos  - — ,     lim  g^  u  =  lim  a^n  =  e       '  ; 

für  die  von  Jacobi  eingeführten  Funktionen: 

15)  limA==0,     limÄ'=l, 

16)  limw; 

1 7)  lim  sniü  =  sin  (lim  ic\     lim  cniv  =  cos  (lim  ic\     lim  dn  w  =  1. 


2w, 


2  z< 
Das  Argument  v  =  —   der    Thetafunktionen    wird     durch    den 

Grenzübergang  nicht  berührt;   das  Perioden  Verhältnis  r  konvergiert 
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in  der  Weise  ins  Unendliche,  daß  seine  zweite  Koordinate  positiv 
bleibt.     Infolgedessen  wird: 

18)  lim/i  =  0, 

19)  lim  iV- [v]  =  lim  i9-^  {v)  =  l,     lim  &^  {v)  =  lim  &^  {v)  =  0 , 

20)  lim  h  - ' '4  &^  {v)  =  cos  v  ;r ,     lim  k  -  V*  ,9-^  [v)  =  sin  v  7t. 

Etwas  anders  liegen  die  Verhältnisse,  wenn  man  beim  Übergang 
zu  den  Thetafunktionen  nicht  die  endlich  bleibende,  sondern  die  ins 
Unendliche  wachsende  Periode  2  co^  bevorzugt.     Wird  nämlich : 

r„  =  —  ^- ,       Äo  =  e^^''^ 

gesetzt,  so  wird: 

2 1 )  lim  Tg  =  0 ,     lim  A3  =  1 ; 

und  man  müßte  erst  untersuchen,  ob  die  Thetareihen  für  A  =  1  noch 
gleichmäßig  konvergieren,  wenn  man  den  Grenzübergang  an  den 
einzelnen  Gliedern  der  Reihe  ausführen  wollte.  Man  könnte  anderer- 
seits an  die  Gleichungen  anknüpfen,  die  die  Sigma  und  die  Theta 
verbinden;  aber  diese  erscheinen  zunächst  in  unbestimmter  Form. 
Wir  werden  später  von  der  andern  Seite  her  auf  die  Frage  zurück- 
kommen. 

Einen  ziveiten  Grenzfall  erhält  man,  wenn  man  auch  noch  die 
zw.eite  Periode  ins  Unendliche  Avachsen  läßt;  doch  so,  daß  das  Ver- 
hältnis der  Perioden  nicht  einem  reellen  Grenzwert  sich  nähert, 
sodaß  das  Periodenparallelogramm  in  der  Grenze  die  ganze  Ebene 
überdeckt.     Man  erhält  in  diesem  Falle: 


22) 

23) 

lim  e^  =  lim  e^  =  lim  ^3  =  0, 

24) 

lim  ^2  ==  ^f     li°^^3  =  0, 

25) 

lim^  =  lim^-0. 

W3                            Wj 

Das  Periodenverhältnis  wird  in  diesem  Falle  an  und  für  sich 
unbestimmt,  sodaß  von  Grenzwerten  der  Thetafunktionen  erst  die 
Rede  sein  kann,  wenn  man  darüber  noch  eine  nähere  Fortsetzung 
getroffen  hat. 

Ausdrücklich  sei  zum  Schlüsse  noch  eine  Voraussetzung  hervor- 
gehoben, die  allen  Rechnungen  dieses  Paragraphen  zu  Grunde  liegt: 
daß  nämlich  dem  u  ein  endlicher  W^ert  zukommt,  und  daß  dieser 
Wert  von  dem  Grenzübergang  nicht  in  Mitleidenschaft  gezogen  wird. 
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§  81.    Untersuchung  der  Ausartungen  von  der  RiEiWANN'schen  Fläche 

aus;   Grenzwerte   des  Integrals   I.  Gattung   beim  Zusammenfallen 

von  zwei  Verzweigungspunkten. 

Nunmehr  schlagen  wir  den  umgekehrten  Weg  ein  und  gehen 
von  der  RiEMANNSchen  Fläche  aus.  Lassen  wir  auf  ihr  zwei  Ver- 
zweigungspunkte einander  immer  näher  und  schließlich  zusammen- 
fallen, so  haben  wir  vor  allem  zu  beachten,  daß  sich  dabei  das 
Geschlecht  (§  3,  II)  der  Fläche  ändert.  Denn  in  dem  Moment,  in 
dem  die  beiden  Verzweigungspunkte  zusammenfallen,  hört  der  durch 
sie  vermittelte  Zusammenhang  zwischen  den  beiden  Blättern  an  dieser 
Stelle  auf,  die  beiden  Blätter  hängen  nur  mehr  durch  die  beiden 
andern  Verzweigungspunkte  zusammen.  Eine  zweiblättrige  Rie- 
MANNsche  Fläche  mit  nur  zwei  Verzweigungspunkten  hat  aber  nach 
I,  §  60  das  Geschlecht  0,  d.  h.  dieselben  Zusammenhangsverhältnisse 
wie  eine  Kugel.  Die  elliptischen  Funktionen  müssen  also  bei  diesem 
Grenzübergang  notwendig  ausarten. 

kFelche  Verzweigungspunkte  wir  zusammenrücken  lassen  wollen, 
ist  nach  den  Ergebnissen  von  §  78  gleichgültig.  Wir  wollen  den 
Fall  untersuchen,  daß  a^  mit  a^  zusammenrückt;  jeder  andere  Fall 
kann  auf  diesen  durch  eine  vorgängige  lineare  Periodentransformation 
zurückgeführt  werden.  Um  aber  mit  ganz  bestimmten  Begriffen  zu 
operieren,  müssen  wir  genau  angeben,  auf  welche  Größen  sich  der 
Grenzübergang  beziehen  und  welche  von  ihm  unberührt  bleiben 
sollen.     Wir  setzen  in  dieser  Hinsicht  folgendes  fest: 

Wie  in  §  1  sei: 

t\z)  =  %{z  -  a^)[z  -  a^)[z  -  a^){z  -  a^) 

gesetzt;  a^,  a^,  a^,  a^  sollen  als  konstant,  a^  als  veränderlich  angesehen 
und  der   Grenzübergang : 

1)  limc^3  =  c^, 

vollzogen  werden. 

Untersuchen  wir  nun  unter  dieser  Voraussetzung  zunächst  das 
Integral  erster  Gattung.  Für  alle  diejenigen  Werte  von  r,  die  nicht 
zu  c/.^  unendlich  benachbart  sind,  darf  der  Grenzübergang  ohne 
weiteres  unter  dem  Integralzeichen  vollzogen  werden;  man  erhält  also: 

2)  lim  u  =  f- ^     ^"^ 

Das  rechts  stehende  Integral  läßt  sich  auch  auf  das  Integral  einer 
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rationalen  f'unktion  zurückführen,  wenn  man  nacli  Anleitung  von 
I,  §  62  die  zweiblättrige  RiEMANNsche  Fläche  mit  zwei  Verzweigungs- 
punkten durch  die  Substitution: 


«2  ~  ''^o  ;-2 


Q\  ^ ^2     •*2  "^0    5-5 

auf  die  Kugel  abbildet.     Man  erhält: 

lim  n  = —  -  j  -z^ T- 


4) 


logi-4  +  6\ 


y^o  («2  -  «o)  («1  -  «o)      -'  ^  ^ 


Das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  kann  hier  noch  beliebig  ge- 
wählt werden;  eine  Änderung  desselben  hat  nämlich  dieselbe 
Wirkung  wie  eine  Änderung  des  Vorzeichens  von  J,  und  über  dieses 
ist  durch  die  Gleichung  (3)  noch  nicht  verfügt.  Die  Integrations- 
konstante ist  =  0  zu  setzen,  wenn  man  z  =  cc^  (also  J  =  oo)  zur 
unteren  Grenze  des  Integrals  nimmt.  Dann  lautet  die  Umkehrung 
der  Gleichung  (4),  wenn  noch  zur  Abkürzung: 


4  a)  ]/ao  [a^  -  a,)  {a^  -a^)=  -2c 

gesetzt  wird: 

5)  C  = =  —  i  cot  ii  c  u). 

Wählen  Avir  das  Querschnittsystem  so.  wie  es  in  Fig.  26,  p.  136 
geschehen  ist,  so  sehen  wir:  ein  Periodenweg  von  der  Art  wie  B 
reduziert  sich  einfach  auf  eine  Umkreisung  des  Punktes  z  =^  a^  im 
oberen  Blatte;  der  Periodicitätsmodul  w^  ist  nach  §  6,  VIII  ent- 
gegengesetzt gleich  dem  Werte  des  Integrals,  genommen  um  B^ 
dieses  aber  ist  nach  I,  §  45,  II  gleich  2  tt  z  X  dem  Residuum  der 
Funktion  im  Punkte  a^.     Es  ist  also: 

—  2  71  * 


6)  lim  ft>j  =  — ^ 

"j/öfo  («2    -   «o)   («1    -   «o) 

wenn  derjenige  Wert  der  Quadratwurzel  gewählt  wird,  auf  den  sich: 


limy«„(z-  a^{z-  a^ 

im  oberen  Blatte  reduziert  (also  ein  beliebiger  Wert,  Avenn  über  die 
Unterscheidung  der  beiden  Blätter  noch  keine  Festsetzung  ge- 
troffen ist). 
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Anders  verhält  es  sich  mit  einem  Periodenweg  von  der  Art 
wie  A\  ein  solcher  geht  in  der  Grenze  über  in  einen  ungeschlossenen 
Weg,  der  von  dem  Punkte  z  =  a^  =  a^  des  einen  Blattes  um  den 
Punkt  «j  herum  nach  dem  Punkt  z  =  a^  =  a^  des  andern  Blattes 
führt.  Der  Wert  des  Integrals,  genommen  über  einen  solchen  Weg 
ist  unendlich  groß,  da  die  zu  integrierende  Funktion  in  der  Grenze 
in  beiden  Endpunkten  des  Integrationsweges  von  der  ersten  Ordnung 
unendlich  Avird.  Damit  hört  dieses  Integral  auf,  als  Periode  eine 
Bedeutung  zu  haben,  und  wir  könnten  es  ganz  bei  Seite  schieben, 
wenn  nicht  für  die  folgenden  Untersuchungen  eine  genauere  Kenntnis 
der  Art,  wie  es  unendlich  groß  wird,  erforderlich  wäre. 
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Periode. 

Um  diese  Untersuchung  zu  führen,  transformieren  wir  unser 
Integral  zunächst  in  der  in  §  63  gelehrten  Art  auf  die  erste  Normal- 
form.    Wir  erhalten  so  zunächst: 

1)  2  «3  = ' ^  K-  [l), 

[/«O  («2    -    «oj  («3   -   «l) 

wenn  wir  unter  K'  (A)  den  Wert  des  Integrals : 

dt 


■''  f 


verstehen,  genommen  auf  einem  Wege,  der  die  beiden  Punkte  1 
und  l  -  ^  von  den  beiden  Punkten  0  und  oo  trennt.  Bei  dem  Grenz- 
übergang lim  c^3  =  cIq  geht  die  in  (1)  als  Faktor  stehende  Quadrat- 
wurzel über  in  y^o  (^2  ~"  ^o)(S  ~"  ^i)'i  ^^  bleibt  also  noch  zu  unter- 
suchen, was  aus  der  Funktion  K'  {?,)  bei  Ausführung  des  Grenz- 
übergangs : 
3)  lim  [l- 1)  =  00       oder       lim  1  =  0 

wird.  Das  bedarf  aber  noch  einer  näheren  Festsetzung.  Wir  dürfen 
den  Fall  ausschließen,  daß  A  von  Seite  der  negativ  reellen  Werte 
her  dem  Werte  0  sich  nähert,  da  wir  das  durch  geeignete  Nume- 
rierung der  Verzweigungspunkte  stets  erreichen  können.  Dann 
können  wir  den  Integrationsweg  so  wählen,  daß  er  bei  der  Trans- 
formation : 

4)  s'  =  i^' 
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die  nach  §  66,  (4)  das  Integral  (2)  in  sich  überführt,  ebenfalls  in  sich 
transformiert  wird.  Diese  Transformation  führt  nämlich  den  Kreis  um 
den  Nullp.  vom  Radius  l^-"'«!  in  sich  über,  insbesondere  die  beiden 
Punkte  ±  X  ~  '/2 ;  wir  können  als  einen  Teil  des  Integrationsweges 
eine  beliebige  Kurve  nehmen,  die  von  Z-V2  ausojehend  den  Punkt  1, 
aber  nicht  den  Punkt  0  umkreisend  nach  l-^i^  zurückführt  und  dabei 
ganz  innerhalb  des  genannten  Kreises  bleibt,  als  andern  Teil  das 
Bild  dieser  Kurve  vermöge  der  Transformation  (4)  (in  geeignetem 
Sinne  durchlaufen,  sodaß  der  gesamte  Integrationsweg  sich  nicht 
selbst  überkreuzt).  Die  beiden  Teile  geben  dann  gleiche  Beiträge 
zu  -AT' (/).  Für  alle  Punkte  des  ersten  Bestandteils  ist  ^^^|^'^*  , 
also  sicher  <  1;  wir  können  für  sie  den  Faktor  (1  —  AJ)-V2  unter 
dem  Integralzeichen  nach  dem  binomischen  Lehrsatz  entwickeln  und 
gliedweise  integrieren.     Wir  erhalten  so: 

Die  in  der  Summe  auftretenden  Integrale  können  nach  einer  Formel 
der  elementaren  Integralrechnung  (die  man  eventuell  durch  Differen- 
tiation verifizieren  möge)  durch  das  erste  und  durch  algebraische 
Funktionen  ausgedrückt  werden;  nämlich: 

QndQ  1.3.5  ...  (2  w,  -  1) 


6) 


r     Q^cLQ     _  1  ■  3  .  5  .  .  .  (2  ^.  -  ij  r 
J  ]/^f^~l)~  2.4.6...       {2n)     J 


yat-1) 


VcfC-l)  f^„_i    1    2n-l  2    I    (2n-l)(2.z-3)  3 

71  1  ^  ^  27Z  -  2  ^  ^  (291  -  2)  (271  -  4)  ^ 


.   + 


(2n-2)(27Z-4) 

(2?i  -  l)(2n  -  3)  .  .  .5.3 
(2n  -  2) (2w  -  4)  ...  4.  2 


Es    handelt    sich    also    wesentlich    noch    um    die    Bestimmung    des 
Wertes  des  Integrals: 

für  den  oben  angegebenen  Integrationsweg.    Durch  die  Substitution: 

'c-  1  _  .2      ^  _     1         ^  _  1  _     ^^         rjr  -  _m^_ 

geht    das  Integral    bei    geeigneter  Verfügung    über    das  Vorzeichen 
von  t  über  in: 

8)  /=2/,-^.  =  nog|±|. 
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Dem  angegebenen  Integrationswege  entspricht  in  der  ^^-Ebene  ein 
Weg,  der  von  t^  =  1  —  ]/Z  ausgehend  den  Nullpunkt,  aber  nicht  den 
unendlich  fernen  Punkt  in  seinem  Innern  enthält  und  nach  1  —  ]// 
zurückführt.  Wir  dürfen  ihn  auf  die  hin  und  zurück  durchlaufene 
geradlinige  Strecke  von  \  —  ^l  nach  0  zusammenziehen;  dann  ent- 
spricht ihm  in  der  ?f- Ebene  ein  ungeschlossener  Weg,  der  von  einem 
der  beiden  Werte  der  Wurzelgröße  ]/!  —  ]/!  geradlinig  nach  dem 
andern  führt.  Durchläuft  t  diesen  Weg,  so  nimmt  der  Arkus  von 
1  +  ^  um  denselben  Winkel  zu,  wie  der  von  \  —  t  ab;  und  zwar, 
da  unter  ]/Z  der  Hauptwert  verstanden  war,  um  einen  Winkel,  der 
^  71  ist.      Wir  erhalten  also  in 

^)  /=2  2log \        ^      =  2zlog- ^    ,_   ^     ' 

den  Hauptwert  des  Logarithmus. 

Was  die  algebraischen  Glieder  betrifft,  so  ist  zu  beachten: 
zwar  hat  f  an  der  untern  und  obern  Grenze  der  Integration  den- 
selben Wert,  nämlich  den  Hauptwert  von  l~^^^,  aber  für  die  Wurzel- 
größe y^(J  —  1)  sind  an  den  beiden  Grenzen  entgegengesetzte  Werte 
zu  nehmen,  da  der  Integrationsw^eg  einen  ihrer  Verzweigungspunkte 
umkreist.     Wir  erhalten  also: 


10) 


(2n-l)(2^-3)     r.  "  -  2  (2,^-l)(2^-3)...5.3    /y  1 

'^  {2n-2){2n-4)^  "  "^  '  '  *  '^  i2n  -  2){2n- 4)  .  .  .  4  .2  ^  '  j  * 

In   dieser  Gleichung  ist  für  "|/A  der  Hauptwert  zu  nehmen;  für 


]/l  —  ]/X  kann  ein  beliebiger  der  beiden  dann  noch  möglichen  Werte 
genommen  werden,  da  eine  Vertauschung  der  beiden  Werte  die 
Funktion  K' {X)  nur  im  Vorzeichen  ändert  und  dieses  bis  jetzt  noch 
nicht  fixiert  ist.  Sie  gilt  ihrer  Ableitung  zufolge,  solange  X  dem 
absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  1  und  nicht  negativ  reell  ist. 

Man  erhält  übrigens  auch  für  die  bei  lim  1  =  0  endlich  blei- 
bende Periode  eine  ähnliche,  wiewohl  einfachere  Entwicklung. 
Definiert  man  nämlich  K{1)  als  den  Wert  des  Integrals 
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genommen  auf  einem  Wege,  der  die  Punkte  0  und  1  umgiebt,  so 
konvergiert,  wenn  |  yl  j  <  1  ist,  die  binomische  Entwicklung  des 
Faktors  (1  —  Z^)-'^«  für  alle  Punkte  dieses  Integrationsweges.  Man 
erhält  so  eine  ähnliche  Entwicklung  wie  (6);  aber  die  algebraischen 
Glieder  fallen  weg,  da  jetzt  der  Integrationsweg  die  beiden  Ver- 
zweigungspunkte der  Wurzelgröße  umschließt,  und  zur  Berechnung 
des  Integrals 

r      dt 
J  VW^) 

kann  der  Integrationsweg  auf  eine  den  unendlich  fernen  Punkt  um- 
schließende Kurve  zusammengezogen  werden.  Man  findet  so  (oder 
durch  die  Substitution  L^=sm^\p)  als  W^ert  dieses  Integrals  2  ii, 
und  folglich: 

Mit  Hilfe  dieser  Reihenentwicklungen  sind  wir  nun  im  stände, 
die  gewünschten  näheren  Angaben  über  das  Unendlichwerden  von 
2  «3  und  von  r  für  liml  =  0  zu  machen.  Der  in  (10)  auftretende 
Logarithmus  wird  für  ^.  =  0  unendlich;  man  kann  ihn  ersetzen  durch: 


21og(l  +-|/1  -]/!)-  log]/;. 

und  erhält  so,  nach  geeigneter  (d.  h.  mit  §  14,  IV  übereinstimmender) 
Festsetzung  der  Vorzeichen: 

13)  lim  (2  0,3  +  ^^  log  ;iU-=^Ü°lI= 

A  =  0     ^  ^  ^  l/«0  («2    -   «o)  («1    -    «o) 

und  ferner: 

14)  lim  [TTii  —  log  ;i)  =  —  4  log  2. 

Daraus  folgt: 

1K\  er  Tri  1 

also  als  wesentlichstes  Resultat  dieser  ganzen  Untersuchung: 

Wenn  der  Abstand  zweier  Verzweigung spunkte  von  der  ersten 
Ordnung  unendlich  klein  loird,  wird  ein  Wert  der  Größe  h  =  e'^^^  eben- 
falls von  der  ersten  Ordnung  unendlich  Mein. 

Dieses  Resultat  würde  für  viele  Zwecke  bereits  genügen;  für 
andere  ist  es  erforderlich,  darüber  hinaus  noch  Näheres  über  das 
Verhalten  von  h  als  Funktion  von  X  in  der  Umgebung  von  A  =  0 
zu  wissen.     Auch   darüber  geben   die  Formeln  (10)   und  (12)  Auf- 
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Schluß.  Sie  zeigen,  daß  sich  K'  [l]  +4 log]/),  und  1  -.KQ.)  nach  Po- 
tenzen von  yZ  mit  positiven  ganzzahligen  Exponenten  entwickeln 
lassen;  und  zwar  konvergieren  diese  Entwicklungen  sicher,  solange 
j  /.  I  <  1  ist,  wie  für  die  erste  aus  elementaren  Sätzen  über  die 
Binomial-  und  die  logarithmische  Reihe,  für  die  zweite  daraus  hervor- 
geht, daß  nach  §  53,  (3)  K{1)  für  |A|  <  1  von  Null  verschieden  ist. 
Also  konvergiert  auch  die  Entwicklung  von  h  nach  Fotenzen  von  }. 
sicher  für  \X\  <  1. 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  die  ersten  Glieder  dieser  Eeihen- 
entwicklungen  aufzustellen;  doch  gelangt  man  einfacher  auf  folgendem 
Wege  zum  Ziele.     Die  Gleichungen  §  63  (7)  und  §  56  (12)  geben: 

~  ^3*(0)    ~      (1  +  2Ä  +  .  .)' 

=  1 6Ä  (1  +  4^2  +  .  .)  (1  _  8A  +  40/^2  _  1607/3  ^  _  ) 
=  16Ä{  1  -  8Ä  +  44Ä2  _  192Ä3  +...); 

durch  Umkehrung  erhält  man  hieraus: 

Nur  erhält  man  auf  diesem  Wege  nicht  die  Sicherheit,  daß  der 
Konvergenzkreis  dieser  Reihe  wirklich  so  groß  ist,  wie  oben  an- 
gegeben. 
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Durch  die  Resultate  des  vorigen  Paragraphen  ist  der  Anschluß 
der  in  den  beiden  letzten  geführten  Untersuchungen  an  die  von  §  80 
gewonnen.  Wir  sehen,  daß  die  dort  angegebenen  Verhältnisse 
jedesmal  dann  eintreten,  wenn  wir  zwei  von  den  vier  Verzweigungs- 
punkten der  zu  Grunde  gelegten  RiEMANNschen  Fläche  zusammen- 
fallen lassen.  Wir  können  nämlich  von  den  zu  Beginn  von  §  81 
getroffenen  Annahmen  über  die  Auswahl  der  zusammenrückenden 
Verzweigungspunkte  und  über  die  Zerschneidung  der  RiEMANNSchen 
Fläche  durch  die  Formeln  der  linearen  Periodentransformation 
(Abschnitt  VIII)  zu  beliebigen  andern  Annahmen  übergehen.  Es 
folgt  daraus:  Wenn  man  zuerst  eine  zweiblättrige  Fläche  mit  vier 
getrennt  liegenden  Verzweigungspunkten  durch  zwei  (im  übrigen  be- 
liebig gewählte)  Rückkehrschnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende 
verwandelt  und  die  Periodicitätsmoduln  des  Integrals  I.  Gattung  an 
diesen  Schnitten  mit  2  «^  2  ro^  bezeichnet,  hierauf  zwei  Verzweigungs- 
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punkte  zusammenrücken  läßt,  so  konvergiert  das  Periodenverhältnis 
r  =  «g/wj  im  allgemeinen  gegen  einen  bestimmten  reellen  rationalen 
Grenzwert;  und  man  kann  einen  beliebigen  solchen  Grenzwert  er- 
reichen, wenn  man  das  Schnittsystem  zu  Anfang  passend  wählt.  Die 
Größe  Ä  =  e^'^^  konvergiert  dabei  gegen  eine  Einheitswurzel.  Bei 
besonderer  Wahl  des  Querschnittsystems  wächst  das  Periodenverhältnis 
beim  Zusammenrücken  zweier  Verzweigungspunkte  in  der  Weise  ins 
Unendliche,  daß  lim  A  =  0  wird. 

Auf  Grund  dieser  Sätze  können  wir  die  Abhängigkeit  der  Theta- 
nullwerte  von  den  Verzweigungspunkten  unabhängig  von  den  Ent- 
wicklungen der  Paragraphen  47  und  59  folgendermaßen  feststellen: 
Wie  aus  §§  72  und  75  hervorgeht,  bleibt  ^g^w^-^  ungeändert  bei 
jeder  linearen  Transformation,  die  mod.  2  zur  Identität  kongruent 
ist.  Daraus  folgt  nach  §  78,  daß  dieser  Quotient  eine  eindeutige 
Funktion  der  Verzweigungspunkte  ist.  Ferner  folgt  aus  §  53^  (3)  und 
§  48,  I,  daß  dieser  Quotient  für  jeden  von  a^,  a^,  a^  verschiedenen 
endlichen  Wert  von  a^  regulär  und  von  Null  verschieden  ist. 

Wenn  a^  mit  a^  zusammenfällt,  wird  A  =  0,  also  &^  =  1  und 
&^  verhält  sich  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  regulär. 

Wenn  a^  mit  a^  zusammenfallen  soll,  so  nehmen  wir  erst  die 
Transformation  T-^ST  vor,  die  a^^  und  a^  vertauscht  (§  78)  und  die 
Perioden  folgendermaßen  transformiert: 

1)  «j=a9l+«3?      ^3  =«3^      ^  =  TTT* 

Man  erhält  für  sie: 

(Ä)'=(Ä)' 

lassen  wir  also  jetzt  a^  mit  a^,  d.  h.  mit  c^,)  zusammenfallen,  so 
wird  Ä  =  0,  Wj  bleibt  endlich  und  von  Null  verschieden;  es  wird 
also  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (2)  und  folglich  auch  die  linke 
Null,  und  zwar  von  der  ersten  Ordnung. 

Wenn  a^  mit  a^  zusammenfallen  soll,  so  findet  man  in  ganz 
analoger  Weise  durch  Anwendung  der  Transformation  T,  daß  dabei 
1^3^  «j~^  regulär  und  von  Null  verschieden  bleibt. 

Nun  müssen  wir  noch  untersuchen,  wie  ß-J^co^  sich  verhält, 
wenn  wir  a^  über  alle  Grenzen  wachsen  lassen.  Unbeschadet  der 
Allgemeinheit  können  wir  annehmen,  daß  dabei  a^  so  gegen  Null 
konvergiert,  daß: 

lim  (a,  a^)  =  a^ 
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endlich  und  von  Null  verschieden  bleibt,  da  wir  die  Abhängigkeit 
des  d-  von  a^  nachher  noch  besonders  feststellen  werden.  Dann 
reduziert  sich  die  Funktion  4.  Grades  unter  dem  Wurzelzeichen  auf 
eine  Funktion  3.  Grades,  der  Thetanullwert  und  die  Periode  im 
Nenner  bleiben  endlich  und  von  Null  verschieden.  Wenn  aber 
andererseits  a^  gegen  0  konvergiert,  wird  co^  von  der  i  Ordnung 
unendlich,  i)-^  bleibt  endlich,  die  zu  untersuchende  Funktion  muß 
also  =  ÜQ  mal  einer  von  «^  unabhängigen  Größe  sein.  Es  ist  also 
»V-g^/w^^  eine  auf  der  ganzen  Kugel  bis  auf  einen  im  Unendlichen 
liegenden  einfachen  Pol  reguläre  und  folglich  nach  I,  §  44,  V  eine 
rationale  ganze  Funktion  ersten  Grades  von  a.^ ;  wir  können  schreiben : 

wo  c  nur  noch  von  a^,  a^^  a^  abhängt.  Mit  Hilfe  der  Gleichungen 
§  82,  (12)  und  (15)  findet  man:  • 

Ebenso,  oder  durch  Anwendung  geeigneter  linearer  Substitutionen^ 
wird  erhalten: 

'^2^  =  ^"^«i^s  K  -  ^3)K  -  ^2)- 


§  84.    Zusammenrücken  von  mehreren  Yerzweigungspunkten. 

Lassen  wir  noch  einen  dritten  Verzweigungspunkt  mit  den  beiden 
schon  zusammengerückten  zusammenfallen,  so  werden  wir  von  der 
RiEMANNschen  Fläche  her  auf  denjenigen  Ausartungsfall  geführt,  den 
wir  vom  Periodenparallelogramm  her  am  Ende  von  §  80  erhalten 
hatten.     Es  wird  nämlich  dann: 

d% 


1)  lim  u  =   l  

J  Vcu  (x  —  a, 


Yttoiz  -  ao)^(^  -  «1) 

also  gleich  einem  Integral,  das  als  Integral  zioeiter  Gattung  auf  der 
zweiblättrigen  Fläche  mit  zwei  Verzweigungspunkten  anzusehen  ist. 
Ein  solches  Integral  ist  aber  notwendig  gleich  einer  algehraiscJien 
Funktion  der  oberen  Grenze.  Denn  auf  der  zweiblättrigen  Fläche 
mit  nur  zwei  Verzweigungspunkten  giebt  es  eine  algebraische  Funktion, 
die  nur  in  einem  Punkte  und  in  diesem  nur  von  der  ersten  Ordnung 
unendlich  groß  wird.  Wählen  wir  einen  konstanten  Faktor  so,  daß 
die  Residuen  beiderseits  gleich  werden,  so  müßte  die  Differenz 
zwischen  dem  Integral  und  dieser  Funktion  ein  Integral  I.  Gattung 
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sein;  ein  solches  giebt  es  aber  auf  der  zwei  blättrigen  Fläche  mit 
nur  zwei  Verzweigungspunkten  nicht,  diese  Differenz  muß  also  kon- 
stant sein.  In  der  That  findet  man  durch  Ausführung  der  Integration 
nach  elementaren  Methoden: 

2)  lim  u  = ^^~~-~r  -\h--^  • 

Andererseits  ergiebt  jede  der  Gleichungen  (4)  von  §  56  für 
diesen  Fall: 

3)  limjt.z.  =  ^"^^^"""^'^-=^. 

Vergleichung  von  (2)  und  (3)  führt  auf  die  Gleichung  (22)  von  §  80 
und  damit  auf  die  dort  noch  folgenden  Gleichungen  zurück. 

Aber  das  ist  nicht  die  einzige  Art,  wie  drei  Verzweigungs- 
punkte in  einen  zusammenrücken  können,  sondern  ein  sehr  spezieller 
Fall.  Von  der  großen  Zahl  der  hier  denkbaren  Möglichkeiten  ist 
besonders  noch  eine  von  Interesse:  wir  können  die  drei  Verzweigungs- 
punkte auch  so  zusammenrücken  lassen,  daß  ihr  Doppelverhältnis  mit 
dem  vierten  einem  bestimmten  von  0,  1,  OD  verschiedenen  Grenzivert 
sich  nähert.  Nun  haben  wir  in  §  63  gesehen,  daß  jedes  elliptische 
Integral  I.  Gattung  sich  umformen  läßt  in  das  Produkt  aus  einem 
Integral  derselben  Art,  das  nicht  mehr  von  den  einzelnen  Ver- 
zweigungspunkten, sondern  nur  noch  von  ihrem  Doppelverhältnis 
abhängt,  und  einem  von  x  unabhängigen  Faktor.  Dieser  Faktor 
hebt  sich  weg,  wenn  wir  die  Quotienten  v  =  uj2  w^,  r  =  «g/w^  bilden; 
die  Thetafunktionen  werden  also  von  einem  solchen  Grenzübergang  gar 
nicht  berührt. 

Wir  fragen  ferner,  was  aus  unsern  Formeln  wird,  wenn  wir 
zweimal  je  zwei  Verzweigungspunkte  zusammenrücken  lassen.  An 
der  ersten  oder  zweiten  Normalform  ist  die  Ausführung  dieses  Grenz- 
übergangs nicht  möglich,  sodaß  man  bei  ausschließlichem  Gebrauch 
einer  dieser  Normalformen  an  diesem  Grenzfall  ganz  vorbeigeführt 
wird;  dagegen  kann  man  hier  die  dritte  Normalform  benutzen.  Setzt 
man  nämlich  in  ihr  |W  =  1 ,  so  fällt  nicht  nur  der  Verzweigungs- 
punkt ^-2  mit  1,  sondern  gleichzeitig  auch  —  fi-^  mit  —  1  zu- 
sammen. Wir  brauchen  aber  gar  nicht  erst  auf  eine  bestimmte 
Normalform  zu  transformieren,  sondern  können  mit  den  allgemeine!: 
Formeln  operieren.     Es  kommt  dann: 

u  =  -,_  j = — -=rlog " 

2ni 


4) 


lim 
lim  ft>. 


(«1  -  «o)  l/«o 
BüRKHARDT,    Funktionen.     II.  X4 
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während  «3  über  alle  Grenzen  wächst.  Die  Verhältnisse  liegen  also 
hier  ganz  ebenso,  wie  in  dem  in  den  §§  81—83  behandelten  Falle. 
(Will  man  von  der  Gleichung  (4)  von  §  81  zu  der  eben  abgeleiteten 
Gleichung  (4)  den  Grenzübergang  ausführen,  so  muß  man  erst  vom 
unbestimmten  Integral  zum  bestimmten  übergehen,  bezw.  die  untere 
Grenze  anders  wählen,  als  es  dort  geschehen  ist.) 

Was  endlich  den  Fall  betrifft,  daß  alle  vier  Verzweigungspunkte 
zusammenrücken,  so  steht  dieser  zu  dem  Falle,  daß  drei  zusammen- 
rücken, ebenso  wie  das  paarweise  Zusammenrücken  von  je  zweien 
zu  dem  Zusammenrücken  von  nur  zweien:  es  ändert  sich  nichts 
Wesentliches  mehr. 

Zu  beachten  ist  übrigens,  daß  in  den  beiden  letzten  Fällen  die 
RiEMANNsche  Fläche  zerfällt,  indem  ihre  beiden  Blätter  sich  ganz 
voneinander  trennen. 


ZEHNTER  ABSCHNITT, 

Realitätsyerhältnisse. 
§  85.     Vorbemerkungen. 

Jjür  die  Anwendungen  der  elliptischen  Funktionen  auf  mecha- 
nische und  andere  physikalische  Probleme,  sowie  auch  für  bestimmte 
Fragen  der  Theorie  ist  es  erforderlich,  daß  man  weiß,  ob  sie  für 
bestimmte  Werte  des  Arguments  reell  sind  oder  nicht,  und  im 
ersteren  Falle,  daß  man  Grenzen  angeben  kann,  zwischen  denen 
ihre  Werte  liegen.  Auch  diese  Untersuchung,  wie  die  des  vorigen 
Abschnitts,  kann  sowohl  vom  Periodenparallelogramm,  wie  von  der 
RiEMANNschen  Fläche  aus  geführt  werden ;  auch  hier  wollen  wir  zuerst 
den  erstgenannten  Weg  einschlagen. 

Wir  müssen  dann  zunächst  fragen,  unter  welchen  Umständen 
reellen  Werten  der  Veränderlichen  u  auch  reelle  Werte  elliptischer 
Funktionen  entsprechen.  Dazu  ist  nach  I,  §  71  erforderlich,  daß 
konjugiert  complexen  Werten  von  u  auch  konjugiert  complexe  Werte 
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der  Funktion  gehören.  Dann  muß  aber,  wenn  irgend  eine  com- 
plexe  Zahl  2  m  Periode  der  Funktion  ist,  auch  die  zu  ihr  konjugiert 
complexe  Zahl  Periode  sein.  Da  nun  Summe  und  Differenz 
zweier  Perioden  wieder  Perioden  sind,  und  da  die  Summe  zweier 
konjugiert  complexen  Größen  reell,  ihre  Differenz  rein  imaginär  ist, 
so  folgt: 

Unter  den  Perioden  einer  doppeltperiodischen  Funktion^  die  für 
reelle  iVerte  des  Arguments  selbst  reell  ist,  sind  stets  sowohl  reelle,  als 
auch  rein  imaginäre. 

Hier  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden:  entweder  bilden  die 
kleinste  positiv  reelle  und  die  kleinste  positiv  imaginäre  Periode  zu- 
sammen ein  primitives  Periodenpaar  (§  67),  oder  das  ist  nicht  der 
Fall.     Diese  beiden  Fälle  sind  getrennt  zu  behandeln. 


§  86.    Das  Periodenparallelogramm  ein  Rechteck;  pu  und  p  u. 

Wenn  die  kleinste  positiv  reelle  und  die  kleinste  positiv  imagi- 
näre Periode  zusammen  ein  primitives  Periodenpaar  bilden,  sodaß 
ein  elementares  Periodenparallelogramm  ein  Eechteck  ist,  bezeichnen 
wir  die  erstere  mit  2  co^,  die  letztere  mit  2  cd^.  Das  Perioden  Verhältnis 
T  =  (^sl^i  ^^'^^^  dann  positiv  imaginär,  sodaß  diese  Festsetzung  der 
bereits  §  1 4,  IV  getroffenen  und  seitdem  festgehaltenen  nicht  wider- 
spricht. Die  Glieder  der  Reihen  §  17,  (3)  und  (4)  sind  dann  (für 
reelle  u)  teils  reell,  teils  paarweise  konjugiert  imaginär;  wir  erhalten 
somit  zunächst  den  Satz: 

I.  In  unserm  Fall  sind  die  Invarianten  g^,  g^  reell  und  die  Funk- 
tionen pu,  pu  nehmen  für  reelle  Werte  des  Arguments  selbst  reelle 
Werte  an. 

Wir  fragen  weiter  nach  den  Vorzeichen  dieser  Funktionen. 
Für  hinlänglich  kleine  Werte  von  u  geben  uns  darüber  die  Reihen 
§  18,  (2)  und  (3)  Auskunft,  da  für  solche  Werte  nach  I,  §  38,  VIII 
(vgl.  auch  I,  §  43,  IV)  das  erste  Glied  dieser  Reihen  die  Summe 
aller  folgenden  überwiegt.     Sie  zeigen  nämlich: 

II.  Für  dem  absoluten  Betrag  nach  kleine  reelle  Werte  von  u  ist 
in  unserm  Falle  p  u  positiv ,  p  u  hat  das  entgegengesetzte  Vorzeichen 
wie   u. 

Lassen  wir  nun  u  von  0  an  wachsen.  Zunächst  ist  pu  positiv, 
p' u  negativ;  pu  nimmt  also  ab.  p'u  bleibt  negativ,  bis  es  Null  wird; 
das  geschieht  (vgl.  §  18,  p.  47)  zum  ersten  Male  bei  u  =  Wj.  Dort 
wird  pu  —  e^y  also  folgt: 

14* 
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in.    Wenn    u    stetig    von  u   bis  co^  wächst j    nimmt  pu  stetig  von 

+  00  bis  e^  ab. 

Hätte  die  Gleichung 

eine  Wurzel  z  =  e^,  die  algebraisch  größer  als  e^  wäre,  so  würde 
pu  diesen  Wert  e  in  irgend  einem  Punkte  zwischen  0  und  «^  an- 
nehmen müssen.  Dann  wäre  aber  in  einem  solchen  Punkte  ;?'  m  =  0, 
was  nicht  sein  kann.     Also  folgt: 

IV.  e^  =  p  fOj  ist  in  unserm  Falle  die  algebraisch  größte  Wurzel 
der  Gleichung  (1)  und  daher  notwendig  positiv. 

Lassen  wir  u  von  cß^  bis  2  co^  weiter  wachsen,  so  durchläuft 
pu  dieselben  Werte  in  umgekehrter  Reihenfolge;  denn  aus  §  17  (7) 
und  daraus,  daß  pu  eine  gerade  Funktion  von  u  ist,  folgt: 

jo  (wj  +  m)  =  7?  (w^  —  u). 
U.  s.  w. 

Um  auch  für  rein  imaginäre  Werte  von  u  über  das  Verhalten 
von  pu  Näheres  zu  erfahren,  gehen  wir  aus  von  den  Homogeneitäts- 
relationen  §  17,  (10)  und  (11).  Setzen  wir  in  ihnen  ^  =  i,  so  er- 
halten wir: 

g^icoih  «3O  =       y2K^  ^3)? 
g^ia^i,  oj^i)=  -ffA^i^  «3)^ 
P{u\q)^  iy  cü^i  =  —  p{ui\co^,  0)3), 


bezw. 


P(u'^  9i^  -^3)=  -V{ui\  92*  9z)' 


Sind  ^j,  e^,  e^  die  Wurzeln  der  Gleichung  4iZ^  —  g^  z  —  g^  =  0^ 
so  sind  —  e^,  —  e^,  —  e^  die  der  Gleichung  Az^  —  g.^  z  -^  g.^  =  0. 
Wenden  wir  also  die  Sätze  II — IV  auf  die  Funktion  p(u\  g^,  —9s) 
an  und  übertragen  die  Ergebnisse  auf  die  Funktion  p{ui;  g^,  g^), 
so  erhalten  wir: 

V.  Wenn  u  rein  imaginäre  Werte  von  0  bis  «3  stetig  durchläuft, 
so  durchläuft  p  u  stetig  wachsend  reelle  Werte  von  —  00  bis  zu  der 
algebraisch  kleinsten  (also  notwendig  negativen)  Wurzel  der  Gleichung  (1). 

Die  Werte  von  pu  für  andere  rein  imaginäre  u  ergeben  sich 
hieraus  wie  oben.  Übrigens  folgt  noch  aus  IV  und  V  mit  Rücksicht 
auf  §  18,  (12): 

VI.  In  unserm  Falle  sind  alle  drei  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  reell. 
Für  complexe  Argumente  [u  +  vi)    erhält   man    dann    die    zu- 
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gehörigen  Funktionswerte  durch  die  Additionstheoreme  (§  23).  Z.  B. 
ergiebt  sich  für  vi  =  m^  aus  der  Gleichung  §  23,  6  (in  der  man  u 
und  V  vertausche): 

2)  v(u  4-  m)  —  e    =:  ^?^'^«  ~  '^^^  =  (ei  -  es){e2-ej^ 

)  I^  \      i     ^  3)         3  2(pu  —  es)  pu  —  e^ 

und  daraus  der  Satz: 

VII.  Jf^enn  u  JFerte ,  deren  rein  imaginärer  Bestandteil  =  co^*  isty 
von  «3  bis  —  co^  stetig  durchläuft  (also  auf  einer  durch  co.^  gezogenen 
Parallelen  zur  Äxe  der  reellen  Zahlen  sich  bewegt) ^  durchläuft  pu 
stetig  wachsend  reelle   Werte  von  e^  bis  e^. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  ebenso  wie  V  aus  III: 

VIII.  Wenn  u  Werte,  deren  reeller  Bestandteil  =  w^  ist,  von  co^ 
bis  —  «2  stetig  durchläuft  (also  auf  einer  durch  co-^  gezogenen  Parallelen 
zur  Äxe  der  rein  imaginären  Zahlen  sich  bewegt),  durchläuft  p  u  stetig 
abnehmend  reelle   Werte  von  e^  bis  e^. 

Wir  können  die  Sätze  III,  V,  VII,  VIII  zu  dem  einen  zu- 
sammenfassen: 

IX.  Wenn  u  den  Umfang  des  Rechtecks,  dessen  Ecken  in  den 
Punkten  0,  g)^,  —  ^2^  ^3  ^^^^^>  ^^  positiven  Sinne  von  0  an  durch- 
läuft, durchläuft  pu  beständig  abnehmend  alle  reellen  Werte  von 
+  00  bis   —  00. 

Im  Innern  dieses  Rechtecks  ist  die  Funktion />m  überall  regulär; 
daraus  und  aus  dem  eben  bewiesenen  Satze  folgt: 

X.  Durch  die  Funktion  pu  mit  einer  reellen  und  einer  rein  imagi- 
nären Periode  wird  das  erwähnte  Rechteck  auf  die  negative  Halbebene 
konform  abgebildet. 

Damit  sind  wir  zur  Umkehrung  der  Entwicklungen  von  §  8 
gelangt,  in  denen  gezeigt  wurde,  daß  eine  Halbebene  durch  ein 
elliptisches  Integral  I.  Gattung  auf  ein  Rechteck  abgebildet  wird. 
Dort  waren  die  vier  Verzweigungspunkte  der  Halbebene  willkürlich 
gegeben,  hier  sind  es  die  Seitenlängen  des  Rechtecks. 

Die  analytische  Fortsetzung  der  gefundenen  Abbildung  vermöge 
des  Spiegelungsprinzips  kann  jetzt  ganz  ebenso  wie  in  §  9  vor- 
genommen werden.  Wir  erhalten  dadurch  zu  jedem  reellen  Wert 
von  z,  ausgenommen  e^,  e^,  e.^,  zwei  inkongruente  Werte  von  w, 
für  die  z  =  pu  ist,  und  schließen  daraus  auf  Grund  von  §  15,  II: 

XI.  Äußer  in  den  bereits  angegebenen  und  in  den  aus  ihnen  durch 
die  Spiegelungen  hervorgehenden  Linien  ist  die  Funktion  p  u  in  unserm 
Falle  nirgends  reell. 
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§  87.    Das  Periodenpärallelogramm  ein  Rechteck;  die  Sigma, 
die  Funktionen  Jacobi's  und  die  Tiieta. 

Für  die  Fortführung  unserer  Untersuchungen  ist  es  zunächst 
erforderlich  zu  wissen,  wie  es  in  dem  von  uns  betrachteten  Falle 
mit  der  Eealität  der  in  §  32  eindeutig  definierten  Werte  gewisser 
Wurzelgrößen  steht.  Darüber  geben  die  Darstellungen  dieser  Wurzel- 
größen durch  unendliche  Produkte  Auskunft.     Sie  zeigen: 

I.  Versteht  man  unter  2ft>^  die  reelle,  unter  2  co^  die  rein  imagi- 
näre Periode,  so  werden: 


y^i  ~"  ^2  ^'^^  y^i  ~  ^3  positiv  reell; 
\e^  —  ^3   negativ  reell; 


y^2  —  ^\  po^^ti^  imaginär; 

y^3  ~  ^1  ^^'^  y^3  ~  ^2  f^^9(^ti^  imaginär. 
Die  Werte  der  vierten  Wurzeln  aus  den  Diiferenzen  der  e  sind 
erst  bestimmt,  wenn  über  den  der  Quadratwurzel  aus  (o^  bei- 
zulegenden Wert  eine  bestimmte  (an  und  für  sich  willkürliche)  Fest- 
setzung getroffen  wird.  Hier,  wo  oo^  reell  und  positiv  ist,  werden 
wir  diese  Festsetzung  zweckmäßigerweise  so  treffen,  daß  wir  '^2  co^jn 
ebenfalls  reell  positiv  nehmen;  dann  werden  die  Arcus  von: 


y^i  -  ^2  y^2  -  ^1 

y^2— ^3 

y^3  -  ^2 

y^3  -  ^1 

Pl   -  ^3 

bezw.  gleich: 

2)         0                ""^ 

37r 
2 

37T 

4 

37r 

4 

ü. 

Die   Größen  ]/^    und  Y^'  werden   dann   beide   positiv  reell  und  also 
beide  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  1. 

Die  Realitätsverhältnisse  der  Sigmaquotienten  könnten  wir  aus 
ihren  Darstellungen  durch  unendliche  Produkte  (§  31)  entnehmen. 
Einfacher  ist  es,  direkt  an  ihre  Ausdrücke  durch  pu  anzuknüpfen 
und  die  den  auftretenden  Wurzelgrößen  beizulegenden  Werte  da- 
durch zu  bestimmen,  daß  wir  ihre  Werte  für  einzelne  Argument- 
werte durch  die  soeben  untersuchten  Wurzeln  aus  den  Differenzen 
der  e^  ausdrücken  (§  32,  12,  13).  So  findet  man  z.  B.,  daß  die 
Funktionen : 

(TU    1  a^  M  ]/jD  u  —  ei  (Tg  u  ]/p  u  —  Ca 


o-g  u        Ypu  —  e^         (TqU        Vpu  —  e^         a^u        Ypu  —  e^ 

in  den  Ecken   des  in   Satz  IX   von  §  86   erwähnten  Rechtecks   die 
in  der  folgenden  Tabelle  angegebenen  Werte  haben: 
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3^ 


0 

«1 

-«2 

«3 

(TU 

0 
1 
1 

1 

1 

00 

(J^U 

Ve,  -  e, 
0 

]/.,  -  e. 

(Ti  U 
(J^U 

Ve,  -  e, 

Ve,  -  e, 

0 

00 

0-2  U 

Ve,  -  e. 

00 

Aus  dieser  Tabelle  ergiebt  sich  für  die  von  Jacobi  eingeführten 
P\inktionen  die  folgende: 

I  0        K      K-\-iK'        iK' 


4) 


snw 

cnw 
dnw 


1 

T 


0 


00 

00 
00. 


(In  der  Überschrift  dieser  Tabelle  ist  mit  Jacobi: 


5) 


Z  = 


y^i 


K' 


Ve, 


e,  t  yei  -  e, 

gesetzt.) 

Aus  diesen  Werten  der  Funktionen  in  den  Ecken  des  Rechtecks 
schließt  man  auf  ihre  Werte  längs  seiner  Seiten.  Ihre  Werte  längs 
der  Seiten  der  anstoßenden  Rechtecke  ergeben  sich  dann  aus  dem 
Spiegelungsprinzip.  Die  Resultate  sind  in  den  nachfolgenden  Figuren 
dargestellt,  in  denen  die  Linien,  längs  deren  die  betr.  Funktion: 

positiv  reelle  Werte  hat,  ausgezogen , 

negativ  reelle  Werte  hat,  gestrichelt , 

positiv  imaginäre  Werte  hat,  strichpunktiert , 

negativ  imaginäre  Werte  hat,         punktiert 


jv^iK 


77 '[O 


Tv.KiiK'    iKfit  slii-iK' ^JC,4.iK 


■w 


I     . 
;      ! 

w.o    X        aK       3^X       AK 

Z^l       0-10 


sK-hiK 


Fig.  36. 


Fig.  37. 
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.siX'  Ki-siÄ'z 


Z=|^«o 


sind.  Zum  Verständnis  dieser  Figuren  sei  noch  bemerkt:  gehen  von 
einem  Punkte  verschiedene  Linien  aus,  längs  deren  z  positiv,  und 
andere,  längs  deren  z  negativ  reell  ist,  so 
müssen  in  den  Winkelräumen  zwischen  ihnen 
abwechselnd  Linien  liegen,  längs  deren  z 
positiv,  bezw.  negativ  imaginär  ist.  Bei  posi- 
tiver Umkreisung  eines  Punktes,  in  dem  z  =  i) 
ist,  folgen  diese  Linien  in  der  Reihenfolge: 
-f-  1,  +2,  —  1,  —  i  aufeinander,  bei  positiver 
Umkreisung  eines  Punktes,  in  dem  z  =  oo  ist, 
in  der  entgegengesetzten. 

Wird    das   Argument    der    Thetafunktionen 
durch  die  Gleichung: 

6)  v  = 


nünK'    Ji\*2iK'  zJi+ziK' 


I 


Mc' 


wJdK'   K},i-iK'   ^'JChX' 


z. 


7?^ 


r 


u 


k 
z^dnw 


Fig.  38. 


eingeführt,  so  wird  es  für  reelle  Werte  von  u 
ebenfalls  reell.  Die  Reihenentwicklungen 
§  42  (9)  und  §  44,  (1)  bis  (3)  enthalten  dann  für 
reelle  u  trigonometrische  Funktionen  reeller 
Winkel,  für  rein  imaginäre  u  =  u^  i  können  an  ihrer  Stelle  Ex- 
ponentialfunktionen von  Mj  gesetzt  werden,  sodaß  man  erhält: 

r>-^  [vi  T)  =  i  {  /il^ (e^^    —  e-"')    —  Ä'V*  (6-' "»  —  e - -^ ^*)  4-  —  . . .} 
,9^{vi\T)  =  l+h  '{e^^^  +  e-2«0  +  ^^*  i^^'''  +  e-^^^)i-      ... 


^) 


Wenn  aber  die  reelle  Periode  dem  absoluten  Betrage  nach 
größer  ist,  als  die  rein  imaginäre,  so  ist  es  vorteilhafter,  Reihen  zu 
benutzen,  die  nach  Potenzen  von: 


8) 


0>i 


fortschreiten.     Dann  muß  man  auch  anstatt  v  die  Größe 
9) 


">  =  "2^ 


einführen,    die    für    reelle    Werte    von    u    rein    imaginär,    für  rein 

imaginäre  Werte  von   u  reell  ist.     In   diesem   Falle   enthalten  also 

die    Entwicklungen    für    reelle    u    Exponentialfunktionen,    für  rein 
imaginäre  u  trigonometrische  Funktionen  reellen  Arguments. 


§  88.    Das   Periodenparallelogramm  ein  Ehombiis.  217 


^ 

)x( 

§  88.    Das  Periodenparallelogramm  ein  Rhombus. 

Wir  haben  noch  den  zweiten  Fall  zu  betrachten,  daß  zwar 
sowohl  reelle,  als  auch  rein  imaginäre  Perioden  vorhanden  sind,  daß 
aber  die  kleinste  reelle  und  die  kleinste  rein  imaginäre  Periode  zu- 
sammen kein  primitives  Periodenpaar  bilden. 
Wir  bezeichnen  die  erstere  mit  —  2  a)^,  die 

2o>\^ ^)|<wj|[l||[|[|[}ij>|_26^;      letztere  mit  —  2  co^'.    Im  Innern  des  durch 

?l  \     /    ^illlilü^  g^g  bestimmten  Parallelogramms  muß  min- 

destens noch  ein  Periodenpunkt  liegen;  sei 
^^2  a  -^  ß  i  ein  solcher  Punkt.     Dann  ist  auch 

Fig.  39.  fy^^ßi  eine  Periode,    also  sind    auch    2a 

und   2 ß  Perioden  und  folglich  ist  «  =  —  (^2>  ß  ~  ~~  ^2-     -^^  giebt 
also  nur  einen  solchen  Punkt;  und  das  Periodenpaar: 

1)  —  «2  +  ^h   =  2  a»j ,      —  ft>2  —  Wg'  =  2  ft>3 
ist  ein  primitives.     Umgekehrt  ist  dann: 

2)  0^2  =  -  ^1  -  ^3^      ^2  =  ö^i  —  (^r 

I.  In  diesem  Falle  ist  also  ein  primitives  Periodenparallelogramm 
ein  Rhombus. 

Hat  u  reelle  Werte,  so  sind  auch  in  diesem  Falle  die  Glieder 
der  Reihe  §  17  (4)  teils  reell,  teils  paarweise  konjugiert  complex, 
pn  erhält  also  reelle  Werte,  ebenso  p'u.  Für  sehr  kleine  reelle  u 
ist  pu  positiv,  p'u  hat  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  wie  u. 
Wächst  u  stetig  von  0  bis  —  ctj^,  so  bleibt  p'u  negativ,  pu  nimmt 
also  stetig  ab  von  4-  oo  bis  e^,  e^  ist  also  in  diesem.  Falle  reell. 
Wächst  dann  u  wieder  bis  —  2  Wg ,  so  nimmt  p  u  wieder  zu  von 
^2  bis  00. 

Auch  wenn  u  rein  imaginäre  Werte  hat,  sind  die  Glieder  der 
erwähnten  Reihe  paarweise  konjugiert  complex.  pu  erhält  also  auch 
dann  reelle  Werte,  und  zwar  nimmt  es,  wenn  u  stetig  von  0  über 
—  «2'  bis  2cü^  wächst,  zuerst  stetig  zu  von  —  00  bis  />(—  m^)  —  e^ 
und  von  da  wieder  ab  bis  —  00.  Es  ist  nämlich  —  co^  =  —  w^  —  2(o^ 
zu  —  ft>2  äquivalent,  also  p  (— CO2)  ~  P  (~  ^'^2)'  Dieselben  Werte 
durchläuft  u  auch,  wenn  u  auf  geradem  Wege  von  2  gj^  nach 
2  o>3  =  2  «j  —  2  Wg'  geht. 

Damit  sind  nun  aber  schon  zu  jedem  reellen  Werte  z  zwei 
Punkte  u  des  fundamentalen  Periodenparallelogramms  gefunden,  in 
denen  pu  =  z  wird.  Also  muß  in  allen  anderen  Punkten  desselben 
pu  imaginär,  bezw.  complex  sein,  speziell  auch  in  oj^  und  Wg.     Die 
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beiden  Werte  pco^  =  e^,  p  co^  =  e^  sind  also  in  diesem  Falle  kon- 
jugiert complex,  und  wir  haben  nur  noch  zu  untersuchen^  welchem 
von  ihnen  ein  positiver  und  welchem  ein  negativer  imaginärer  Be- 
standteil zukommt.  Zu  diesem  Zwecke  beachten  wir:  Wenn  u  den 
Umfang  des  Rechtecks  (0,  —  co^,  2  co.^,  —  co^')  im  positiven  Sinne 
durchläuft,  durchläuft  z  zweimal  nacheinander  die  Axe  der  reellen 
Zahlen  von  +  oo  über  e^  nach  —  oo.  Dabei  bleibt  die  negative 
Halbebene  zur  Linken,  pu  nimmt  also  in  den  der  Begrenzung  be- 
nachbarten Teilen  des  genannten  Rechtecks  Werte  mit  negativer 
zweiter  Koordinate  an;  und  da  diese  zweite  Koordinate  im  Innern 
desselben  nirgends  Null  wird,  so  kann  sie  auch  ihr  Vorzeichen 
nicht  wechseln  und  muß  folglich  im  ganzen  Innern  negativ  sein. 
Also  folgt: 

II.  In  dem  hie?-  betrachteten  Falle  ist  von  den  beiden  konjugiert 
complexen    Ifurzeln  der  Gleichung: 

4  2^3   -  ^2  ^  -  ^3   =  0 

e^  =  po)^  diejenige,  deren  imar/inärer  Bestandteil  positiv,  e^=pci)^  die- 
jenige,  deren  imaginärer  Bestandteil  negativ  ist. 

Das  Bild  des  genannten  Rechtecks  überdeckt  die  negative  Halb- 
ebene der  z-Ebene  doppelt;  der  Punkt  z  =  e^  ist  ein  Verzweigungs- 
punkt dieses  Bildes. 

Das  Verhältnis  dieses  Falles  genauer  ins  einzelne  zu  verfolgen, 
haben  wir  nicht  nötig,  da  wir  ihn  später  durch  eine  quadratische 
Transformation  auf  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  aus- 
führlich diskutierten  zurückführen  werden. 


§  89.    Der  harmonische  Fall  (lemniskatische  Funktionen). 

Ein  gewisses  spezielles  Interesse  bietet  der  Unterfall  des  in  den 
Paragraphen  (86)  und  (87)  behandelten  Falles  dar,  daß  die  kleinste 
reelle  und  die  kleinste  rein  imaginäre  Periode  denselben  absoluten 
Betrag  haben,  daß  also  das  Periodenparallelogramm  ein  Quadrat, 

1)  «3  =  «j  2,     T  =  i,     Ä  =  e- ^  =  0,04321  .  .  . 

ist.     Es  werden  dann  in  der  Reihe  §  18  (5)  je  zwei  Glieder  einander 
entgegengesetzt  gleich  und  folglich: 

2)  ^3  =  0- 

Der  Homogenität  der  Formeln  wegen   dürfen   wir  unbeschadet  der 
Allgemeinheit 

3)  ^.  =  4 
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annehmen;  dann  wird: 

4)  e^  =  \,       e^  =  0,       e^  =  -\ 
und: 

5)  k^  =  k'^  =  \. 

Die  vier  Verzweigungspunkte  (oo,  1,  0,  —  1)  liegen  in  diesem  Falle 
harmonisch  (I,  §   15,  IX). 

Die   Werte    der   Perioden    lassen    sich    in   diesem   Falle   durch 
EuLERSche  Integrale  ausdrücken;  man  findet  nämlich: 

1 
ft,^  =  -^  =  \^x  -  V.  (l  _  ^.2)  -  V,  dx 

0 

oder,  indem  man  y  =  x^  substituiert: 

1 


u 
Es  ist  aber: 


rm  riX)  =  "„^  = '» yä.   r(h)  =  1^> 


n 

Sin  "7 
4 


also: 

Die  Werte  der  Funktionen  für  rein  imaginäre  Argumente 
drücken  sich  in  diesem  Falle  folgendermaßen  durch  ihre  Werte  für 
reelle  Argumente  aus: 

p[iu)  =  —  pu,     p  [in)  =  ip  [n],     (T{iu)  =  i(7{iif), 

7)  ■  (T^  {l7t)  =  (7^\^U\''^-,     ^  j   =   O-,  [U  I   -  0^3,    «J  =  (T^U, 

0-2  {iu)  =  0-2  [U),       (7.^  [iu)  =  ö-j  M. 

Man  nennt  die  diesem  Falle  zugehörenden  elliptischen  Funk- 
tionen auch  wohl  lemniskatische  Funktionen,  da  das  Problem  der 
Rektifikation  der  Lemniskate  auf  solche  Funktionen  führt. 

§90.    Der  äquianharmonische  Fall. 

Neben  diesem  Falle  stellt  sich  als  ein  zweiter  ausgezeichneter 
Fall    der,    daß    das   Periodenverhältnis    gleich    einer   dritten    (oder 
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sechsten)     Einheitswurzel,     das     Periodenparallelogramm     also     ein 
Ehombus  mit  Winkeln  von  60  und  120  Grad  ist.     Sei: 


1) 


ft)c 


EfO 


1' 


-i  +  vVS: 


also  da  1  +  «  +  6^  =  0  ist,  m^  =  «^  o)^. 

Es  geben  dann  in  der  Eeihe  für  (j^  ]^  drei  Glieder  zusammen 
Null  und  folglich  ist  hier: 

2)  9,  =  0. 

Setzen  wir  g'^  =  4,  so  erhalten  wir  (vgl,  §  88,  II): 

3)  e^  =  8,     e^  =  1,     e^  =  e^,  also  l  =  —  e. 
Die  Homogenitätsrelationen  geben  hier: 

p  {elf)  =  ep u, 

4)  '  p  (eu)  =    p'u, 

(7[su)  =  8(7  U. 

Aus  der  zweiten  dieser  Formeln  und  aus  §  22  ergiebt  sich,  daß  in 
diesem  Falle: 


p'u  —  p'v  =  —  2 


(T  (U  —  V)(J{U  —  6V)  ff  (U  —  8^  V) 


ZU). 


5) 

ist. 

Auch  in  diesem  Falle  kann  man  die  Werte  des  Arguments  an- 
geben, für  die  pu  =  0  wird.  Ist  nämlich  pu^  =  0,  so  ist  nach  (4) 
auch  p{€u^)  =  0  und  p{8^u^)  =  0.  Da  die  Funktion /?m  jeden  Wert 
nur  in  zwei  Punkten  des  Periodenparallelogramms  annimmt  (§  15), 
so  können  die  drei  Punkte  ?^i,  eu^,  s^ii^  nicht  alle  inkongruent  sein. 
Sind  irgend  zwei  von  ihnen  kongruent,  so  ist  auch 
der  dritte  zu  beiden  kongruent,  da  das  Produkt 
jeder  Periode  mit  6  wieder  eine  Periode  liefert.   Aus 

8  U^   =  U^    -{-  2  Äj  «j    +   2  /ig  «  03^ 

ergiebt  sich  entweder  u^  ^  i)  oder 
6)  ,/j-  ±|(l-6).2(»j. 

Da  Mj  ^  0  keine  Nullpunkte,  sondern  Pole  für  pu 

liefert,  so  folgt: 

Die  Nullpunkte  der  Funktion  p  u  liegen  in  diesem  Falle  in  den 
Schwerpunkten  u^  und  u^  der  beiden  gleichseitigen  Dreiecke^  in  die  das 
Feriodenparallelogramm  zerlegt  werden  kann. 


.Z(jü„ 
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Bemerkenswerte,  für  diesen  Fall   gültige  Formeln   sind  noch: 

7)  ;,(,•„  1/3)  =  ;,(,«-e^«,)  =  _^i?1^5^ 

und: 

Die  Richtigkeit  der  letzteren  kann  man  folgendermaßen  be- 
weisen: Da  2]/3  =  £  —  «2  ist,  ist  das  Produkt  von  2]/3  in  irgend 
eine  Periode  2  h^  co^ -{- 2  h^  oj^  wieder  eine  Periode,  nämlich  gleich 
(2  Äj  —  4  Äg)  ft>j  +  (4  Äj  —  2  Äg)  «g.  Dlc  rec^c  Seite  von  (8)  ist  also 
eine  elliptische  Funktion  III.  Art;  sie  hat  u  =  0  zum  zweifachen 
Pol  und  die  Punkte  u-^  und  u^  zu  einfachen  Nullpunkten  (da 
zMj  ]/3  =  —  2  0)^,  iu^]/^  =  2  Wg  ist).  Also  kann  sie  sich  von  pu 
nach  §  39,  II  nur  durch  einen  Exponentialfaktor  unterscheiden. 
Vergleichung  der  Eeihenentwicklungen  zeigt,  daß  dieser  Exponential- 
faktor sich  auf  die  in  (8)  angegebene  numerische  Konstante  reduziert. 


§  91.    Behandlung  der  Realitätsverhältnisse 
von  der  RiEMANN'schen  Fläche  aus. 

Es  bleibt  noch  die  Frage  zu  erörtern,  wie  weit  die  Unter- 
suchungen der  letzten  Paragraphen  sich  umkehren  lassen,  ob  man 
bei  reellen  Werten  der  Invarianten  immer  auf  einen  der  in  diesem 
Abschnitt  untersuchten  Fälle  geführt  wird;  eine  Frage,  deren  Be- 
antwortung die  Erörterungen  des  VI.  Abschnitts  in  einem  wesent- 
lichen Punkte  ergänzt. 

Wie  aus  der  Theorie  der  Gleichungen  vierten  Grades  bekannt 
sein  wird,  hängt  die  Eealität  der  Wurzeln  einer  solchen  Gleichung 
(also  in  unserm  Falle  der  Verzweigungspunkte  der  EiEMANNschen 
Fläche,  wesentlich  ab  von  dem  Forzeichen  der  JDiskriminante  G 
(§  32,  10):  ist  sie  positiv,  so  sind  die  Verzweigungspunkte  alle  vier  reell, 
oder  sie  sind  paarweise  konjugiert  complex;  ist  sie  negativ,  so  sind 
zwei    Verzweigungspunkte   reell^   die   beiden   andern   konjugiert  complex. 

I.  Der  Fall  reeller  Verzweigungspunkte  ist  bereits  durch  die 
Untersuchungen  von  §  8  und  9  erledigt:  wir  haben  dort  gesehen, 
daß  und  wie  man  bei  geeigneter  Wahl  des  Querschnittsystems  ein 
primitives  Periodenpaar  bestimmen  kann,  dessen  eine  Periode  reell 
ist,  die  andere  rein  imaginär.  Zwar  ist  dort  «^  als  positiv  voraus- 
gesetzt,   aber    das    ist  keine   wirkliche  Einschränkung:   für  negative 
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Werte    von   a^   hat  man  nur  die   beiden  Perioden  mit  Vorzeiclien- 
wechsel  der  einen  zu  vertauschen. 

II.  Der  Fall,  daß  alle  vier  Verzv)eigungspunkte  paarweise  kon- 
jugiert complex  sind,  läßt  sich  auf  den  vorige q  durch  eine  lineare 
Transformation  der  Integrationsvariabein  (§  62)  zurückführen.  Denn 
durch  vier  Punkte  der  z-Ebene,  die  paarweise  konjugiert  complex 
sind,  läßt  sich  stets  ein  Kreis  legen ;  man  hat  nur  nötig,  eine  solche 
lineare  Transformation  anzuwenden,  daß  dieser  Kreis  in  die  Axe 
der  reellen  Zahlen  einer  f- Ebene  übergeführt  wird.  U.  a.  ist  das 
der  Fall  bei  den  in  §§  63  und  64  besprochenen  Transformationen 
auf  die  erste  und  zweite  Normalform;  sowie  auch  bei  der  auf  die 
dritte  Normalform,  sobald  man  die  Bezeichnung  so  wählt,  daß  zwei 
konjugierte  Verzweigungspunkte  nach  +  1  verlegt  werden.  Die  Axe 
der  reellen  Zahlen  der  z-Ebene  geht  dabei  über  in  einen  Kreis  der 
^-Ebene,  für  den  die  Verzweigungspunkte  paarweise  Spiegelbilder 
voneinander  sind  (I,  §  11,  II;  vgl.  I,  §  73,  IV). 

Umgekehrt  schließt  man  daraus:  sind  vier  Verzweigungspunkte 
gegeben,  die  auf  einem  Kreise  hegen,  und  wird  verlangt,  eine  solche 
lineare  Transformation  der  Integrationsvariabein  vorzunehmen,  daß 
zu  reellen  Werten  der  neuen  Variabein  l,  auch  reelle  Werte  der 
Funktion  f\[C)i  bezw.  /g  (J)  gehören,  so  kann  das  einmal  dadurch 
geschehen,  daß  man  den  genannten  Kreis  selbst  in  die  Axe  der 
reellen  J  transformiert;  dann  aber  auch  dadurch,  daß  man  diese 
Axe  einem  der  beiden  Kreise  entsprechen  läßt,  für  die  die  Ver- 
zweigungspunkte paarweise  Spiegelbilder  voneinander  sind.  Bei  der 
in  §  8  besprochenen  konformen  Abbildung  der  Halbebene  auf  ein 
Eechteck  entsprechen  diesen  beiden  Kreisen  die  zu  den  Seiten 
parallelen  Halbierungslinien  des  Rechtecks. 

Hat  das  Integral  eine  der  drei  Normalformen,  so  sind  diese 
beiden  Kreise: 

für  die  I.  Normalform  der  Kreis  vom  Mittelpunkt  0  und  Radius 

l-'l'^  und  der  vom  Mp.  A-i  und  R.  l-%[l-^ -lyk-^ 

für  die  II.  Normalform  der  Kreis  vom  Mp.  e^  und  R.]/(ej  —  e^)\e^  —  e^ 
und  der  vom  Mp.  e^  und  R.  -^{e^^  e^{e^  —  e^\ 
für  die  III.  Normalform   die  Axe   der  rein  imaginären  Zahlen 
und  der  Kreis  vom  Mp.  0  und  R.  ^-i. 

III.  Sind  zwei  Verzweigungspunkte  reell ^  die  beiden  andern  kon- 
jugiert complex,  so  bezeichne  man  einen  der  reellen  Punkte  mit  c^j, 

die  beiden  konjugiert  complexen  mit  a^  und  cc^,  und  lege  dann  die 
Rückkehrschnitte  so,  wie  zu  Fig.  27,  p.  150  angegeben.     Zieht  man 
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sie  dann  bis  zu  den  geraden  Verbindungslinien  der  betreuenden 
Verzweigungspunkte  zusammen  und  achtet  auf  die  richtige  Be- 
stimmung der  Vorzeichen,  mit  denen  die  Quadratwurzeln  zu  nehmen 
sind,  so  sieht  man,  daß  die  beiden  Perioden  konjugiert  complex 
ausfallen;  w.  z.  b.  w. 

Vier  beliebig  vorgegebene  Punkte  können  durch  eine  lineare 
Transformation  in  zwei  reelle  und  zwei  konjugiert  complexe  über- 
geführt werden,  wenn  es  einen  Kreis  durch  zwei  von  ihnen  giebt, 
für  den  die  beiden  andern  Spiegelbilder  voneinander  sind.  Es  giebt 
dann  stets  auch  einen  Kreis  durch  die  beiden  letzteren,  für  den  die 
beiden  ersteren  Spiegelbilder  voneinander  sind;  wenn  also  eine 
solche  Transformation  überhaupt  möglich  ist,  ist  sie  stets  auf  zwei 
verschiedene  Arten  möglich.  Für  die  zweite  Normalform  (die  erste 
ist  hier  weniger  zweckmäßig)  sind  diese  beiden  Kreise  die  Axe  der 
reellen  Zahlen  und  der  Kreis  vom  Mp.  e^^  der  durch  e-^  und  e^  geht; 
für  die  dritte  die  Axe  der  reellen  und  die  der  rein  imaginären  Zahlen. 


ELPTEE  ABSCHNITT. 


Modulfunktionen. 

§  92.    Das  Periodenverhältnis  als  Funi(tion  des  Doppeiverfiältnisses 
der  Verzweigungspunkte. 

In  den  Untersuchungen  der  vorhergehenden  Abschnitte  haben 
wir  bald  die  Perioden,  bald  die  Verzweigungspunkte  der  Riemann- 
schen  Fläche  als  gegeben  angenommen.  Die  Frage,  wie  diese 
zweierlei  Arten  von  Grrößen  miteinander  zusammenhängen,  haben 
wir  bisher  nur  ganz  gelegentlich  gestreift;  wir  müssen  sie  jetzt 
systematisch  in  Angriff  nehmen. 

Zu  diesem  Zwecke  beginnen  wir  mit  folgender  Überlegung: 
Sind  die  Verzweigungspunkte  gegeben,  so  sind  dadurch  nach  den 
Ergebnissen  von  §  78  auch  die  Perioden  bis  auf  ganzzahlige  lineare 
Substitutionen  festgelegt.  Sind  aber  umgekehrt  die  Perioden  ge- 
geben, so  können  dadurch  die  Verzweigungspunkte  keinesfalls  völlig 
bestimmt  sein.     Denn  wir   haben   in  §  62   gesehen,    daß  wir  jedes 
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elliptische  Integral  I.  Gattung  durch  lineare  Transformation  der 
Integrationsvariabein  in  ein  anderes  Integral  derselben  Form  über- 
führen können.  Dieser  Transformation  können  wir  auch  die  Rück- 
kehrschnitte unterwerfen,  durch  die  die  Perioden  definiert  sind  (vgl. 
§    6,    VIII);     bezeichnen    wir    dann    die    Perioden    des    Integrals 

f— J=z,  bezw.  mit  2  «/,  2  co^,  so  können  wir  aus  Gleichung  (5)  von 
^  y gp  (0* 
§  62  schließen: 

1)  (x)^=[aö  -  ßy)G)^,     co^=[a§  -  ßr)(D^, 
also : 

2)  r,  =  T/. 

Man  pflegt  nun  die  Definitionen  II  und  III  von  §  62  durch  den 
Zusatz  zu  ergänzen: 

I.  Eine  Kovariante,  die  die  Variable  nicht  enthält,  sondern  nur  die 
Koeffizienten,  heißt  eine  Invariante. 

Dann  kann  man   die   Gleichungen  (1)  und  (2)  so   aussprechen: 

II.  Die  Perioden  sind  (transscendente)  Invarianten  der  Grundform  f 
vom   Gewichte  —  1;  das  Periodenverhältnis  ist  eine  absolute  Invariante. 

Schon  daraus  kann  geschlossen  werden,  daß  durch  die  Perioden, 
bezw.  das  Periodenverhältnis  nur  solche  Funktionen  der  Koeffizienten 
von  f  bestimmt  sein  können,  die  selbst  Invarianten,  bezw.  absolute 
Invarianten  von  /'  sind. 

Wir  erhalten  eine  noch  bestimmtere  Formulierung  dieses  Satzes, 
wenn  wir  wie  am  Schlüsse  von  §  62  statt  der  Koeffizienten  die  Ver- 
zweigungspunkte einführen.  Dabei  müssen  wir  nur  beachten,  daß 
bei  der  linearen  Transformation  auch  a^  einen  neuen  Wert  bekommt 
(vgl.  §  62,  7),  und  also  im  allgemeinen  von  Funktionen  der  Ver- 
zweigungspunkte und  des  a^  reden.  Beschränken  wir  uns  aber  auf 
absolute  Invarianten,  so  brauchen  wir  auf  a^  nicht  zu  achten.  Denn 
eine  solche  bleibt  auch  invariant  bei  der  Substitution: 

a 
für  die: 

wird;  sie  hängt  also  jedenfalls  nur  von  den  Verhältnissen  der  Koef- 
fizienten von  /*  ab,  bezw.  nur  von  den  Verzweigungspunkten,  nicht 
auch  noch  von  a^.  Wir  kennen  aber  bereits  aus  I,  §  15  alle  In- 
varianten von  vier  Punkten  gegenüber  linearer  Transformation:  sie 
sind  alle  Funktionen  ihres  Doppelverhältnisses.  Damit  haben  wir 
den  Satz  gewonnen: 
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III.  Das  Verhältnis  der  Perioden  eines  elliptischen  Integrals 
I.  Gattung  hängt  nur  ab  von  dem  Doppelverhältnis  seiner  Verzwei- 
gung spunkte  — 

und  also  auch  umgekehrt: 

IV.  Das  Doppelverhältnis  der  Verzweigung  spunkte  eines  elliptischen 
Integrals  I.  Gattung  ist  eine  Funktion  des  Verhältnisses  seiner  Perioden. 


§  93.    Die  durch  einen  Zweig  dieser  Funi(tion  vermittelte 
leonforme  Abbildung. 

Um  die  in  den  beiden  letzten  Sätzen  definierten  Funktionen 
näher  zu  untersuchen,  bringen  wir  zunächst  das  Integral  durch  eine 
lineare  Substitution  der  Integrationsvariabein  auf  die  erste  Normal- 
form (§  64): 

/dx 
, 

^x  (1  -%){\  -  l  %) 

Die  Perioden  können  dann  (vgl.  §  6,  VIII)  dargestellt  werden  durch 

die  Integrale: 

et  C  d% 

2«,  =  -, 

■     J  1/^(1  -  %){\  -1%) 

i-B) 

et         r  dz 

•^       J  l/^Cl  -  ^)  (1  -  l  x) 

Für  jeden  von  0,  1,  oo  verschiedenen  Wert  von  X  haben  diese 
Integrale  endliche  bestimmte  Werte,  die  natürlich  von  l  abhängen; 
und  man  kann  folgendermaßen  zeigen,  daß  sie  analytische  Funk- 
tionen von  l  sind,  die  in  der  Umgebung  jedes  von  0,  1,  oo  ver- 
schiedenen Wertes  l^  sich  regulär  verhalten.  Da  die  Rückkehr- 
schnitte nicht  durch  den  Punkt  1  :  l^  gehen  dürfen ,  können  wir 
annehmen,  alle  ihre  Punkte  seien  von  1  :  Z^  um  mehr  als  eine 
angebbare  Größe  e  entfernt.  Dann  ist  für  alle  diese  Punkte  die 
Entwicklung  von: 

nach  Potenzen  von  l  —  ^^  unbedingt  und  gleichmäßig  konvergent, 
solange  |  A  —  Z^  |  <  A^ «  M-  ^  ist,  wenn  mit  M  das  Maximum  von  z 
längs  des  Schnittes  bezeichnet  wird  (der  in  keinem  Falle  durch 
z  =  CO  hindurchzugehen  braucht).     Also   darf  man   gliedweise  inte- 
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grieren    und    erhält    so    2  co^    und  2  co^    als   in   der   Umgebung  von  X^ 
reguläre  Funktionen  von  A  dargestellt. 

Weiter  geht  aus  der  Ungleichung  (3)  von  §  53  hervor,  daß 
2  69 j  nicht  Null  werden  kann,  solange  X  von  0,  1,  oo  verschieden  ist. 
Also  kann  aus  dem  vorigen  Satze  geschlossen  werden: 

I.  Jeder  Zweig  des  Periodenverhältnisses  ist  in  der  Umgebung  jedes 
von  0,  1,  00  verschiedenen  Wertes  eine  reguläre  Funktion  des  Boppel- 
verhältnisses  der   Verzweigungspunkte. 

Daraus  folgt,  daß  jeder  einfach  zusammenhängende  Teil  der 
Ebene  l,  der  keinen  der  drei  Punkte  0,  1,  oo  in  seinem  Innern 
enthält  —  z.  B.  die  positive  Halbebene  —  durch  jeden  Zweig  der 
Funktion  t(A)  auf  einen  Bereich  der  r-Ebene  abgebildet  wird,  der 
in  seinem  Innern  keinen  Verzweigungspunkt  enthält.  Daraus  allein 
folgt  freilich  noch  nicht  (ebensowenig  wie  in  §  8),  daß  ein  solcher 
Bereich  sich  nicht  teilweise  selbst  überdecken  kann.  Wollen  wir 
zeigen,  daß  das  nicht  der  Fall  ist,  so  müssen  wir  die  Kontur  eines 
solchen  Bereiches  bestimmen,  d.  h.  wir  müssen  untersuchen,  welche 

Werte    von    t    reellen  Werten   von   A 
~^Ä       -^^ ^^  entsprechen.    Wir  können  das  durch 

■ ^ ^       ^        i     folgende  Überlegungen  ausführen: 

PI    41  Fassen  wir  zunächst  reelle  Werte 

von  l  ins  Auge,  die  zwischen  0  und  1 
liegen.  Dann  liegen  die  vier  Verzweigungspunkte  so,  wie  in  Fig.  41 
angegeben;  wir  können  die  Kückkehrschnitte  wie  in  Fig.  28  legen 
und  sie  dann  bis  dicht  an  die  Übergangslinien  heran  zusammen- 
ziehen. Wir  erhalten  so  zwei  Perioden  ausgedrückt  durch  bestimmte 
Integrale  zwischen  den  Verzweigungspunkten :  ^ 


1)  2».  =  2j 


(l  X 


y  %{\-%){\  -i%\ 


2)  2w,  =  2  r 


0 

0 

d  X 


l/x(l  -^)(1  -  loi) 


Dabei  können  wir  in  dem  ersten  dieser  Integrale,  da  der  Ausdruck 
unter    der  Quadratwurzel   reell  und  positiv  ist,    der  Quadratwurzel 


^  Indem  wir  jeden  Schnitt  gerade  bis  zu  diesen  zwei  Verzweigungspunkten 
zusammenziehen  und  nicht,  was  an  und  für  sich  ebenso  gut  möglich  wäre 
(vgl.  §  56)  zu  den  beiden  andern,  erreichen  wir  den  Vorteil,  daß  die  Grenzen 
von  l  unabhängig  werden. 
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willkürlich  ihren  positiven  Wert  beilegen;  dann  ist  aber  in  dem 
zweiten  Integral  der  Wert  der  Quadratwurzel  nicht  mehr  willkürlich, 
sondern  wir  müssen,  wenn  wir  mit  früheren  Festsetzungen  (§  6,  VI 
und  §  53,  II)  in  Übereinstimmung  bleiben  wollen,  die  Quadratwurzel 
hier  negativ  imaginär  nehmen,  sodaß  2  co^  positiv  imaginär  wird. 
Wir  können  schreiben: 

0  00 

3)    ^^3  ^  2  r — = 2  r — 

i  J  \  y-x{l  -  ^)(1  -  l^)\  J  I  Yxil  +%){!  +  Xz)  I  ' 

-  00  0 

Diese  Darstellungen  lassen  nun  erkennen,  wie  sich  die  Perioden 
als  Funktionen  von  X  im  Intervall  (0  .  .  .  1)  verhalten.  Lassen  wir 
nämlich  /L  von  0  bis  1  stetig  wachsen,  so  wächst  auch  jedes  einzelne 
Element  des  Integrals  (1).  Da  alle  Elemente  des  Integrals  dasselbe 
Zeichen  haben,  so  folgt:  der  durch  das  Integral  (1)  dargestellte 
Zweig  der  Funktion  2  co^  von  l  wächst,  wenn  l  stetig  von  0  bis  1 
wächst,  von: 

4)  2r--^— =  2;r 

J  yx  (1  -  z) 

0 

bis  ins  Unendliche. 

Dagegen  nimmt  jedes  Element  des  zweiten  Integrals  mit  wach- 
sendem A  ab.  Also  folgt:  wenn  A  stetig  von  0  bis  1  wächst,  nimmt 
2  Wg/z  stetig  ab  von  oo  bis : 

OD 

-  =  Z  7t. 


5)  2r-=^ 

j  1/^(1 


+  x) 

0 

Aus  den  beiden  abgeleiteten  Sätzen  folgt: 

I.   TTenn  X  stetig   wachsend  die  reellen   TFerte  von  0  bis  1   durch- 
läuft,    durchläuft   ein    bestimmter    Zweig    der    Funktion    t(A)    ebenfalls 
stetig  und    ohne    umzukehren    die  positiv 
imaginären   Werte  von  ico  bis  0.  __^j^  -rt^-,^^^ 

Wenn  nun  X  an  den  Punkt  1  heran-  '        ^R^^^^T"^^ 


kommt,  lassen  wir  es  in  einem  Halbkreis 
so  um   diesen  Punkt  herum  ausbiegen, 

daß   er  zur  Eechten  bleibt.     Dabei  biegt  IjX  in  die  negative  Halb- 
ebene  aus;   lassen   wir    es  wie  in  §  78   das  Schnittsystem  vor  sich 
herschieben,  so  erhalten  wir  Fig.  42. 
Es  wird  also: 

6)  (0^  =  a-ß,       (D^=  ß, 

15* 
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wenn  mit  a,  ß  die  beiden  Integrale  bezeichnet  werden: 

«=  f- — '-^ — ==r 


1) 


dx  r  dx 


y  7i{i  -  %){i  -1%) 

0  1 

1  0 

d%  c  dx 


j  y x{\  -  x){\  -xx)    J  i/^ 


yx{i  -  x)ii  -  xx)    j  y  x(i  -  x){i  -  X x) 

Iß  -  X 


Die  Quadratwurzel  ist  in  a  reell,  in  ß  imaginär;  nehmen  wir 
sie  in  a  positiv  reell,  so  müssen  wir  sie  in  ß  negativ  imaginär 
nehmen,  sodaß  a  positiv  reell,  ß  positiv  imaginär  wird.  Durch  An- 
wendung der  Transformation: 

l   -  ^ 


dt 


8) 

1 

finden  wir: 

1 

dl 

0 

-  0  (1  -  ^^  t) 

^  =  ^'^ivür- 


1/^(1  -  0(1 -^lO 

sodaß  al^\  und  ßj^'k^  durch  die  oben  schon  benutzten  Integrale 
ausgedrückt  sind.  Wenn  l  von  1  nach  oc  geht,  geht  l^  von  1 
nach  0;  zufolge  Satz  (1)  durchläuft  dann  ßja  stetig  und  ohne  um- 
zukehren rein  imaginäre  Werte  von  0  über  i  nach  oo,  also  folgt: 
II.    Wenn  1  stetig  wachsend  reelle   JFerte  von  1  bis  oo  durchläuft^ 

durchläuft  r  =  — ^-^    ohne    umzukehren    einen   Halbkreis    von    0    über 
nach   —  1. 


1  -  t  2 

Andererseits  können  wir  auch  A,  wenn  es  auf  seinem  Wege 
(Satz  I)  von  1  in  0  angekommen  ist,  nach  rechts  ausbiegend  einen 
kleinen  Halbkreis  um  0  herum  beschreiben  und 
dann  die  Halbaxe  der  negativ  reellen  Zahlen  be- 
schreiben lassen.  Dabei  biegt  Ijl  um  oo  herum  in 
die  negative  Halbebene  aus ;  ein  Bild  der  Kugel  mit 
ihren  Rückkehrschnitten,  von  +  i  aus  stereographisch 
projiziert,  sieht  dann  folgendermaßen  aus  (wenn  wir 
p.  in  der  Ausgangsfigur  Übergangslinien  von  0  nach  1 

und  von  1/A  nach  oo  legen). 
Es  wird  also  in  diesem  Falle: 

10)  Wj  =  /,     o?3  =  -  ;/  4-  ^. 

wenn  mit  y  und  8  die  beiden  Integrale  bezeichnet  werden: 
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11) 


1  IjA 

/d%  _   r  d% 

y  ^{1  -  %){\  -  iz)    J  ]/  *  (1  -  a>)  (1  -T 


dx  n  d% 


V %{\  -%)(\  -  Ix)   ~  J  V^ 


y x{i  -%){!-  xx)     j  yz{i  -  z){i  -  Ix) 

1  IM 


und  die  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln  so  bestimmt  werden,  daß  / 
positiv  reell,  S  positiv  imaginär  wird.     Die  Substitution: 

12)  ^=i-S,    ^  =  T-4-r.    ^1        ^ 


1,-1'        1         X-1 

führt  diese  Integrale  über  in: 

1 

d'C 


13) 


y  = 


'i-x,J  y^i 


Vi-x,J  ]/c(i-0(i-AiO 

0 

1 

d'C 


T^J 


Wenn  l  von  0  bis  —  oo  abnimmt,  nimmt  X-^  von  0  bis  1  zu; 
also  geht  nach  (I)  S/y  stetig  ohne  umzukehren  auf  gerader  Linie 
von  00  über  i  nach  0;  und  daraus  folgt  vermöge  (10): 

III.  Wenn  l  von  0  Ms  —  oo  geht,  durchläuft  t  Werte,  deren 
reeller  Teil  =  —  /  ist,  von  oo  über  —  1  -\-  i  bis  —  1  stetig  ohne 
umzukehren. 

Wir  können  die  drei  Sätze  I  bis  III  in  die  eine  Aussage  zu- 
sammenfassen : 

IV.  Wenn  X  die  Begrenzung  der  positiven  Halbebene  durchläuft, 
durchläuft  ein  bestimmter  Wert  der  Funktion  t{X)  einmal  ohne  um- 
zukehren die  Begrenzung  eines  Kreisbogendreiecks  mit  den  Ecken  0,  — 1,00. 

Wie  in  I,  §  11  ist  beim  Ausspruch  dieses  Satzes  eine  gerade 
Linie  als  spezieller  Fall  eines  Kreisbogens  behandelt. 

Aus  diesem  Satze  und  daraus,  daß  t  als  Funktion  von  l  im 
Innern  dieser  Halbebene  nirgends  verzweigt  ist,  folgt  nun: 

V.  Durch  diesen  Zweig  der  Funktion  r  von  X  wird  die  positive 
Halbebene  auf  das  genannte  Kreisbogendreieck  umkehrbar  eindeutig  und 
konform  abgebildet. 

Also  wird  umgekehrt  durch  die  Funktion  l  von  t  das  genannte 
Dreieck  konform  auf  die  Halbebene  abgebildet  und  es  folgt: 
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VI.  X  (r)  nimmt  jeden  complexen  Wert,  dessen  imaginärer  Bestand- 
teil positiv  ist,  in  einem  und  nur  in  einem  Punkte  im  Innern  dieses 
Dreiecks  an. 


§  94.    Analytische  Fortsetzung  dieser  Abbildung. 

Das  so  definierte  Funktionenelement  müssen  wir  nun  mit  Hilfe 
des  Spiegelungsprinzips  (I,  §  73)  analytisch  fortsetzen.  Bezeichnen 
wir  die  zu  einer  complexen  Größe  konjugierte  durch  Überstreichen, 
so  drücken  sich  die  drei  Spiegelungen  an  den  drei  Seiten  des  Dreiecks 
analytisch  aus  durch  die  Gleichungen: 

1)  A:t  =  —T, 

2)  ^:  -1-T  =-(-1-t)  oder  t' =  -t-2, 


3) 


r:(r'  +  i)(r+i)  =  i    oder    t' 


-  1 


2t 


Durch   jede    dieser    drei  Spiegelungen    entsteht   aus   dem  ursprüng- 
lichen, in  der  Fig.  44  mit  (1)  bezeichneten  Dreiecke  ein  neues,  das 


^^^gv^pf"~^r^^ 


AB 


ABA 


-Z 


.2-1-1 
3   'Z  3 


Fig.  44. 


als  ein  durch  die  Funktion  r(^)  vermitteltes  Bild  der  negativen 
Halbebene  anzusehen  ist.  (In  der  Figur  ist  jedes  dieser  Bilder  mit 
demselben  Buchstaben  bezeichnet,  wie  die  zugehörige  Spiegelung.) 
Diese  drei  Dreiecke  schließen  sich  an  das  erste  lückenlos  an,  greifen 
nirgends  übereinander  und  bilden  mit  ihm  zusammen  einen  einfach 
zusammenhängenden  Bereich,  der  ganz  auf  einer  Seite  jedes  Kreises 
und  jeder  Geraden  liegt,  von  dem  bezw.  von  der  ein  Stück  zu  seiner 
Begrenzung  gehört.  Jede  dieser  Begrenzungslinien  steht  rechtwinklig 
auf  der  Axe  der  reellen  Zahlen;  diese  geht  bei  jeder  der  genannten 
Spiegelungen  in  sich  über. 

Irgend   eines   dieser  Bild^er  zusammen  mit  dem  ursprünglichen 
Dreieck    bildet    einen    Fundamentalhereich    der    Funktion    l    von    r 

(I,  §  n,  VI). 
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Spiegeln  wir  nun  die  ganze  bereits  erhaltene  Figur  an  einer 
ihrer  Begrenzungslinien,  so  erhalten  wir  eine  neue  Figur,  die  mit 
der  ersten  keinen  Punkt  (auch  keinen  Randpunkt)  außer  der  spie- 
gelnden Linie  gemein  hat  und  die  folglich  mit  der  ersten  zusammen 
wieder  einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich  überall  einfach 
überdeckt,  der  ganz  auf  einer  Seite  von  jeder  seiner  Begrenzungs- 
linien liegt.  Diesen  Bereich  spiegeln  wir  abermals  an  einer  seiner 
Seiten;  dadurch  erhalten  wir  wieder  einen  Bereich  mit  denselben 
Eigenschaften  u.  s.  w. 

Da  die  Axe  der  reellen  Zahlen  bei  jeder  dieser  Spiegelungen 
in  sich  übergeht,  so  bleiben  alle  diese  successive  erhaltenen  Bereiche 
in  der  positiven  Halbebene.  Es  fällt  aber  auch  jeder  Punkt  der 
positiven  Halbebene  schließlich  in  eines  der  durch  wiederholte 
Spiegelung  entstehenden  Dreicke.  Denn  einerseits  kann  man  durch 
wiederholte  Spiegelung  an  den  zur  Axe  der  rein  imaginären  Zahlen 
parallelen  Seiten  der  Figur  beliebig  große  positive  und  negative 
reelle  Teile  von  t  erreichen,  andererseits  sieht  man  folgendermaßen 
ein,  daß  man  auch  alle  Werte  von  r  mit  noch  so  kleinem  rein 
imaginären  Bestandteil  schließlich  erreicht:  Das  Ausgangsdreieck 
und  die  durch  wiederholte  Spiegelung  an  seinen  geradlinigen  Seiten 
hervorgehenden  Dreiecke  enthalten  alle  Werte  von  r,  deren  rein 
imaginärer  Bestandteil  >  i  ist.  Durch  Spiegelung  an  den  Kreis- 
bogen erhält  man  ein  Gebiet,  dem  alle  Werte  von  r  angehören, 
deren  rein  imaginärer  Bestandteil  >  i  ist  u.  s.  f.  Nach  w- maliger 
Wiederholung  sind  bereits  alle  Werte  von  r  in  das  Gebiet  ein- 
bezogen,   deren  imaginärer  Bestandteil   > ist;    und  n  kann 

über  alle  Grenzen  wachsen.     Also  folgt: 

I.  Durch  wiederholte  Spiegelung  kann  die  Funktion  /L(t)  über  die 
ganze  positive  Halbebene  hin  analytisch  fortgesetzt  werden. 

Darüber  hinaus  aber  ist  die  analytische  Fortsetzung  nicht  mehr 
möglich.  Denn  je  mehr  wir  uns  der  Axe  der  reellen  Zahlen  nähern, 
desto  kleiner  werden  die  Dreiecke;  und  zwar  sinkt  jede  ihrer  Aus- 
dehnungen unter  jede  Grenze.  Da  aber  die  Funktion  in  jedem 
Paare  benachbarter  Dreiecke  jeden  Wert  annimmt,  so  folgt,  daß  sie 
in  jeder  Nähe  jedes  Punktes  der  Axe  der  reellen  Zahlen  jeden  Wert 
noch  unendlich  oft  annimmt.  Jeder  solche  Punkt  ist  also  ein 
wesentlich  singulärer  (I,  §  68)  und  es  gilt  der  Satz: 

IL  Die  Axe  der  reellen  Zahlen  ist  für  die  Funktion  X[t)  eine 
natürliche  Grenze. 
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In  der  That  ist  man  auf  die  Existenz  von  Funktionen  mit 
natürlicher  Grenze  durch  dieses  Beispiel  zuerst  aufmerksam  geworden. 

Einen  analytischen  Ausdruck  von  ^(r)  erhält  man,  wenn  man 
die  Gleichungen  (15)  bis  (17)  von  §  56  mit  der  Definition  von  l 
(§  63,  7)  verbindet.     Man  findet  so: 

Wie  die  am  Schlüsse  von  Band  I  untersuchten  Funktionen  ist 
die  Funktion  X  (t)  eine  automorphe  Funktion.  Setzt  man  eine  gerade 
Anzahl  der  Spiegelungen  (1)  bis  (3)  in  beliebiger  Eeihenfolge  und 
Wiederholung  zusammen,  so  erhält  man  eine  lineare  Substitution, 
die  die  Funktion  1{t)  in  sich  transformiert.  Insbesondere  erhält 
man  so  (vgl.  §  68,  III): 

5)  :S=  AB'.t'  =  T  +  2, 

6)  r==5r:r=-f^-2  =  -f±||, 


7)  T=rA 


T 


1  +2t  1  -  2t 


III.  Aus  diesen  drei  linearen  Substitutionen  (zwischen  denen  noch 
die  Relation 

8)  :eyt=i 

besteht)  lassen  sich  alle  linearen  Substitutionen  zusammensetzen,  die  die 
Funktion  X  (r)  in  sich  überführen;  denn  da  A.^  :=  B^  =  F^  =  1  ist, 
läßt  sich  jedes  Produkt  aus  einer  geraden  Anzahl  von  Spiegelungen 
(1)  bis  (3)  in  ein  Produkt  aus  ^,    Y,   T  überführen. 

Andererseits  erkennt  man,  wenn  man  A(t)  durch  die  e^  aus- 
drückt und  die  Gleichungen  von  §  72  berücksichtigt: 

IV.  X  (t)  bleibt  bei  allen  denjenigen  linearen  Periodentransformationen 
ungeändert,  die  modulo  2  zur  Identität  kongruent  sind. 

Aus  diesem  Satz  und  aus  II  folgt  als  Analogen  zu  Satz  IV 
von  §  68: 

V.  Jede  modulo  2  zur  Identität  kongruente  lineare  Periodentrans- 
formation läßt  sich  aus  ^,    Y,    T  zusammensetzen. . 

Andererseits  zeigen  die  Zusammensetzungsformeln  (I,  §  14,  11), 
daß  zwei  modulo  2  zur  Identität  kongruente  Substitutionen  sich 
stets  zu  einer  Substitution  derselben  Art  zusammensetzen;  mit 
andern  Worten: 

VI.  Die    modulo    2    zur   Identität  kongruenten   linearen  Transfor- 
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mationen  bilden  für  sich  eine  Gruppe,  die  in  der  Gruppe  aller  linearen 
ganzzahligen  Transformationen  als    Untergruppe  enthalten  ist. 

Nun  sind  die  drei  Transformationen  ^,  Y,  T  modulo  2  zur 
Identität  kongruent;  also  lassen  sich  aus  ihnen  nur  solche  Trans- 
formationen zusammensetzen,  die  modulo  2  zur  Identität  kongruent 
sind.     Damit  ergiebt  sich  aus  III  die  folgende  Umkehrung  von  IV : 

VII.  X{t)  bleibt  nur  bei  denjenigen  linearen  Periodentransformationen 
ungeändert,  die  modulo  2  zur  Identität  kongruent  sind. 

§  95.    Rationale  Funktionen  von  A  als  Funktionen  von  t. 

Nachdem  wir  im  vorigen  Paragraphen  l  als  eindeutige  auto- 
morphe Funktion  von  t  erkannt  haben,  können  wir  auf  Grund 
von  I,  §  83,  VII  (vgl.  auch  I,  §  70)  schließen,  daß  jede  rationale 
Funktion  von  X  ebenfalls  eine  eindeutige  automorphe  Funktion  von  r 
mit  folgenden  Eigenschaften  ist: 

1.  Sie  bleibt  ungeändert  bei  jeder  modulo  2  zur  Identität  kon- 
gruenten Modulsubstitution. 

2.  Sie  ist  im  Innern  und  auf  dem  Rande  des  Fundamental- 
bereichs überall  bis  auf  Pole  regulär,  abgesehen  von  den  Ecken. 

3.  Wenn  t  sich,  ohne  den  Fundamentalbereich  zu  verlassen, 
einer  seiner  Ecken  unbegrenzt  nähert,  konvergiert  sie  entweder  gegen 
einen  Grenzwert  oder  sie  wird  bestimmt  unendlich  in  dem  I,  §  48 
definierten  Sinne. 

4.  Sie  nimmt  jeden  Wert  im  Fundamentalbereich  von  X(t) 
ebenso  oft  an  wie  jeden  andern  (sofern  man  die  Aussage:  eine 
Funktion  nimmt  einen  bestimmten  Wert  in  einer  Ecke  des  Bereichs 
jti-mal  an,  in  geeigneter  Weise  versteht). 

Von  diesem  Satze  gilt  nun  folgende  Umkehrung: 

Jede  eindeutige  analytische  Funktion  von  t,  die  die  Eigenschaften 
(1)  bis  (S)  hat,  ist  eine  rationale  Funktion  von  r  und  hat  folglich  auch 
die  Eigenschaft  (4). 

Man  kann  solche  Funktionen,  in  Analogie  mit  der  in  §  4  a.  E. 
definierten  Bezeichnung,  kurz:  Funktionen  des  Fundamentalbereichs 
von  X[t)  nenneü. 

Zum  Beweis  betrachte  man  die  Abbildung  des  Fundamental- 
bereichs auf  die  A- Ebene;  diese  erscheint  dabei  längs  zweier  der 
drei  Strecken  (oo  ...  0),  (0  ...  1),  (1  ...  oo)  aufgeschnitten,  während 
längs  der  dritten  die  positive  und  die  negative  Halbebene  zusammen- 
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hängen.  Eine  Funktion  von  t,  die  die  Eigenschaft  (2)  hat,  geht 
dabei  über  in  eine  Funktion  von  l,  die  wegen  §  93,  I  in  der  ganzen 
aufgeschnittenen  Ebene,  mit  Ausnahme  der  Punkte  0,  1,  oo  bis  auf 
Pole  regulär  ist.  Hat  sie  als  Funktion  von  t  auch  die  Eigenschaft 
(1),  so  hat  sie  als  Funktion  von  Z  in  einander  gegenüberliegenden 
Punkten  auf  beiden  Seiten  der  Schnitte  je  denselben  Wert;  die 
Schnitte  können  also  getilgt  werden  und  sie  zeigt  sich  als  eindeutige 
Funktion  von  l  (vgl.  I,  §  67,  I).  Hat  sie  endlich  als  Funktion  von 
T  auch  die  Eigenschaft  (3),  so  folgt  aus  I,  §  48,  daß  sie  als  Funktion 
von  l  auch  in  jedem  der  Punkte  0,  1,  oo  entweder  regulär  ist  oder 
einen  Pol  hat.  Dann  ist  sie  aber  nach  I,  §  44,  VI  eine  rationale 
Funktion  von  l\  w.  z.  b.  w. 

§  96.    Die  Invariante  /  als  Funktion  von  l. 

Unter  den  im  vorigen  Paragraphen  untersuchten  rationalen 
Funktionen  von  l  sind  auch  solche,  die,  als  Funktionen  von  r  be- 
trachtet, nicht  nur  bei  jeder  modulo  2  zur  Identität  kongruenten, 
sondern  überhaupt  bei  jeder  Modulsubstitution  ungeändert  bleiben. 
Über  die  Natur  solcher  Funktionen  giebt  schon  §  78  einigermaßen 
Auskunft:  da  wir  durch  Monodromie  der  Verzweigungspunkte  jede 
Modulsubstitution  erzielen  können,  so  muß  umgekehrt  jede  Funktion 
der  eben  genannten  Art,  als  Funktion  der  Verzweigungspunkte  be- 
trachtet, bei  jeder  Vertauschung  derselben  ungeändert  bleiben,  also 
eine  symmetrische  Funktion  von  ihnen  sein.  Näheres  lehrt  die  fol- 
gende Untersuchung: 

Die  Substitutionen  8  und  T  führen: 


^    _     .,    -   .3 
^1    -^3 

§§  69  und  70  bezw.  über  in: 

'«  -  '^   -     ^       und    '^  - 

■  ßi 

,      ,     1  -  A; 

eine  Funktion  von  r,  die  bei  S  und  T  ungeändert  bleibt,  muß  also 
als  Funktion  von  l  ungeändert  bleiben,  wenn  man  X  durch  einen 
dieser  Werte  ersetzt.  Sie  ist  also  als  Funktion  von  l  eine  auto- 
morphe Funktion,  die  die  beiden  linearen  Transformationen  in  sich: 

und  folglich  nach  I,  §  18,  V  auch  jede  aus  ihnen  durch  Zusammen- 
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Setzung  entstellende  lineare  Transformation  zuläßt;   also   die  Trans- 
formationen (vgl.  §  69): 

2)  ?7:A'  =  -^;      ^2.;;^^^.      US:?J  =  ^- 

Wir  haben  aber  schon  in  I,  §§  15  und  22  gesehen,  daß  diese 
sechs  linearen  Transformationen  (die  Identität  mitgerechnet)  eine 
Gruppe  bilden;  jede  Funktion  der  genannten  Art  muß  also  als 
Funktion  von  l  eine  Invariante  dieser  Gruppe  sein.  Aber  auch 
umgekehrt:  jede  eindeutige  Funktion  von  X,  die  sich  dieser  Gruppe 
gegenüber  invariant  verhält,  bleibt  als  Funktion  von  r  bei  8  und  T 
und  folglich  nach  §  68  überhaupt  bei  jeder  Modulsubstitution 
invariant. 

Eine  solche  Funktion  haben  wir  bereits  in  I,  §  22  kon- 
struiert, nämlich: 

^)  "  =  l — w^} — )  • 

In  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  benutzt  man  an 
ihrer  Stelle  gewöhnlich  lieber  die  Funktion: 


4) 

/-!+,> 

4     (1- 

27       P 

-  k  +  xy 

il  -  If 

die 

nach 

der  dort  angegebenen 

Methode 

aus 

entsteht.    Beide  Funktionen  lassen  sich,  als  symmetrische  Funktionen 
der  e,  rational  durch  g^  und  g^  ausdrücken;  man  erhält: 

wo: 

die  durch  §  32,  Gleichung  (19)  definierte  Diskriminante  der  Grund- 
form /■  ist. 

§  97.    Fundamentalbereich  von  /  als  Funktion  von  r. 

Als  rationale  Funktion  sechsten  Grades  von  l  nimmt  J  im 
Fundamentalbereich  von  A  jeden  Wert  sechsmal  an.  Daran  knüpft 
sich  die  Frage,  ob  es  nicht  möglich  ist,  einen  Fundamentalbereich 
von  l  in  sechs  Teilbereiche  so  zu  zerlegen,  daß  jeder  derselben 
ein  Fundamentalbereich  von  /  ist. 
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Man  kann  diese  Frage  direkt  angreifen,  indem  man  versucht, 
einen  Bereich  zu  konstruieren  von  der  Beschaffenheit,  daß  zu  jedem 
Punkt  der  positiven  Halbebene  ein  und  nur  ein  „äquivalenter"  Punkt 
in  ihm  vorkommt;  wenn  man  nämhch  als  äquivalent  zwei  Punkte 
bezeichnet,  deren  jeder  durch  eine  Modulsubstitution  aus  dem  andern 
hervorgeht.  Dann  ist  die  Frage  bereits  durch  die  Entwicklungen 
von  §  79  erledigt,  die  nur  in  anderer  Ausdrucksweise  das  folgende 
Eesultat  geben: 

I.  Zu  jedem  Punkt  der  positiven  Halbebene  existiert  ein  äquivalenter 
in  dem  Dreieck,  das  vom  Einheitskreis  und  den  beiden  im  Abstand 
+  -1-  zur  Axe  der  rein  imaginären  Zahlen  gezogenen  Parallelen  be- 
grenzt ist. 

Es  bliebe  dann  nur  zu  zeigen,  daß  dieses  Dreieck  nicht  zwei 
zu  einander  äquivalente  Punkte  enthalten  kann  (mit  andern  Worten, 
daß  die  in  §  79  gelehrte  Eeduktion  nur  auf  eine  Art  möglich  ist), 
was  ebenfalls  mit  einfachen  Hilfsmitteln  geschehen  kann. 

Ist  das  gezeigt,  so  kann  man  folgendermaßen  weiter  schließen: 
Zu  jedem  endlichen  Wert  von  /  gehören  drei  bis  auf  die  Keihen 
folge  und  einen  gemeinsamen  Faktor  bestimmte  Werte  von  e^,  e^,  e^, 
also  ein  bestimmtes  System  untereinander  äquivalenter  Werte  des 
Periodenverhältnisses,  unter  denen  einer  dem  genannten  Dreieck 
angehört.  Also  nimmt  /  jeden  endlichen  Wert  in  einem  und  nur 
in  einem  im  endlichen  gelegenen  Punkte  des  genannten  Dreiecks  an. 

Wir  können  aber  auch  an  die  Entwicklungen  von  I,  §  22  an- 
knüpfen. Wir  haben  dort  bereits  die  A-Ebene  in  sechs  Bereiche  von 
der  Art  eingeteilt,  daß  w,  also  auch  /  in  jedem  dieser  Bereiche 
jeden  Wert  einmal  und  nur  einmal  annimmt,  und  jeden  dieser  Be- 
reiche wieder  in  zwei  Teilbereiche,  deren  einer  der  positiven,  der 
andere  der  negativen  i^?- Halbebene  entspricht;  es  handelt  sich  also 
nur  noch  darum,  diese  Einteilung  in  das  in  §  93  entworfene  Bild 
der  A-Ebene  zu  übertragen.  Dazu  müssen  wir  nur  die  Linien  der 
T-Ebene  bestimmen,  die  den  Grenzlinien  jener  Bereiche  entsprechen. 
Dazu  verhelfen  uns  die  Untersuchungen  von  §  88;  sie  zeigen:  wenn 
2ft?j  und  2  «3  konjugiert  complex  sind,  r  also  eine  Größe  vom  ab- 
soluten Betrage  1  ist,  werden  e^  und  e^  konjugiert  complex, 
^2  reell,  also: 

l)  5  _   ^2  -  ^8    _  i  _L    2  e^  -  (6i  +  e») 

^  ei  -  eg  2  -r        2  re^  -  e,) 

eine   Größe,    deren   reeller  Bestandteil    =  \  ist.     Auch  wissen  wir 
bereits    aus    §  89,    daß    für  r  =  i    ?.  =  ^    und    aus  §  90,    daß    für 
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T. 
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—  i  -f  -^  ]/3    ?,  z=  ^  —  --^3  wird.   Lassen  wir  also  l  die  Strecke 

i  bis   \  — —  ]/3   stetig  durchlaufen,  so  durchläuft  r  stetig  einen 
Bogen  des  Einheitskreises,   der  von  den  genannten  beiden  Punkten 


von 


begrenzt  ist.  Dabei  kann  es  nicht  umkehren,  da  nach  §  93,  I  für 
alle  von  0,  1,  oo  verschiedenen  Werte  von  l  l  eine  reguläre  Funktion 
von  T  ist;  und  es  kann  auch  nicht  den  Einheitskreis  vollständig 
durchlaufen,  da  es  doch  noch  in  der  positiven  Halbebene  bleibt. 
Also  durchläuft  r  dabei  den  in  der  positiven  Halbebene  gelegenen, 
von  den  beiden  genannten  Punkten  begrenzten  Bogen  des  Einheits- 
kreises einfach  ohne  umzukehren. 

Damit  ist  für  eine  der  Linien,  durch  die  die  Einteilung  der 
^-Ebene  bewirkt  wird,  das  Bild  in  der  r-Ebene  gefunden;  die  Bilder 
der  übrigen  sind  teils  aus  §  93  bekannt,  teils  ergeben  sie  sich  aus 
der  eben  bestimmten,  durch  wiederholte  Anwendung  des  Spiegelungs- 
prinzips und  der  zusammengehörigen  Substitutionen  (vgl.  68,  3  und 
§  96,  2): 

2)  U   :X'  =  ^-^,      r'  =  -^^^; 


3) 


U^:l' 


1    +    T 


So  erhält  man  folgende  Figur  und  u.  a.  die  Sätze: 

I.  Wenn  r  den  Umfang  des  in  der  Figur 
schraffierten  Dreiecks  durchläuft,  durchläuft 
J  gerade  einmal,  ohne  umzukehren,  die  Axe 
der  reellen  Zahlen, 

IL  Dieses  Dreieck  zusammen  mit  dem 
durch  Spiegelungen  an  einer  seiner  Seiten  aus 
ihm  entstehenden  bilden  einen  Fundamental- 
bereich der  Funktion  /(t). 

Diese  Spiegelungen  führen  t  bezw. 
über  in: 

4) 


—  T 


-^   +   1, 


—  1 


Fig.  45. 


Durch  jede  dieser  Spiegelungen  entsteht  aus  dem  Dreieck  ein 
neues,  das  als  ein  durch  die  Funktion  t  von  /  vermitteltes  Bild 
der  negativen  Halbebene  anzusehen  ist  u.  s.  w.  Ganz  wie  in  §  94 
kann  bewiesen  werden,  daß  die  durch  fortgesetzte  Spiegelung  ent- 
stehenden Bilder  schließlich  die  ganze  positive  Halbebene  über- 
decken, daß  also  /(t)  eine  in  dieser  Halbebene  definierte  eindeutige 
Funktion  von  t  ist;  es  geht  das  übrigens  auch  daraus  hervor,  daß 
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J  eine  eindeutige  Funktion  von  l  und  l  eine  solche  von  r  ist. 
In  jedem  Dreieck  der  Figur  nimmt  J  entweder  jeden  Wert  mit 
positiver  oder  jeden  mit  negativer  zweiter  Koordinate  gerade  einmal 
an.     Wenn  also  die  Gleichung  besteht: 

5)  J{T,)  =  J[r,), 

müssen  die  Punkte  Tj  und  r^  in  Dreiecken  derselben  Art  an  ent- 
sprechenden Stellen  liegen.  Dreiecke  derselben  Art  gehen  aber 
durch  eine  gerade  Anzahl  von  Spiegelungen  auseinander  hervor.  Je 
zwei  der  Spiegelungen  (4)  geben,  nacheinander  angewendet,  eine 
der  linearen  Substitutionen,  die  t  bezw.  in:  - 

1+r,       -T-i,       1-T-i 

überführen.  Das  sind  aber  gerade  die  in  §  68  bezw.  mit  8,  T,  U 
bezeichneten  Substitutionen.  Aus  ihnen  entstehen  durch  Zusammen- 
setzung, wie  wir  dort  gesehen  haben,  die  sämtlichen  Modulsubstitu- 
tionen und  nur  sie.     Also  folgt: 

Eine  Gleichung  der  Form  (5)  besteht  stets  dann,  und  nur  dann, 
wenn  r^   mit  r^  durch  eine   Modulsubstitution  zusammenhängt. 

Damit  ist  der  Satz  von  §  78  auf  ganz  anderem  Wege  wieder- 
gewonnen. 

An  diese  Sätze  lassen  sich  nun  für  die  Funktion  /(t)  ganz 
analoge  Folgerungen  knüpfen,  wie  in  dem  §  95  an  die  entsprechen- 
den Sätze  von  §§  93  und  94  über  die  Funktion  l  (t).  Wir  brauchen 
sie  nicht  alle  noch  einmal  explicite  auszusprechen;  nur  auf  einen 
Punkt  sei  aufmerksam  gemacht:  Die  Funktion  /(r)  und  ihre  ratio- 
nalen Funktionen  sind  auch  in  den  innerhalb  der  positiven  Halb- 
ebene gelegenen  Ecken  der  Fundamentalbereiche  bis  auf  Pole  regulär; 
nur  die  auf  der  Axe  der  reellen  Zahlen  liegenden  Ecken  (einschl.  oo) 
sind  wesentlich  singulare  Punkte  für  diese  Funktionen. 

§  98.    Beziehungen  zwischen  den  zu  /(r)  und  1{t)  gehörigen 

Gruppen. 

Wir  müssen  nun  die  Beziehung  zwischen  den  Funktionen  /(t) 
und  X(t)  noch  näher  untersuchen.  Jede  ganzzahlige  lineare  Sub- 
stitution (Modulsubstitution)  führt  J{t)  in  sich  über,  aber  nach  §  94 
nicht  immer  auch  X  (t).  In  der  That  wissen  wir  bereits  aus  I,  §  22, 
daß  zu  jedem  Werte  von  /  sechs  Werte  von  l  gehören;  wir  wissen 
ferner  aus  §  69,  daß  wir  durch  lineare  Periodentransformation  jede 
mögliche  Vertauschung  der  drei  Größen   e,    also    auch  jeden  Wert 
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von  l  erhalten  können.  Man  hat,  um  die  hier  herrschenden  Be- 
ziehungen übersichtlich  ausdrücken  zu  können,  die  Ausdrucksweise 
eingeführt : 

I.  Zwei  lineare  Periodentransformationen  mit  den  Koeffizienten 
[a,  ß,  y,  d)  bezw.  {cc\  ß' ,  y' ,  ö')  heißen  nach  dem  Zahlenmodul  n 
kongruent,  wenn: 

1)  a  =  ci,     ß'  =  ß,     y'  =  /,     ö'  =  S    (mod.  n) 

ist. 

Man  erkennt  dann  zunächst: 

Sind  S  und  S^  modulo  n  zu  einander  kongruent,  so  kann  ge- 
setzt werden: 

2)  s^  =  :es, 

wo  2[=  S^  S-'^)  eine  modulo  n  zur  Identität  kongruente  Substitution 
bedeutet.  Da  für  w  =  2  keiner  der  Werte  von  l  durch  2  geändert 
wird,  so  folgt: 

II.  Zwei  nach  dem  Modul  2  kongruente  lineare  Periodentransfor- 
mationen haben  auf  A  denselben  Einfluß. 

Wir  fassen  nun  alle  nach  dem  Modul  2  kongruenten  linearen 
Periodentransformationen  zu  einer  Klasse  solcher  Transformationen 
zusammen  und  fragen  zunächst,  wieviele  verschiedene  solche  Klassen 
es  giebt.  Dabei  haben  wir  zu  beachten,  daß  die  Transformations- 
koeffizienten an  die  Bedingung  ad  —  ßy  =  1  gebunden  sind.  Aus 
ihr  folgt:  wenn  a  gerade  ist,  müssen  ß  und  y  notwendig  ungerade 
sein,  §  aber  kann  gerade  oder  ungerade  sein  —  das  giebt  zwei 
Klassen.  Ist  a  ungerade  und  d  gerade,  so  müssen  ^  und  /  un- 
gerade sein  —  eine  Klasse.  Sind  a  und  §  beide  ungerade,  so 
dürfen  ß  und  y  nur  nicht  beide  ungerade  sein  —  drei  Klassen. 
Da  man  sich  leicht  durch  Bildung  von  Beispielen  (s.  unten)  davon 
überzeugen  kann,  daß  zu  jeder  dieser  Klassen  wirklich  lineare 
Periodentransformationen  gehören,  so  kann  man  sagen: 

III.  JDie  Modulgruppe  kann  zerlegt  werden  in  sechs  Klassen^  von 
je  untereinander  modulo  2  kongruenten  Transformationen. 

Es  ist  vielfach  zweckmäßig,  von  jeder  solchen  Klasse  einen  be- 
stimmten Repräsentanten  anzugeben;  wie  schon  in  §§  69  und  96 
mögen  wir  als  Repräsentanten  etwa  wählen: 

r,  =  1,    r,  =  s,    r,  =  r,    r,=  u,    r^  =  u^    r,  =  us. 


^  Man  beachte,  daß  von  diesen  Klassen  nur  eine  eine  Gruppe  ist;  nämlich 
diejenige,  die  aus  den  zur  Identität  kongruenten  Transformationen  besteht. 
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Man  kann  dann  jede  Modul  Substitution  V  auf  eine  und  nur  auf 
eine  Weise  auf  die  Form  bringen: 

3)  ^=".^P 

in  der  V^  eine  der  sechs  genannten  Substitutionen,  v^^—  ^^i~^  ^ine 
nach  dem  Modul  2  zur  Identität  kongruente  Substitution  bedeutet. 
Man  kann  dasselbe  auch  durch  die  Kongruenz: 

4)  F  =  F.     (mod.  2) 

ausdrücken  und  sich  mit  Hilfe  der  Zusammensetzungsformeln  (I, 
§  14,  11)  davon  überzeugen,  daß  aus  F ^  JF  und  F'  ^  W  folgt, 
daß  auch  FF'  ^  W'JF'  ist.  Infolgedessen  kann  man  von  der  ^^Zu- 
sammensetzung der  Klassen"  reden:  sind  C^  (7^,  C^  Bezeichnungen  für 
drei  Klassen,  7^,  F^  allgemein  Zeichen  für  Transformationen  der 
ersten,  bezw.  der  zweiten  dieser  Klassen,   so  drückt  die  Gleichung: 

aus,  daß  die  Klasse  C^  aus  den  sämtlichen  Produkten  F^  F^  besteht. 
Diese  Zusammensetzungen  der  Klassen  bilden  eine  Gruppe,  die  ab- 
strakt genommen  mit  der  Gruppe  der  sechs  linearen  Transformationen 
identisch  ist,  die  die  sechs  Werte  von  l  ineinander  überführen  (I,  §  22). 

§  99.    Untergruppen  der  Modulgruppe  von  endlichem  Index. 

Es  sei  r'  eine  Untergruppe  der  Modulgruppe  F  von  unendlich 
hoher  Ordnung,  d.  h.  eine  Gruppe,  die  aus  unendlich  vielen,  aber 
nicht  allen  Modulsubstitutionen  besteht.  Ihre  Substitutionen  seien 
in  irgend  einer  Keihenfolge  mit: 

1)  1?     ^1,     ^2? '^v 

bezeichnet.  Ist  dann  F^  eine  Substitution  von  i",  die  nicht  zu  F' 
gehört,  so  sind  die  Substitutionen: 

2)  r„    r,v„    r,v„....r,v, 

alle  voneinander  und  von  den  vSubstitutionen  (1)  verschieden.  Denn 
wäre  F^  v.  =  /j  v^,  so  würde  folgen  v.  =  u^;  und  wäre  F^v.  =  Vj^,  so 
würde  folgen  F^  =  Vj^v.-'^.  Da  aber  n.  V.  die  Substitutionen  (1) 
eine  Gruppe  bilden,  ist  v^v^-'^  unter  ihnen  enthalten;  also  wäre 
F^  unter  ihnen  enthalten,  gegen  die  Voraussetzung. 

Sind  außer   den  Substitutionen   (1)  und  (2)  noch  andere  in  F' 
enthalten,  so  sei   F^  eine  von  diesen.     Dann  folgt  ganz  ebenso,  daß 
die  Substitutionen: 
3)  r„      r,v„      F,v,,...F,v,... 
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alle  voneinander  und  von  den  Substitutionen  (1)  verschieden  sind. 
Sie  sind  aber  auch  alle  von  den  Substitutionen  (2)  verschieden. 
Denn  wäre  etwa  V^v^=  ^i'^v  ^^  würde  folgen:  V^  —  ^i'^^v.-'^]  und 
da  Vj^v.~^  zu  (1)  gehört,  würde  F^  zu  (2)  gehören,  gegen  die  Vor- 
aussetzung. 

Sind  die  Substitutionen  von  F  damit  noch  nicht  erschöpft,  so 
kann  man  eine  vierte  Zeile  ansetzen: 

4)  r„   r,v„   F,v„....F,v„... 

und  von  dieser  ebenso  zeigen,  daß  alle  ihre  Substitutionen  von- 
einander und  von  den  Substitutionen  der  vorhergehenden  Zeilen 
verschieden  sind. 

Hätten  wir  bei  Aufstellung  der  Zeilen  z.  B.  an  Stelle  von  F^ 
irgend  eine  andere  Substitution  F.  Vj^  benutzt,  so  würde  an  Stelle  der 
Zeile  (2)  die  folgende  getreten  sein: 

2a)  Fv^,     F.vj^v^,     F.v^v^,  ....  Fv^v.  .  .  . 

Aber  da  die  Substitutionen  (1)  n.  V.  eine  Gruppe  bilden,  so  sind 
die  Substitutionen: 


nur  durch  die  Eeihenfolge  von  ihnen  verschieden.  Also  gilt  das- 
selbe von  (2  a)  und  der  2*^°  Zeile  des  zuerst  erhaltenen  Schemas, 
und  es  besteht  der  Satz: 

I.  Die  durch  eine  Untergruppe  F'  gelieferte  Einteilung  der  Sub- 
stitutionen von  F  in  Zeilen  ist  bis  auf  die  Reihenfolge  der  Zeilen  und 
die  Reihenfolge  der  Substitationen  innerhalb  der  einzelnen  Zeile  durch 
F'  allein  vollständig  bestimmt  und  nicht  abhängig  von  der  Auswahl 
der  Substitutionen  f^,  F^  .  .  .  . ,  die  wir  zur  Bildung  der  Zeilen  be- 
nutzt haben. 

Ein  solches  System  von  Substitutionen  1 ,  Tj ,  F^  .  .  .,  deren 
jede  aus  je  einer  Zeile  dieser  Einteilung  im  übrigen  ganz  will- 
kürlich herausgegriffen  ist,  nennen  wir  ein  zu  /"'  innerhalb  F  ge- 
hörendes System  von  Repräsentanten. 

Es  kann  vorkommen,  daß  immer  noch  Substitutionen  übrig 
bleiben,  wieweit  man  auch  in  der  Bildung  der  Zeilen  gehen  mag; 
es  kann  aber  auch  vorkommen,  daß  nach  Bildung  der  fi^^""  Zeile 
sämtliche  Substitutionen  der  Gruppe  erschöpft  sind.  Wir  wollen 
uns  hier  nur  mit  dem  letzteren  Falle  weiter  beschäftigen.  Man 
pflegt  zu  definieren: 

II.  Resteht  das  aufgestellte  Schema  aus  f^i  Zeilen,  so  heißt  die 
Untergruppe  F'  innerhalb  F  vom  Index  p,. 
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§  100.     Fundamentalbereich  einer  Untergruppe  der  Modulgruppe. 

Den  abstrakten  Überlegungen  des  vorigen  Paragraphen  stellen 
wir  nun  auch  entsprechende  geometrische  Darstellungen  zur  Seite. 
Um  sie  bequem  formulieren  zu  können,  definiert  man  zunächst: 

I.  Geht  ein  Punkt  r  durch  eine  Substitution  von  V  in  einen 
andern  r  über,  so  heißen  r  und  t  ,, äquivalent  in  Bezug  auf  T'''^  oder, 
wo  kein  Mißverständnis  möglich  ist,  einfach:  ,^relativ  äquivalent'''. 

In  demselben  Sinne  spricht  man  auch  von  zwei  in  Bezug  auf 
r'  äquivalenten  Dreiecken,  bezw.  Doppeldreiecken  der  Modulteilung. 

Wir  wählen  nun  irgend  ein  Doppeldreieck  der  Modulteilung  als 
Ausgangsbereich  1  und  bezeichnen  jedes  andere  mit  dem  Zeichen 
derjenigen  Substitution,  durch  die  es  aus  dem  ersten  hervorgeht.  An 
das  Doppeldreieck  1  stoßen  drei  weitere  Doppeldreiecke  an;  diese 
sind  jedenfalls  nicht  alle  drei  zu  1  in  Bezug  auf  F'  äquivalent. 
Denn  sonst  würde  V  die  Substitutionen  &  und  T  enthalten  und 
folglich  nach  §  68  mit  F  identisch  sein.  Sei  V^  eines  von  ihnen, 
das  zu  1  nicht  relativ  äquivalent  ist;  wir  fügen  es  zu  1  hinzu. 
Das  von  1  und  V^  gebildete  Polygon  ist  von  einem  Kranze  weiterer 
Doppeldreiecke  umgeben ;  sind  unter  diesen  noch  eines  oder  mehrere 
vorhanden,  die  weder  mit  1,  noch  mit  V^  relativ  äquivalent  sind,  so 
bezeichnen  wir  eines  von  ihnen  mit  V^  und  fügen  es  dem  von  1 
und  Fg  gebildeten  Polygon  hinzu.  So  fahren  wir  fort,  indem  wir, 
solange  es  möglich  ist,  dem  gerade  erreichten  Polygon  aus  dem  es 
umgebenden  Kranze  von  Doppeldreiecken  jedesmal  ein  solches  wei- 
teres anhängen,  das  mit  keinem  der  bereits  in  das  Polygon  auf- 
genommenen Doppeldreiecke  relativ  äquivalent  ist. 

Wir  setzen  nun  insbesondere  voraus,  die  Untergruppe  F'  sei 
von  endlichem  Index  ^tt.  Dann  muß  der  eben  geschilderte  Prozeß 
nach  einer  endlichen  Anzahl  jt^o  —  !"■  ^^^  Schritten  zum  Abschluß 
kommen;  denn  es  giebt  dann  nicht  mehr  als  [i  inäquivalente  Klassen 
untereinander  relativ  äquivalenter  Doppeldreiecke.  Man  habe  also 
ein  aus  \Iq  Doppeldreiecken  bestehendes  Polygon  von  der  Beschaffen- 
heit erhalten,  daß  jedes  an  dieses  Polygon  anstoßende  Doppeldreieck 
B^  mit  einem  Doppeldreieck  I)^  des  Polygons  relativ  äquivalent  ist. 
Dann  muß  B^  am  Rande  des  Polygons  anliegen.  Denn  eines  der 
zu  B^  benachbarten  Doppeldreiecke  D/  gehört  dem  Polygon  an  und 
ist  mit  einem  zu  B^  benachbarten  Doppeldreiecke  B^  relativ  äqui- 
valent. Dieses  letztere  kann  dem  Polygon  nicht  angehören,  weil 
ihm  Bl  angehört;   also   liegt  B^  zu  einem   dem  Polygon  nicht  an- 
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gehörenden  Doppeldreieck,  nämliclii)^',  benachbart,  mit  andern  Worten, 
es  liegt  am  Eande  des  Polygons  Dabei  ist  die  gemeinsame  Seite 
von  D^  und  D!  relativ  äquivalent  zu  der  gemeinsamen  Seite  von 
D.  und  D^',  d.  h.  die  Randkurven  unseres  Polygons  sind  einander 
paarweise  relativ  äquivalent.  Wie  in  früheren  Fällen  rechnen  wir 
von  zwei  solchen  Randkurven  immer  nur  die  eine  mit  zu  dem 
Polygon. 

II.  Treffen  wir  diese  Festsetzung,  so  sind  in  dem  Polygon  keine 
zwei  zu  einander  relativ  äquivalente  Punkte  enthalten. 

Denn  zwei  solche  Punkte  würden  einander  auch  in  Bezug  auf 
r  äquivalent  sein,  also  an  homologen  Stellen  zweier  Doppeldreiecke 
liegen.  Dann  würde  die  Modulsubstitution,  die  einen  dieser  Punkte 
in  den  andern  überführt,  gleichzeitig  das  eine  dieser  Doppeldreiecke 
ganz  in  das  andere  überführen  und  folglich  der  Untergruppe  F'  an- 
gehören, gegen  die  Voraussetzung. 

Es  gilt  aber  auch  umgekehrt  der  Satz: 

III.  Bas  Polygon  enthält  zu  jedem  Punkte  r  der  positiven  Halb- 
ebene  einen  relativ  äquivalenten. 

Zum  Beweis  verbinden  wir,  was  stets  möglich  ist,  den  Punkt  r 
mit  irgend  einem  Punkt  r^  des  Polygons  durch  einen  Weg,  der  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Doppeldreiecken  der  Modulteilung  durch- 
setzt. Durchlaufen  wir  diesen  Weg  von  r^  aus,  so  gelangen  wir  bei 
Überschreitung  des  Polygonrandes  in  ein  Doppeldreieck  i>^,  das 
n.  Konstr.  mit  einem  Doppeldreieck  i>.  des  Polygons  relativ  äqui- 
valent ist.  Wir  können  also  zu  dem  nun  folgenden  Teil  unseres 
Weges  einen  relativ  äquivalenten  Weg  ausfindig  machen,  dessen 
Anfang  innerhalb  i>.  verläuft.  Indem  wir  ihn  verfolgen,  gelangen 
wir  entweder  zu  einem  innerhalb  des  Polygons  gelegenen,  mit  r 
relativ  äquivalenten  Punkt,  oder  wieder  an  den  Eand  des  Polygons 
und  über  ihn  hinüber  in  ein  Doppeldreieck  I)^.  Auch  dieses  ist 
mit  einem  Doppeldreieck  i>/  des  Polygons  relativ  äquivalent;  wir 
können  wieder  zu  dem  nun  folgenden  Teil  des  Weges  einen  relativ 
äquivalenten  Weg  angeben,  der  zunächst  innerhalb  i>/  verläuft  u.  s.  w. 
Schließlich  müssen  wir  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten 
zu  einem  innerhalb  des  Polygons  gelegenen,  mit  t  relativ  äquivalenten 
Punkt  kommen.  Denn  da  der  ursprüngliche  Weg  von  r^  nach  r 
nur  eine  endliche  Anzahl  Doppeldreiecke  durchsetzte,  muß  dasselbe 
mit  jedem  zu  ihm  relativ  äquivalenten  Weg  der  Fall  sein. 

Damit  ist  Satz  III  bewiesen;  insbesondere  folgt,  daß  die  oben 
mit  jLtp  bezeichnete  Zahl  der  Doppeldreiecke  des  Polygons  nicht 
<  /i,  sondern   =  ^  ist. 

16* 
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Seiner  Entstehung  aus  der  Modulteilung  zufolge  überdeckt  das 
Polygon  keinen  Teil  der  Ebene  mehrfach.  Man  kann  es  auch  stets 
als  einfach  zusammenhängend  ansehen;  denn  wenn  auch  ja  etwa  ein 
neu  hinzukommendes  Doppeldreieck  mit  zweien  seiner  Ränder  an 
das  vorher  schon  gebildete  Polygon  anstoßen  sollte,  so  brauchte  man 
es  doch  nur  längs  einer  dieser  Seiten  mit  jenem  zu  vereinigen, 
während  man  längs  der  andern  keinen  Zusammenhang  anzu- 
nehmen hätte. 

Man  nennt  ein  nach  den  Vorschriften  dieses  Paragraphen  kon- 
struiertes Polygon  einen  Fundamentalbereich  der  Untergruppe  F'. 
Unter  erlaubter  Abänderung  desselben  versteht  man  die  Ersetzung 
eines  oder  mehrerer  seiner  Doppeldreiecke  durch  relativ  äquivalente. 


§  101.    Modulfunktionen. 

Zur  Erläuterung  der  allgemeinen  Theorien  der  beiden  vorher- 
gehenden Paragraphen  stehen  uns  bereits  zwei  durchgeführte  Bei- 
spiele zu  Gebote:  nämlich  einmal  die  Modulgruppe  F  selbst,  dann 
diejenige  Untergruppe  vom  Index  6,  die  aus  allen  modulo  2  zur 
Identität  kongruenten  Modulsubstitutionen  besteht.  In  jedem  dieser 
beiden  Fälle  hatten  wir  zu  der  Untergruppe  gehörende  Modulfunk- 
tionen  kennen  gelernt,  nämlich  Funktionen,  die  bei  allen  Substitutionen 
der  Gruppe  unverändert  bleiben,  die  ferner  im  Innern  und  am  Eande 
des  Fundamentalbereichs  der  Gruppe,  ausgenommen  seine  Ecken 
vom  Winkel  0,  bis  auf  Pole  regulär  sind,  die  endlich  einem  be- 
stimmten Grenzwert  sich  nähern  oder  in  dem  I,  §  48  definierten 
Sinne  bestimmt  unendlich  werden,  wenn  r  sich  im  Fundamental- 
bereich einer  solchen  Ecke  unbegrenzt  nähert.  Wir  hatten  in  beiden 
Fällen  gesehen,  daß  sich  alle  solchen  Funktionen  durch  eine  unter 
ihnen  (im  einen  Fall  J,  im  andern  Fall  l)  rational  ausdrücken  lassen 
und  daß  also  zwischen  irgend  zweien  unter  ihnen  eine  algebraische 
Gleichung  mit  von  t  unabhängigen  Koeffizienten  besteht.  Eine  solche 
Funktion  eines  Bereiches,  durch  die  sich  jede  andere  Funktion  des 
Bereiches  rational  ausdrücken  läßt,  nennt  man  eine  Hauptfunktion 
des  Bereiches;  man  erkennt,  daß  jede  lineare  Funktion  einer 
Hauptfunktion  wieder  eine  Hauptfunktion  desselben  Bereiches  ist 
(daß  man  also  nicht  etwa  von  der  Hauptfunktion  eines  Bereiches 
sprechen  kann).  Für  eine  solche  Hauptfunktion  ist  der  „Funda- 
mentalbereich der  Untergruppe"  zugleich  „Fundamentalbereich  der 
Funktion"  in  dem  I,  §  17,  VI  definierten  Sinne.     Man  beachte  aber, 
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daß  nicht  zu  jeder  Untergruppe  Hauptfunktionen  gehören  (ebenso- 
wenig wie  zum  Periodenparallelogramm,  vgl.  §  14,  VI). 

Jede  Funktion  des  Bereiches  irgend  einer  Untergruppe  der  Modul- 
gruppe bezeichnen  wir  als  Modulfunktion^  im  allgemeinsten  Sinne;  eine 
Hauptfunktion  eines  solchen  Bereiches  speziell  als  einen  Hauptmodul. 

Betrachten  wir  nunmehr  gleichzeitig  zwei  Untergruppen  F'  und 
F"  von  F,  von  denen  die  letztere  in  der  ersteren  enthalten  sei. 
Wir  beschränken  uns  auf  den  Fall,  daß  zu  F"  Hauptfunktionen 
gehören;  sei  z  eine  derselben.  Jede  Funktion  w  von  F'  ist  dann 
zugleich  eine  Funktion  von  F'\  also  eine  rationale  Funktion  von  z. 
Somit  ist  umgekehrt  z  eine  algebraische  Funktion  von  w,  d.  h.  Wurzel 
einer  algebraischen  Gleichung,  deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen 
von  w  sind;  das  Gleiche  gilt  von  jeder  rationalen  Funktion  von  z. 

Wir  werden  diesen  Satz  besonders  auf  den  Fall  anzuwenden 
haben,  daß  die  hier  mit  F'  bezeichnete  Gruppe  die  Modulgruppe  F 
selbst  ist.  Er  sagt  dann  aus,  daß  jeder  Hauptmodul  und  folglich 
jede  Modulfunktion,  die  zu  einer  Untergruppe  mit  Hauptmodul  gehört, 
eine  algebraische  Funktion  von  J  ist. 

(Wollten  wir  weitergehende  Sätze  der  Theorie  der  algebraischen 
Funktionen  als  bekannt  voraussetzen,  so  könnten  wir  zeigen,  daß 
die  Voraussetzung  der  Existenz  eines  zur  Untergruppe  gehörenden 
Hauptmoduls  nicht  erforderlich  ist,  daß  vielmehr  jede  Modulfunktion 
algebraisch  von  /  abhängt.) 


§  102.  Ausgezeichnete  Untergruppen  und  zugehörige  Faktorgruppen. 

In  dem  speziellen  Falle  von  §  98  hatten  wir  eine  „Zusammen- 
setzung der  Klassen"  kennen  gelernt:  wenn  dort  das  Produkt 
r.  V^  =  V^  war,  so  gehörte  das  Produkt  jeder  Substitution  der  z*^^ 
Zeile  mit  jeder  Substitution  der  k^^^  Zeile  der  l^^  Zeile  an.  Etwas 
Analoges  findet  keineswegs  bei  jeder  der  in  §  99  besprochenen 
Untergruppen  statt.  Denn  soll  es  zu  jeder  Kombination  der  In- 
dices  i,  Ä,  r,  s  einen  Index  t  von  der  Beschaffenheit  geben,  daß: 

1)  r,v^-r^«.=  yj.^> 


ist,  so  folgt: 


ry^%='y^^i 


und  daraus: 

2)  V^-^v^V^^  v^v-^  —  einer  Substitution 


^  In  älteren  Darstellungen    wird    speziell    die  hier  mit  ^L  (x)   bezeichnete 
Funktion  Modulfunktion  genannt. 
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(da  doch  die  Substitutionen  v  für  sich  eine  Untergruppe  bilden  sollen). 
Umgekehrt,  wenn  es  zu  jedem  Indexpaare  A,  s  einen  Index  u  von 
der  Beschaffenheit  giebt,  daß  die  Gleichung  (2)  oder: 

2a)  %r,^r^v„ 

besteht,  so  folgt  daraus  rückwärts: 

und  daraus  wieder  Gleichung  (1).     Man  definiert  nun: 

I.  Die  Substitution  ^j^~^v^  /^  heißt  die  Transformierte  von  v^  ver- 
möge  Vj^;  sie  heißt  auch:  innerhalb  F  mit  v^  gleichberechtigt. 

Dann  gilt  der  Satz: 

II.  Die  Transformierten  aller  Substitutionen  einer  Untergruppe  V 
von  r  vermöge  einer  Substitution  von  F  bilden  eine  Gruppe,  die  mit 
r'  innerhalb  F  gleichberechtigt  heißt. 

Denn  aus  v^v^  =  v^  folgt: 

Definiert  man  weiter: 

III.  Eine  Untergruppe  von  F,  mit  der  jede  zu  ihr  innerhalb  F 
gleichberechtigte  identisch  ist,  heißt  innerhalb  F  ausgezeichnet  — 

so  lautet  der  zu  Anfang  bewiesene  Satz: 

IV.  Eine  Zusammensetzung  der  Klassen  findet  dann  und  nur  dann 
statt,  wenn  F'  eine  ausgezeichnete   Untergruppe  von  F  ist. 

Es  sei  nun  z  eine  zur  Untergruppe  F'  gehörende  Modulfunktion. 
Ersetzt  man  r  durch  irgend  einen  der  Werte  F. (r) ,  F.v^{t)  .  .  .  ., 
so  erhält  man  aus  z  eine  „mit  z  gleichberechtigte^^  Modulfunktion  z.. 
Diese  genügt  derselben  Gleichung: 

3)  f{z,  /)  =  0 

wie  z;  denn  die  linke  Seite  ist  als  Funktion  von  r  betrachtet  iden- 
tisch NuU,  bleibt  also  Null  bei  der  Substitution  von  V.v^[t)  für  t, 
durch  die  z  in  z^  übergeht,  während  /  ungeändert  bleibt  (vgl.  I, 
§  66,  IV).     Wir  können  sagen: 

V.  Gleichberechtigte  Modulfunktionen  sind  Wurzeln  einer  und  der- 
selben algebraischen   Gleichung  mit  in  J  rationalen  Koeffizienten. 

Umgekehrt  kann  man  auch  immer  eine  solche  Gleichung  bilden, 
deren  sämtliche  Wurzeln  untereinander  gleichberechtigte  Modul- 
funktionen sind.  Denn  die  symmetrischen  Funktionen  der  sämtlichen 
untereinander  gleichberechtigten  Modulfunktionen  sind  nach  §97  a.  E. 
rationale  Funktionen  von  /. 
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Es  findet  aber  nun  ein  wesentlicher  Unterschied  statt,  je  nach- 
dem wir  es  mit  einer  ausgezeichneten  oder  mit  einer  nicht  aus- 
gezeichneten Untergruppe  zu  thun  haben.  Die  Funktion  z.  nämlich, 
die  aus  z  durch  die  Substitution  von   F.(t)  für  r  hervorgeht: 

bleibt  ungeändert,  wenn  man  auf  r  eine  der  transformierten  Sub- 
stitutionen ^i~^v^F.  anwendet;  denn  es  ist: 

Gleichberechtigte  Modulfunktionen  gehören  also  zu  gleichberechtigten 
Untergruppen.  Ist  insbesondere  die  Gruppe  F'  eine  ausgezeichnete,  so 
gehören  alle  mit  z  gleichberechtigten  Modulfunktionen  zu  einer  und 
derselben  Gruppe^  nämlich  eben  zu  F' . 

Eine  Folge  davon  ist,  daß  sie  alle  bei  allen  Substitutionen  v^, 
^2  .  .  .  ungeändert  bleiben  und  bei  allen  Substitutionen  F^v^  V^v^  .  .  . 
in  derselben  Weise  untereinander  vertauscht  werden.  Man  kann 
also  durch  Ausübung  von  Modulsubstitutionen  auf  r  nicht  beliebige 
Vertauschungen  der  Wurzeln  der  2;-Gleichung  erzielen,  sondern  nur 
p,  bestimmte  solche  Vertauschungen.  Diese  bilden  eine  Gruppe, 
deren  Gesetze  sich  aus  den  Gesetzen  der  Zusammensetzung  der 
Klassen  ergeben;  sie  heißt  die  zu  F'  in  Bezug  auf  F  gehörende 
Faktorgruppe  G.  Für  diese  Faktorgruppe  ergiebt  sich  aus  §  97 
am  Ende  der  Satz: 

Jede  rationale  Funktion  der  Wurzeln  z,  die  ungeändert  bleibt,  wenn 
man  eine  beliebige  Vertauschung  der  Gruppe  G  unter  ihnen  vornimmt, 
ist  eine  rationale  Funktion  von  J. 

(Auch  wenn  F'  nicht  ausgezeichnet  ist,  kann  man  eine  Gruppe 
von  Vertauschungen  der  Wurzeln  konstruieren,  die  die  letztgenannte 
Eigenschaft  hat;  aber  die  Anzahl  dieser  Vertauschungen  ist  dann 
größer  als  der  Index  p,  von  F.) 

§  103.    Hauptkongruenzuntergruppen  der  Modulgruppe. 

Eine  der  Untersuchung  besonders  leicht  zugängliche  Untergruppe 
wird  von  denjenigen  linearen  Periodentransformationen: 

gebildet,  die  in  Bezug  auf  irgend  einen  Zahlenmodul  zur  Identität, 
d.  h.  zu  der  Transformation: 

09, '  =  Cö,  ,  COJ  =  ft9_ 
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kongruent  sind  (§  98,  I);  man  überzeugt  sich  nämlich  mit  Hilfe  der 
Zusammensetzungsformeln  (1,  §  14,  11),  daß  diese  Transformationen 
in  der  That  eine  Gruppe  bilden.  Man  nennt  sie  die  Hauptcongruenz- 
gruppe  n*^^  Stufe;  überhaupt  nennt  man  eine  Gruppe  linearer  Trans- 
formationen eine  Kongruenzgruppe  tz*^^  Stufe,  wenn  sie  alle  Trans- 
formationen enthält,  die  zu  irgend  einer  ihrer  Transformationen 
modulo  n  kongruent  sind. 

Wir  müssen  zuerst  den  Index  der  Hauptkongruenzgruppe 
n^^^  Stufe  innerhalb  der  Gruppe  aller  linearen  Periodentransfor- 
mationen bestimmen,  wollen  uns  aber  dabei  auf  den  Fall  beschränken, 
daß  n  Primzahl  ist.  Wir  beachten  zunächst:  Verstehen  wir  unter  F 
in  §  99  die  Hauptkongruenzgruppe  n^"^  Stufe,  so  enthält  jede  Zeile 
des  dort  aufgestellten  Schemas  gerade  diejenigen  Substitutionen,  die 
mit  der  ersten  Substitution  der  Zeile  nach  dem  Modul  n  kongruent 
sind.  Es  handelt  sich  also  um  die  Bestimmung  „der  Anzahl  der 
modulo  n  verschiedenen  Substitutionen'';  mit  andern  Worten,  der 
modulo  n  verschiedenen  Zahlsysteme  [a,  ß,  y,  d),  die  der  Glei- 
chung (§  67,  9): 

2)  aS  -  ßy  =  1 
genügen. 

Diese  Gleichung  kann  jedenfalls  nicht  bestehen,  wenn  a  und  ß 
beide  durch  n  teilbar  sind.  Sind  aber  a  und  ß  nicht  beide  durch 
n  teilbar,  so  kann  man  die  Gleichung  (2)  als  eine  diophantische 
Gleichung  für  y  und  S  ansehen  und  sie  als  solche  nach  elementaren 
Methoden  auflösen;  ist  y^,  d^  irgend  eine  Lösung,  so  ist  die  all- 
gemeinste : 

3)  y^y^^at,        Ö=S,+ßt 

unter  t  irgend  eine  ganze  Zahl  verstanden.  Sind  t^  und  t^  zwei 
Werte  derselben,  y^,  6^  und  y^,  S^  die  zugehörigen  Werte  von  y 
und  d,  so  ist  dann  und  nur  dann  gleichzeitig  y^  =  y^  und  S-^  =  S^ 
(mod.  n),  wenn  t^  ee  t^  (mod.  in)  ist;  denn  a  und  ß  sollten  nicht  beide 
durch  n  teilbar  sein,  und  n  war  als  Primzahl  vorausgesetzt.  Man 
hat  also  n^  —  \  Möglichkeiten,  a  und  ß  zu  wählen,  und  dann  noch 
für  jede  derselben  n  Möglichkeiten  in  der  Wahl  von  t  Im  ganzen 
besitzt  also  die  Gleichung  (2)  w(w^  —  1)  modulo  n  verschiedene 
Lösungssysteme;  mit  andern  Worten,  es  gilt  der  Satz: 

I.  Wenn  n  Primzahl  ist,  beträgt  der  Index  der  Hauptkongruenz- 
gruppe w'*»"  Stufe  innerhalb  der  Gruppe  der  linearen  Periodentrans- 
formationen: 

4)  n[n^-i\ 
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Betrachten  wir  aber  nicht  die  Gruppe  der  homogenen  linearen 
Transformationen  der  Perioden,  sondern  die  der  gebrochenen  linearen 
Substitutionen  des  Periodenverhältnisses,  so  ist  der  Index  im  all- 
gemeinen ein  anderer.  Denn  die  beiden  linearen  Periodentrans- 
formationen [a.  ß,  y,  S)  und  {—  a,  —  ß,  —  y,  —  S)  sind  als  solche, 
wenn  n  ungerade  ist,  modulo  n  verschieden,  geben  aber  dieselbe 
Modulsubstitution ;  sonst  geben  verschiedene  Periodentransformationen 
auch  verschiedene  Modulsubstitutionen.  Die  Anzahl  der  modulo  n 
verschiedenen  Modulsubstitutionen  ist  also  dann  nur  halb  so  groß 
als  die  der  verschiedenen  Periodentransformationen,  mit  andern 
Worten,  es  gilt  der  Satz: 

II.  }Fenn  n  eine  ungerade  Frimzahl  ist,  beträft  der  Index  der 
Hauptkongruenzgruppe  n^^'^  Stufe  innerhalb  der  Gruppe  der  Modul- 
subsütutionen : 

P-x  n{n^-l) 

Ist  aber  w  =  2,  so  sind  die  beiden  Periodentransformationen 
{a,  ß,  y,  S)  und  {—  a,  —  ß,  —  y,  —  S)  modulo  n  kongruent;  dann 
ist  also  in  der  Zahl  n{n^  —  1)  von  je  zwei  solchen  schon  nur  die 
eine  mitgerechnet  und  es  tritt  beim  Übergang  zu  den  Modulsubsti- 
tutionen keine  weitere  Keduktion  ein;  die  Anzahl  der  modulo  2 
verschiedenen  Modulsubstitutionen  ist  6,  wie  wir  bereits  in  §  98,  III 
gesehen  haben. 

Für  beliebige  (nicht  nur  für  primzahlige)  Werte  von  n  gilt 
übrigens  der  Satz: 

III.  Die  Hauptkongruenzgruppe  n^^  Stufe  F^  ist  in  der  Gesamt- 
gruppe  der  linearen  Periodentransformationen,  bezw,  der  Modulsubsti- 
tutionen eine  ausgezeichnete    Untergruppe. 

Ist  nämlich  Ä  eine  ihrer  Operationen,  V  irgend  eine  andere 
lineare  Periodentransformation,  bezw.  Modulsubstitution,  so  ist,  wie 
aus  den  Zusammensetzungsformeln  (I,  §  14,  11)  folgt,  Ä  V  =z  V 
(mod.  w)  und  ebenso   V  Ä  ^:  V\  also  ist  auch 

6)  V-^Är=Ä-\ 

und  diese  Substitution  gehört  also  ebenfalls  zu  F^,  w.  z.  b.  w. 

Infolgedessen  gelten  für  sie  die  Sätze  von  §  102;  und  man 
kann  darauf  eine  einfache  Darstellung  der  zugehörigen  Faktorgruppe 
gründen.  Diese  Darstellung  erscheint  jedoch  in  konkreterer  Be- 
deutung, wenn  man  sie  an  die  Untersuchung  der  gegenüber  der 
Hauptkongruenzuntergruppe  invarianten  Funktionen  anknüpft,  was 
im  folgenden  Paragraphen  geschehen  soll. 
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Übrigens  kann  man  den  Begriff  der  Hauptkongruenzuntergruppe 
auch  auf  die  Gruppe  derjenigen  linearen  Transformationen  in  den 
drei  Variabein  w,  w^,  co^  übertragen,  bei  denen  pu  und  pu  un- 
geändert  bleiben,  nämlich: 

7)  co^'  =  aco^  •\-  ß  (o^j 

Eine  solche  Transformation  heißt  „modulo  n  zur  Identität  kon- 
gruent", wenn  k^^  k^,  a  —  \,  ß,  y,  §  —  \  alle  durch  n  teilbar  sind. 
Auch  hier  bilden  die  modulo  n  zur  Identität  kongruenten  Trans- 
formationen eine  Untergruppe,  die  man  auch  als  Hauptkongruenz- 
gruppe ?2*®^  Stufe  bezeichnet;  und  eine  Funktion  von  u,  co^,  «3,  die 
bei  allen  diesen  Transformationen  ungeändert  bleibt,  heißt  eine 
elliptische  Funktion  n^^^  Stufe. 

Aus  den  Sätzen  von  §  34  und  §  72  geht  hervor,  daß  die  Sigma- 
quotienten  und  die  Funktionen  Jacobis  in  der  That  Funktionen 
zweiter  Stufe  im  Sinne  dieser  Definition  sind,  wie  wir  sie  im 
IV.  Abschnitt  schon  vorgreifend  genannt  haben. 


§  104.    Das  spezielle  Teilungsproblem. 

Die  Aufgabe:  aus  den  Werten  der  elliptischen  Funktionen  eines 
bestimmten  Periodenparallelogramms  für  den  Argumentwert  u  die  Werte 
derselben  Funktionen  für  den  Argumentwert  u\n  zu  berechnen  (also  die 
Umkehrung  der  in  §  27  behandelten  Aufgabe)  bezeichnet  man  als 
das  allgemeine  Teilungsproblem  der  elliptischen  Funktionen.  Den 
speziellen  Fall  dieses  Problems,  daß  u  eine  Periode  ist,  bezeichnet 
man  als  das  spezielle  Teilung sproblem.  Die  Lösungen  dieses  letzteren  sind 
also  Funktionen  allein  der  Perioden;  wollen  wir  aber  untersuchen, 
was  für  Funktionen  sie  sind,  so  müssen  wir  erst  eine  Festsetzung 
darüber  treffen,  was  für  elliptische  Funktionen  wir  „teilen^^  wollen. 
Wir  wollen  zunächst  die  spezielle  Teilung  der  elliptischen  Funk- 
tionen erster  Stufe  untersuchen. 

Sei  f{u  I  cöp  o^g)  eine  solche,  d.  h.  also  eine  rationale  Funktion 
von  p[u  I  ft>j,  (Ü3)  und  p  [u  \  co^,  w^),  deren  Koeffizienten,  falls  sie  noch 
von  ft»j  und  cj^  abhängen,  rationale  Funktionen  Yon  g^  und  g^  sind; 
dann  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  der  Werte: 
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Man  erkennt  zunächst,  daß  von  diesen  Werten  nur  m^  unter- 
einander verschieden  sind;  denn  zufolge  der  Voraussetzung,  daß  f 
eine  Funktion  erster  Stufe  sei,  ist  allgemein: 

wenn  k^,  k^  irgend  zwei  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Man  drückt  das 
wohl  so  aus,  daß  man  sagt: 

I.  Die  Indices  A,  ^  kommen  nur  modulo  m  in  Betracht. 

Nehmen  wir  nun  eine  lineare  Periodentransformation  (§  67,  2) 
vor.  Da  f  eine  Funktion  erster  Stufe  sein  sollte,  so  erhalten  wir 
zunächst  die  Gleichung: 

wenn  nämlich  }J,  fi'  aus  der  Gleichung: 

4)  r  Cöj'  +  fl  G)^'   =   X  0)^  +  fl  «3 

bestimmt,  also: 

r  =       SX  ■—  yfji 


5) 

gesetzt  wird;  mit  andern  Worten: 

II.     Werden    die    Perioden    linearer    Transformation    unterworfen, 
so  wird: 

loenn  die  Indices  durch  die  Gleichungen  {Ö)  bestimmt  sind;  die  trans- 
formierten Teilwerte  sind  also  dieselben,  wie  die  ursprünglichen,  nur 
in  anderer  Reihenfolge. 

Man  schreibt  auch  wohl: 

'^)  •  Ü,i^(^iy  «3')   =  /i',«'K»  «3); 

dann  sind  die  Indices  aus  den  Gleichungen: 


^'  ^  ßl  ■\-  d II 
zu  bestimmen. 

(Man   nennt    die    Substitution  (5)    die    zur   Transformation    der 
Perioden  kontragrediente,  (8)  die  transponierte  Substitution.) 

Ist  insbesondere  die  Periodentransformation  modulo  m  zur  Iden- 
tität kongruent,  so  wird  aus  (5)  oder  (8): 

9)  X  =  A,       jti'  =  fi, 
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also  mit  Rücksicht  auf  (2): 

10)  fi,  ^.  («1^  «3')  =  /i,  ^.K,  «3) 

d.  h.: 

III.  Jeder  einzelne  der  m*^"  Teilwerte  fx^  ^^  bleibt  für  sich  un- 
geändert,  wenn  man  auf  die  Perioden  eine  Transformation  der  Haupt- 
kongruenzgruppe n*^^  Stufe  anwendet. 

Betrachten  wir  insbesondere  solche  Teilwerte,  die  nur  vom 
Verhältnis  der  Perioden  abhängen.  Solche  sind  im  Innern  der  posi- 
tiven r- Halbebene  überall  bis  auf  Pole  regulär ^  wie  aus  den  Dar- 
stellungen von  pUj  p'u,  g^,  g^  durch  gleichmäßig  konvergente  Reihen 
sich  ergiebt;  und  wenn  t  innerhalb  des  Fundamentaldreiecks  blei- 
bend ins  Unendliche  geht,  so  nähern  sie  sich  entweder  einem  be- 
stimmten Grenzwert,  oder  sie  werden  bestimmt  unendlich.  Daraus 
folgt  nach  §  96  a.  E.: 

IV.  leilwerte  fx^  ^  der  bezeichneten  Eigenschaft  sind  Wurzeln  einer 
Gleichung  vom  Grade  n^,  deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von 
J(t)  sind. 

Man  kann  jedoch  von  dieser  Gleichung  einen  Linearfaktor 
ohne  weiteres  abspalten:  denn  f^^^  ist  sofort  vermöge  der  Definition 
der  Funktion  /'  rational  durch  /  ausdrückbar.  Die  so  auf  den 
Grad  n^  —  1  reducirte  Gleichung  heißt  die  spezielle  Teilungsgleichung. 
Eine  weitere  Reduktion  dieser  Art  ist  nämlich,  wenn  n  Primzahl  ist, 
nicht  mehr  möglich,  solange  nicht  über  /  noch  speziellere  Voraus- 
setzungen getroffen  werden.  Denn  dann  können  wir  a,  ß,  /,  S  so 
bestimmen,  daß  k',  f/  beliebig  vorgeschriebene  Werte,  außer  (0,  0) 
annehmen,  wenn  {X,  jti)  gegeben  sind.  Führen  wir  dann  r  auf  einem 
ganz    in    der    positiven  Halbebene  verbleibenden  Wege  von  t  nach 

t'  =  — — ^  über,  so  folgt  durch  analytische  Fortsetzung  längs  dieses 

Weges  nach  I,  §  66,  IV  aus  der  Gleichung: 

11)  Gin,A^),  ^w)  =  o 

die  andere: 

oder  wegen  (7)  und  §  97,  (5): 

12)     .  Gifx',,'{r),   J{t))=0, 

d.  h.r 

V.  Genügt  (für  n  Primzahl)  irgend  ein  von  f^^  verschiedener  Teil- 
wert einer  Gleichung,  deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  J 
sind,  so  genügt  ihr  jeder  von  f^^  verschiedene  Teilwert. 
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Die  symmetrisclieii  Funktionen  der  n^—1  Teilwerte  /a,  ^,  außer 
f^Q,  sind  also  rationale  Funktionen  von  J.  Aber  außer  ihnen  giebt 
es  auch  noch  andere  rationale  Funktionen  der  f^^^  ^,  die  dieselbe 
Eigenschaft  haben.  Denn  wenn  man  dadurch,  daß  man  /  in  seiner 
Ebene  beliebige  geschlossene  Wege  durchlaufen  läßt,  t  in  alle 
möglichen  äquivalenten  Punkte  überführt,  erhält  man  nach  §  103  11 
nur  ^n{n^  —  1)  [bezw.  6  für  n  =  2]  relativ  zu  F  inäquivalente 
Punkte;  durch  solche  „Monodromie  von  /"  (vgl.  §  78)  erhält  man 
also  aus  einer  beliebigen  ersten  Anordnung  der  /a,  ^  nicht  (/i^— 1)!, 
sondern  nur  ^^(w^—  1)  [bezw.  6]  verschiedene  andere  Anordnungen. 
Man  drückt  das  so  aus: 

VI.  Die  Monodromiegruppe  der  speziellen  Teilungsgleichung  in 
Bezug  auf  J  enthält, 

wenn  n  eine  ungerade  Primzahl  ist,  \  n  (n^  —  I), 
wenn  n  =  2  ist,  sechs 

Vertauschungen  der   Wurzeln. 

Für  diese  Monodromiegruppe  geben  die  bereits  aufgestellten 
Formeln    eine   übersichtliche    Darstellung:    ersetzen    wir    r    durch 

-^  ,  z^-;    so    tritt   an    Stelle    der   Wurzel  f\  u    allgemein   diejenige 

tt   "t*  p  T 

Wurzel  fx'^  ^',  deren  Indices  durch  die  Gleichungen  (8)  bestimmt 
sind.  Wir  bekommen  aber  noch  eine  etwas  einfachere  Darstellung, 
wenn  wir  die  Zahlen  a,  ß,  /,  S  auf  ihre  kleinsten  Eeste  modulo  n 
reduzieren.  Für  diese  kleinsten  ßeste  (für  die  wir  keine  neuen  Be- 
zeichnungen einführen  wollen),  tritt  an  Stelle  der  Gleichung  (9)  von 
§  67  die  Kongruenz: 

13)  aS  —  ßy  EE  1     (mod.  n). 

(In  der  That  kann  man  zu  jedem  Zahlenquadrupel,  das  diese 
Kongruenz  befriedigt,  ein  anderes 

14)  cc'  =  a  +  na,     ß' =  ß  +  nb,     y'=^y-\-nc,     §' =  S  +  nd 

so  bestimmen,  daß  es  die  Gleichung  aS'  —  ß' y  =  1  erfüUt;  man 
hat  dazu  nur,  wenn  a§  —  ßy  —  \  -\-  kn  ist,  die  Gleichung: 

n{a  d  ^  b  c)  +  [a  §  -\-  d a  —  b  y  —  c ß)  -\-  k  ^  0 
zu  befriedigen. 

VII.  Dann  treten  zur  Darstellung  der  Monodromiegruppe  an  Stelle 
der  Gleichungen  (8)  die  Kongruenzen: 

15  ^^^     mod.  («); 
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und  in  den  Zusammensetzungsformeln  (I,  §  14,  11)  ist  ebenfalls  an 
Stelle  des  Gleichheitszeichens  das  Kongruenzzeichen  modulo  n 
zu  setzen. 

Man  sieht,  daß  diese  Monodromiegruppe  eben  die  im  vorigen 
Paragraphen  erwähnte  Faktorgruppe  ist. 

Man  beachte  übrigens,  daß  bei  ungeradem  w  je  zwei  der  Trans- 
formationen (14),  die  sich  nur  durch  einen  gemeinsamen  Vorzeichen- 
wechsel der  Koeffizienten  modulo  n  unterscheiden,  die  Wurzeln  der 
Teilungsgleichung,  sofern  sie  nur  vom  Periodenverhältnis  abhängen, 
in  derselben  Weise  versetzen. 

§  105.    Resolventen  des  speziellen  Teilungsproblems  und 
Untergruppen  seiner  Gruppe. 

Es  sei  ip  irgend  eine  rationale  Funktion  der  Wurzeln  des 
speziellen  Teilungsproblems.  Wenden  wir  auf  diese  Wurzeln  die 
sämtlichen  Vertauschungen  der  Monodromiegruppe  an,  so  erhalten 
wir  aus  ip  eine  Reihe  von  ^nin^—V)  Funktionen.  Wie  im  vorigen 
Paragraphen  sieht  man  ein,  daß  die  symmetrischen  Funktionen 
dieser  Funktionen  rationale  Funktionen  von  /  sind,  daß  also  i// 
einer  Gleichung  vom  Grade  /^(tz)  = -|-/z(w 2  — 1)  genügt,  deren  Koeffi- 
zienten rationale  Funktionen  von  /  sind.  Eine  solche  Gleichung 
nennt  man  eine  GALOissche  Resolvente  des  speziellen  Teilungsproblems, 
wenn  die  fji(n)   Werte  von  ip  alle  voneinander  verschieden  sind. 

Es  kann  aber  auch  vorkommen,  daß  von  den  ii[n)  Werten,  die 
durch  die  Vertauschungen  der  Monodromiegruppe  des  Teilungs- 
problems aus  ip  hervorgehen,  mehrere,  sagen  wir  etwa  v,  einander 
gleich  werden,  und  zwar  für  beliebige  Werte  von  r.  Aus  I,  §  66,  IV 
folgt  dann,  daß  die  ix[n)  Werte  von  ip  zu  je  v  einander  gleich 
werden,  daß  also  v  ein  Teiler  von  /x  (w)  ist  und  daß  ip  bei  den  Opera- 
tionen der  Monodromiegruppe  in  nur  njv  verschiedene  Werte  über- 
geführt wird.  Wieder  sind  die  symmetrischen  Funktionen  dieser 
HJv  Werte  rationale  Funktionen  von  /;  \p  genügt  also  in  diesem 
Falle  einer  Gleichung  des  Grades  iijv,  deren  Koeffizienten  rationale 
Funktionen  von  J  sind.  Auch  diese  Gleichung  bezeichnet  man  als 
eine  Resolvente  des  Teilungsproblems. 

Die  V  Operationen  der  Monodromiegruppe,  bei  denen  der  ein- 
zelne Wert  'ip  sich  nicht  ändert,  bilden  notwendig  eine  Gruppe 
(I,  §  18,  6),  eine  Untergruppe  der  Monodromiegruppe  von  der  Ord- 
nung V  und  dem  Index  iijv.  Die  Gruppen,  die  in  dieser  Weise  zu 
den  verschiedenen  Werten  von  ip  gehören,  sind  im  allgemeinen  von- 
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einander  verschieden,  aber  innerhalb  der  Monodromiegruppe  des 
Teilungsproblems  untereinander  gleichberechtigt. 

Umgekehrt  werden  wir  Resolventen  des  speziellen  Teilungs- 
problems erhalten,  wenn  wir  Untergruppen  seiner  Monodromiegruppe 
bestimmen  und  zu  jeder  solchen  Untergruppe  Funktionen  suchen, 
die  gerade  bei  ihr  unverändert  bleiben.  Von  solchen  Untergruppen 
seien  die  folgenden  aufgeführt: 

1.  Eine  Untergruppe  wird  gebildet  von  denjenigen  Substitutionen, 
für  welche 

1)  a=l,     ß  =  0,     S=l     {mod.n) 

ist.  Die  Anzahl  der  Operationen  dieser  Untergruppe  beträgt  n,  ent- 
sprechend den  n  noch  möglichen  Werten  von  /.  Eine  Funktion  xfj, 
die  bei  diesen,  und  nur  bei  diesen  Operationen  ungeändert  bleibt, 
ist  der  Teilwert  f^^  selbst;  die  zu  dieser  Untergruppe  gehörige  Resol- 
ventengleichung  ist  also  die  spezielle  Teilungsgleichung  selbst.  Als  Grad 
dieser  Gleichung  finden  wir  hier  \{n^—\),  während  wir  in  §  104 
n^—\  gefunden  haben;  das  erklärt  sich  folgendermaßen:  Aus  pu, 
pu,  g^,  g^  können  wir  keine  ungerade  Funktion  rational  zusammen- 
setzen, die  nur  vom  VQvio^Qnverhältnis  abhängig  wäre;  denn  pu  ist 
die  einzige  ungerade  Funktion  unter  ihnen.  Es  ist  also  bei  den- 
jenigen Funktionen,  von  denen  hier  die  Rede  ist,  notwendig 
fx,  fM=  f-x,  - fj,\  die  Anzahl  der  verschiedenen  unter  ihnen  reduziert 
sich  daher  auf  \  {n^  —  1). 

2.  Eine  zweite  Untergruppe  wird  gebildet  von  denjenigen  Sub- 
stitutionen, die  die  n  —  1  Teilwerte : 

2)  flO>   /20J  •  •  '  fn- 1,0 

nur  unter  sich  permutieren.  Sie  sind  charakterisiert  durch  die 
Kongruenz : 

3)  ß  =  0     (mod.  4 

Ihre  Anzahl  bestimmt  sich  folgendermaßen:  Aus  (3)  und  §  104,  (13) 
folgt: 

4)  c^  ^  ^  1     (mod.  n). 

Diese  Kongruenz  kann  {n  immer  als  Primzahl  vorausgesetzt)  be- 
friedigt werden,  indem  man  dem  a  einen  beliebigen  zu  n  inkon- 
gruenten Wert  beilegt  und  dann  S  dazu  bestimmt;  ß  bleibt  ganz 
beliebig.  Man  erhält  so  n(n—l)  Lösungen  der  vorgelegten  Kon- 
gruenz; von  diesen  geben  aber  bei  ungeradem  n  je  zwei  dieselbe 
Modulsubstitution.  Die  Ordnung  dieser  Untergruppe  beträgt  also 
-|-w(w  —  1),  ihr  Index  folglich  w  +  1.     Daraus  folgt: 
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Die  symmetrischen  Funktionen  der  n  —  1  Teilwerte  (2)  genügen 
Gleichungen  der  Ordnung  n  -\-  1 ,  deren  Koeffizienten  rationale  Funk- 
tionen von  J  sind. 

Wir  werden  dieser  Untergruppe  im  nächsten  Paragraphen  von 
einer  andern  Seite  her  wieder  begegnen. 


§  106.    Das  spezielle  Transformationsproblem. 

Im  VIII.  Abschnitt  haben  wir  die  lineare  Periodentransformation, 
d.  h.  den  Übergang  von  co^  und  cq^  zu: 

mit  der  Bedingung: 

2)  aS-ßr  =  l 

untersucht.  Jetzt  wollen  wir  die  Frage  behandeln:  welche  Beziehung 
haben  die  Modulfunktionen  von  f,  insbesondere  J  {r),  zu  denjenigen  von  r, 
wenn  an  die  Stelle  der  Bedingung  (2)  die  andere  tritt: 

3)  a  d  —  ß  y  =  n, 

unter  n  eine  positive  ganze  Zahl  verstanden? 

Zu  diesem  Zweck  müssen  wir  vor  allem  zusehen,  welchen  Ein- 
fluß auf  diese  Funktionen  eine  lineare  Transformation  der  ursprüng- 
lichen Perioden  hat;  wir  wollen  zu  diesem  Zweck  zunächst  den 
speziellen  Fall:     a  =  \,     ß  —  y  =  0,     S  =  n,     also: 

4)  «j  =  Wj ,      a?3  =  nm^,      r  —  nr 

ins  Auge  fassen.  Üben  wir  auf  die  ursprünglichen  Perioden  die 
lineare  Transformation: 

Icöj'  =  a (o^  -\-  ß (o^y 
{ad-ßy=:\) 
aus,  so  treten  an  Stelle  der  m  neue  transformierte  Perioden: 

I      «/  =  .«/=     c^«i  +     ß(o^=      C^Wi+^«3, 

[      G)^  =  n (ß^  =  ny  w^  -\-  nd co^  =  ny  ä)^  -{•  Sco^. 

Dieses  Periodensystem  ist  dann,  und  nur  dann  zu  {co^,  «3)  äqui- 
valent, wenn  ß  durch  n  teilbar  ist     Daraus  folgt: 
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I.  Der  transformierte  Wert  der  Invariante  «/,  J(n  r)  bleibt  iin- 
geändert  bei  allen  denjenigen  Modulsubstitutionen,  für  die 

7)  ß^l     (mod.  n) 

ist. 

Diese  Modulsubstitutionen  bilden,  wie  wir  im  vorigen  Para- 
graphen gesehen  haben,  in  der  Modulgruppe  eine  Untergruppe  vom 
Index  n  -{-  \.  Andererseits  folgt  aus  den  entsprechenden  Eigen- 
schaften von  «/(t),  daß  «/(/ir)  im  Innern  der  positiven  Halbebene 
überall  regulär  ist  und  einem  bestimmten  Grenzwert  sich  nähert 
oder  bestimmt  unendlich  wird,  wenn  r  innerhalb  eines  Dreiecks  der 
Fig.  44  (p.  230)  verbleibend  sich  der  Axe  der  reellen  Zahlen  un- 
begrenzt nähert.     Also  ergiebt  sich  aus  §  97  am  Ende: 

IL  J (nr)  genügt  einer  algebraischen  Gleichung  des  Grades  n  -f-  /, 
deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  J  (t)  sind. 

Man  bezeichnet  diese  Gleichung  wohl  als  „Modulargleichung 
erster  Stufe."  Ihre  übrigen  Wurzeln  sind  die  Werte,  die  aus  J^nr) 
durch  Anwendung  von  Modulsubstitutionen  auf  r  hervorgehen,  die 
der  Bedingung  (7)  nicht  genügen;  also  allgemein  die  Werte: 


i    r  +  ^A 


Aus  Satz  II  geht  hervor,  daß  unter  diesen  Werten  gerade  n  -^  \ 
verschieden  sind.  In  der  That:  ist  ß  durch  n  teilbar,  etwa  gleich 
ß^  /i,  so  ist 

Y  +  öl   n  Y  +  8  .nx 

n  +  ßx  a  +  ßi  .  n  X 

mit  nr  äquivalent.  Ist  aber  ß  nicht  durch  n  teilbar,  so  bestimme 
man  die  Zahl  a^  so,   daß 

a  =  a^  ß  -]-  k^  n 

wird.     Dann  ist: 

Y  +  Ox   _   '  n 

mit  ~ — ~  äquivalent,  indem  die  Determinante 

Äj  .nS—  [y  —  Ö  a^  .  ß  =  a  S  —  ß  y  ^  1 

ist.     Andererseits  sind  von  den  n  -\-  \    Werten: 

Qx  X  r  +  l  r  +  2  T  +  w-1 

'S)  nr,     — .  ,  ,  •  .  .  • 

n  n  n  n 

BuRKUAKDT,    Kunktiuuen.     II.  I7 
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für  allgemeine  Werte  von  r  keine  zwei  äquivalent;  wir  können 
daher  sagen: 

III.  JJie  n  -\-  1    Wurzeln   der  Modulargleichung   erster  Stufe  sind: 

Daraus,  daß  die  beiden  erstgenannten  Größen  Wurzeln  einer 
und  derselben  Gleichung  mit  in  /(t)  rationalen  Koeffizienten  sind, 
ergiebt  sich  noch  eine  merkwürdige  Eigenschaft  dieser  Gleichung. 
Ersetzt  man  nämlich  r   durch  rjn,   so  geht  Jinr)  in  J[t)  und  J[t) 

in  J  \~\  über;   daraus  folgt: 

IV.  Die  Modulargleichung  bleibt  unge'dndert,  wenn  man  J(t)  und 
J(nT)  vertauscht. 

Die  Modulargleichung  erster  Stufe  ist  übrigens  schon  bei  den 
kleinsten  Werten  von  n  ziemlich  wenig  übersichtlich;  es  liegt  das 
daran,  daß  schon  bei  diesen  Werten  J{nT)  nicht  Liauptmodiwi  für 
die  durch  die  Kongruenz  (7)  definierte  Untergruppe  der  Modul- 
gruppe ist. 

Im  Falle  n  =  2  können  wir  übrigens  die  transformierten  Werte 
von  r  sehr  einfach  durch  bereits  früher  eingeführte  Größen  aus- 
drücken. Für  jedes  n  ist  nämlich  die  durch  (7)  definierte  Unter- 
gruppe in  der  Hauptkongruenzgruppe  w'^'"  Stufe  enthalten.  Gehört 
also  zu  dieser  Gruppe  ein  Hauptmodul,  so  läßt  sich  J[nT)  rational 
durch  ihn  ausdrücken;  das  Gleiche  gilt  von  den  übrigen  Werten  (9), 
da  die  Hauptkongruenzgruppe  n^^  Stufe  eine  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe  der  Modulgruppe  ist.     Für  n  =  2  haben  wir  gesehen,  daß 

A(t)  Hauptmodul  ist;    also    sind    «/(2t),    «/(!),  J\ — ^)    rationale 

Funktionen  von  1[t).  Um  diese  rationalen  Funktionen  wirklich 
aufzustellen,  beachten  wir  zunächst,  daß  jede  dieser  Funktionen 
auch  noch  bei  gewissen  Modulsubstitutionen  ungeändert  bleibt,  bei 
denen  l  (t)  seinen  Wert  ändert.  J  (2  r)  z.  B.  bleibt  ungeändert, 
wenn  man  t  durch  r  -f  1   ersetzt;  dabei  geht  l  nach  §  96  über  in 

~ — -  •     Daraus  folgt,  daß  J  (2  r)  eine  symmetrische  Funktion  von  l 

A  —  1 

und  - — .  ,   d.  h.  eine  rationale  Funktion  von 

ist. 

Um  sie  weiter  zu  bestimmen,  gehen  wir  davon  aus,  daß  /(2  t) 
im  Innern  des  Fundamentalbereichs  von  l  nirgends  unendlich  wird, 
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wohl  aber  in   seinen  Ecken.     In  der  Umgebung  von  r  =  ioo  wird 
nach  §  82,  (15): 

A(t)  =  16Ä(1  -8A  +  44Ä2+  ...), 
also 

=  -256A2(l  _  16 Ä  +  152 Ä2  +  ..)(1  +  16Ä+  128 //2  +  ..) 
=  -256A2{i  _|.o./i  +  24Ä2  4-..j, 

ferner  nach  §  96,  (4): 


27 


'      Ä-=  +  4^  +  (A), 


Ü4.27  ■     72 

also: 


•^(2-)  =  -^/'-'  + in 


andererseits  wird  dort 


«-■-  =  w''-Ml-48A2+  .. 


In   der  Umgebung   von  «  =  0    findet    also    eine   Entwicklung   statt, 
deren  Anfangsglieder  sind: 

10)  /(2r)  =  ^°-(a-2_|-«-i +...). 

Um    das    Verhalten   in    der   Umgebung    von    r  =  0    zu    untere 


jii 


suchen,    setzen   wir    h^  =  e      ^  ;    wir   haben   dann  nach   §  82,  (16) 
und  §  96,  (4): 

1  -1{t)=  16Äi(1  -  SÄ^  +  44  Ä^^  4-  .  .) 
1{t)  =  1  -  16/^1  +  128^^2+  .., 

-^Ä^-Hl  -  32Ä, +512Ä,^.)(1  +  8Äi +  20Ä,2+ ..) 


16 


-l^^^rMl-24A,  +  276V+..! 


17  = 
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In  der  Umgebung  von  «  =  oo  lautet  also  die  Entwicklung  nach 
Potenzen  von  a  mit  fallenden  Exponenten 

11)  '^(2^)=-W«+|+-- 

Endlich  setzen  wir:  h^  =  e^'(^  +  i)  =  —  A;  dann  kommt: 

;i2  =  ^  =  -  16Ä(1  +  8Ä  +  44Ä2  ^  . .) , 
1=      7^'      =  16Ä(1  -1-8Ä  +  44Ä2+    ;)(!  +  16Ä+  128/^2+  ..)-i 

=  16Ä(1  +  8Ä  +  44Ä2  4- . .)  (1  _  16Ä  +  128Ä2  ^  ^  ^ 

=  16ä(1-8ä  +  44ä2+  ..), 

a  =  -256Ä2{l  +  24Ä2  +  ..}, 

übereinstimmend  mit  dem  oben  gefundenen  Werte. 

Es  ist  also  /(2  t)  eine  rationale  Funktion  von  a,  die  für  a  =  0 
von  der  zweiten,  für  a  =  gc  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  groß 
wird,  sonst  überall  endlich  bleibt.  Die  angegebenen  AnfangsgUeder 
der  Reihenentwicklung  geben  den  Ausdruck: 

TfO    \  _    -  ^^^  +  3.2^  g^  -  3.2« g  +  2^^  _    (-  a  +  16)^ 

Aus  diesem  Ausdruck  erhält  man  die  Formeln  für  J  i^j  und 
/[ — T"),  wenn  man  bezw.  die  Substitutionen  T  und  US  anwendet; 
dabei  geht  a  nach  §  96  bezw.  über  in: 


und 


1  - A-  1  X 


-  _J~'  1 


X-'  -  1  1{X-  1) 


§  107.    Transformation  von  Funktionen  höherer  Stufe. 

Sei  z[t)  eine  Modulfunktion  m*<^^  Stufe;  mit  andern  Worten, 
die  Untergruppe  F^  der  Modulgruppe,  bei  deren  Operationen  z{t) 
ungeändert  bleibt,  sei  durch  Kongruenzen  modulo  m  detiniert.    Wie 
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wir  in  §  101  gesehen  haben,  besteht  dann  zwischen  z  und  J{t)  eine 
algebraische  Gleichung,  deren  Grad  in  Bezug  auf  z  gleich  ^  ist; 
ihren  Grad  in  Bezug  auf  J  nennen  wir  v  und  schreiben  sie: 

1)  g{z,   j)  =0. 
Durch  die  Transformation  n^""  Ordnung: 

2)  r  =  , —  ,      [ad  —  bc  =  n) 

entsteht  aus  z(r)  eine  transformierte  Funktion: 

3)  z(r):=7(r), 

die  ebenfalls  eine  Modulfunktion  ist;  zwischen  ihr  und  /  besteht 
ganz  ebenso  die  Gleichung: 


4)  G\z,   J)  =0. 

Andererseits  besteht  nach  §  106,  II  und  IV  zwischen  /  und  /  eine 
Gleichung: 

/n  +  l,     n-fl\ 

5)  H\  J,       7  j  =0; 

durch  Elimination  now^J  aus  (4)  und  (5)  erhält  man  eine  Gleichung: 

6)  F[Y,   /)  =  0, 

die  in  z  vom  Grade  n[n  -\-  \),  in  /  vom  Grade  v(n  ^  1)  ist.  Eli- 
miniert man  noch  aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  (1)  das  J, 
so  erhält  man  eine  Gleichung  höheren  Grades,  die  jeden  der  /x  Werte 
von  z  mit  jedem  der  jw(/z+  1)  Werte  von  z  verknüpft.  In  beson- 
deren Fällen  zerfallen  aber  diese  letzteren  in  fi  Systeme  von  je 
/i  -f  1  von  der  Beschaffenheit,  daß  die  Werte  eines  jeden  solchen 
Systems  Wurzeln  einer  Gleichung  sind,  deren  Koeffizienten  rationale 
Funktionen  eines  bestimmten  z  sind.  Eine  solche  Gleichung  nennt 
man  eine  Modulargleichung. 

Um  hierüber  noch  einige  nähere  Angaben  machen  zu  können, 
bestimmen  wir  die  Gruppe  eines  der  transformierten  2: -Werte,  z.  B. 
die  von  z{nT).     Soll  die  Substitution; 

^,  ^    y  +  ÖT 

«  +  (9t 
diesen  Wert  in  sich  überführen,  so  muß 

r,^  ,         rw  +  d.m 

7)  riT  =-^ -. 

«  +  -^  nj 
n 
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mit  nr  relativ  zu  der  Gruppe  F^^  von  z   äquivalent  sein.     Es  muß 
also  ßjn  eine  ganze  Zahl,  d.  h. 

8)  /9  =  0     (mod.  n) 

sein;  und  außerdem  müssen  die  vier  ganzen  Zahlen: 

9)  a,      -^,      ny,      § 

den  Bedingungen  genügen,  durch  die  die  Substitutionen  der  Unter- 
gruppe Ff^  charakterisiert  sind.     Mit  andern  Worten: 

I.  F)ie  Gruppe  F^  von  z(nT)  ist  die  (/roßte  gemeinsame  Unfer- 
(jruppe  der  durch  die  Kongruenz  (8)  dep.nierten  Untergruppe  /"„  +  i 
f§  106,  I)  und  derjenigen  Gruppe  Fj^,  die  aus  der  Gruppe  F^^  von  z(t) 
entsteht,  indem  man  ß  und  y  durch  ßjn  und  ny  ersetzt. 

Diese  Grruppe  F'^  selbst  ist  an  und  für  sich  nicht  in  der  Modul- 
gruppe enthalten;  aber  die  ihr  mit  Fn  +  i  gemeinsame  Untergruppe 
gehört  der  Modulgruppe  an. 

Ist  speziell  F^  durch  Kongruenzen  nach  einem  Modul  m  definiert, 
der  zu  n  relativ  prim  ist,  so  sind  die  beiden  Bedingungssysteme  (8) 
und  (9)  ganz  unabhängig  voneinander  und  können  durch  ein  ein- 
ziges Bedingungssystem  modulo  mn  ersetzt  werden.  Mit  andern 
Worten,  es  gilt  der  Satz: 

II.  Ist  m  relativ  prim  zu  tz,  so  führt  Transformation  n^^^  Ordnung 
einer  Modulfunktion  m^^'*  Stufe  auf  eine  Modulfunktion  mn^^^  Stufe. 

Man  kann  dann  auch  leicht  aus  einem  Eepräsentantensystem  K 
von  F^  (§  99,  I)  ein  solches  für  F.^  ableiten.  Man  kann  nämlich  zu 
jeder  Modulsubstitution  F(t)  von  K  eine  Modulsubstitution  V  [r)  an- 
geben, deren  Koeffizienten  sich  aus  denjenigen  von  V[t)  durch  die 
Kongruenzen  bestimmen: 

10)  a  =  Uy     nß'  =  ß,     y'  =  ny,     §'  ~  8     (mod.  m). 

Dann  kann  man  eine  Modulsubstitution  v[t)  bilden,  die  modulo  m 
zu  V'[t),  modulo  n  aber  zu  irgend  einer  andern  Modulsubstitution  w{t) 
kongruent  ist.  Nimmt  man  dabei  für  w{t)  der  Eeihe  nach  die 
sämtlichen  Substitutionen  eines  Repräsentantensystems  der  jT«  + 1, 
so  erhält  man  die  pi[n -{- \)  Substitutionen  eines  Eepräsentanten- 
systems  der  F^.  Die  jw(w  +  1)  Werte,  die  durch  diese  Substitutionen 
aus  z[nT)  hervorgehen,  müssen  dann  sämtlich  derselben  Gleichung  (6) 
genügen,  wie  aus  I,  §  66,  IV  folgt;  denn  /  bleibt  bei  allen  diesen 
Substitutionen  ungeändert. 

Wenn  wir  aber  nicht  nur  /(r),  sondern  auch  z(t)  als  gegeben 
ansehen,  so  dürfen  wir  nur  solche  Substitutionen  in  Betracht  ziehen. 
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die  der  Untergruppe  Fa  angehören;  wir  müssen  also  statt  der 
Gruppe  /)^  die  größte  gemeinsame  Untergruppe  von  F^  und  /)',  in 
die  vorhergehenden  Überlegungen  einführen.  Dabei  können  sehr 
verschiedene  Möglichkeiten  eintreten;  am  einfachsten  gestaltet  sich 
die  Sache,  wenn 

11)  n  =  1     (mod.  m) 

und  außerdem  F^^  die  Hauptkongruenzuntergruppe  m*^^  Stufe  (§  103) 
ist.  Denn  dann  wird  (vgl.  10)  Fj^  mit  F^  modulo  m  identisch,  also 
die  gemeinsame  Untergruppe  von  Fn  +  i  und  7^^  mit  der  von  Fn  +  i 
und  /),.  F^  ist  also  in  diesem  Falle  selbst  Untergruppe  von  /),, 
und  zwar  Untergruppe  vom  Index  n  -^  1.  Man  erhält  dann  ein 
Repräsentantensystem  von  F^  innerhalb  /),,  wenn  man  jede  Sub- 
stitution eines  Repräsentanten  Systems  der  /^„  +  i  durch  eine  modulo  n 
zu  ihr,  modulo  m  zur  Identität  kongruente  ersetzt.  Die  symmetri- 
schen Funktionen  der  w  +  1  Werte,  die  aus  z^nr)  durch  die  Sub- 
stitutionen dieses  Repräsentantensystems  hervorgehen,  sind  dann 
zu  F^^  gehörige  Modulfunktionen;  also  rationale  Funktionen  von  z, 
wenn  z  Hauptmodul  (§  101)  ist.     Demnach  gilt  der  Satz: 

III.  Mne  Modulargleichung  existiert  insbesondere  dann,  wenn  z 
Hauptmodul  m*^^  Stufe  und  der  Transformationsgrad  n~l  (mod.  m)  ist. 

Z.  B.  existieren  Modulargleichungen  zwischen  l^nr)  und  1[t) 
für  jeden  ungeraden  Transformationsgrad. 

§  108.    Transformation  zweiten  Grades  der  Modulfunktionen 
zweiter  Stufe. 

Ist  der  Transformationsgrad  n  nicht  relativ  prim  zu  der  Stufen- 
zahl m  der  zu  transformierenden  Funktionen,  so  ist  eine  große 
Mannigfaltigkeit  verschiedener  Fälle  zu  unterscheiden.  Wir  wollen 
uns  daher  mit  der  Untersuchung  eines  besonders  wichtigen  Falles 
begnügen. 

Das  Doppelverhältnis  l  bleibt,  wie  wir  §  94,  IV,  VII  gesehen 
haben,  bei  denjenigen  Modulsubstitutionen  invariant,  die  modulo  2 
zur  Identität  kongruent  sind.     Soll  also  die  Substitution 

1)  ^'  =  ^^-^4-     oder     2r  ==    ^^  \i'% 

den  transformierten  Wert  A(2t)  in  sich  überführen,  so  muß  ß  gerade 
sein,  und  außerdem  muß  die  Substitution  («,  -|-/9,  2y,  Ö)  mod.  2  zur 
Identität  kongruent  sein;  mit  andern  Worten: 
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L  Die  Gruppe  der  Funktion  1  (2t)  besteht  aus  denjenigen  Modnl- 
substitutionen,  die  den  Kongruenzen: 

2)  a^ö=\     (mod.  2),       /9  -  0     (mod.  4) 

genügen;  X(2t)  ist  also  eine  Modulfunktion  vierter  Stufe. 

Wir  müssen  zunächst  den  Index  dieser  Untergruppe  bestimmen. 
Zu  diesem  Zweck  fragen  wir  vor  allem,  wieviele  mod.  4  verschiedene 
Modulsubstitutionen  es  giebt,  und  dann,  wieviele  unter  ihnen  den 
Bedingungen  (2)  genügen. 

Seien  a,  ß  irgend  zwei  Zahlen,  die  nur  nicht  beide  gerade 
sein  dürfen,  so  kann  man  zu  ihnen  stets  zwei  andere  /,  b  so  be- 
stimmen, daß 

3)  aÖ-ßy:zl     (mod.  4) 

wird ;  und  das  allgemeinste  Lösungssystem  dieser  Kongruenz  ergiebt 
sich  aus  irgend  einem  speziellen  in  der  Form: 

4)  y  =  y^J^  a  t,       cT  =  d'o  +  ß  *• 

Die  Anzahl  der  modulo  4  verschiedenen  Paare  von  Zahlen  a,  ß,  die 
nicht  beide  gerade  sind,  beträgt  12;  nimmt  man  nämlich  a  =  \ 
oder  a  =  ^,  so  kann  man  ß  =  0,  1,  2,  3  setzen  (8  Möglichkeiten); 
nimmt  man  aber  a  =  0  oder  a  =  2,  so  sind  nur  ß  =  l  und  ß  =  3 
zulässig  (4  Möglichkeiten).  Zu  jedem  dieser  12  Paare  {a,  ß)  liefern 
die  Gleichungen  (4)  4  Paare  (/,  §),  wenn  man  der  Reihe  nach 
^  =  0,  1,  2,  3  setzt;  und  diese  sind  inkongruent,  da  a  und  ß  nicht 
beide  gerade  sind.  Also  erhalten  wir  im  ganzen  1 2 . 4  =  48  ver- 
schiedene Lösungen  der  Kongruenz  (3).  Aus  jeder  dieser  Lösungen 
läßt  sich  eine  zu  ihr  kongruente  Lösung  der  Gleichung: 

5)  a  ö'  -  ß'y'  =\ 


durch  die  Formeln  ableiten  (vgl.  §  104,  13): 

6)  a=a,     ß'  =  ß-\-U,     /  =  y-\.4:c,    S' =  S -^  4d. 

a  und  ß  können  nämlich  nicht  beide  gerade  sein;  infolgedessen 
können  wir  b  so  bestimmen,  daß  ß'  zu  a  relativ  prim  wird.  Setzen 
wir  dann 

a:8-ß'y=\-\-\e 

und  bestimmen,  was  dann  stets  möglich  ist,  c  und  d  so,  daß: 

dd  —  ß'c  =  ^e 

wird,  so  erfüllen  die  Werte  (6)  die  Gleichung  (5). 
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Von  den  so  gefundenen  48  modulo  4  verschiedenen  Klassen 
von  Lösungssystemen  der  Gleichung  (1)  geben  zwei  solche,  und  nur 
zwei  solche,  die  sich  nur  durch  die  Vorzeichen  sämtlicher  vier 
Größen  unterscheiden,  dieselbe  Modulsubstitution;  wir  erhalten  also 
den  Satz: 

II.  J)ie  Anzahl  der  modulo  4  verschiedenen  Klassen  von  Modul- 
Substitutionen  beträgt  24. 

Wollen  wir  aus  diesen  nur  diejenigen  herausgreifen,  die  den 
Bedingungen  (2)  genügen,  so  haben  wir  statt  der  oben  abgezählten 
12  Paare  von  Zahlen  (a^  ß)  nur  die  beiden  (1,0)  und  (3,0)  zu  berück- 
sichtigen. Soll  dann  die  Kongruenz  (3)  bestehen,  so  muß  im  ersten 
Falle  ö=\,  im  zweiten  d=^  (mod.  4)  sein;  die  Kongruenz  ^=1 
(mod.  2)  ist  also  in  jedem  Falle  erfüllt  und  es  sind  für  t  alle  vier 
Werte  zulässig.  Wir  erhalten  also  8  modulo  4  verschiedene  Zahlen- 
quadrupel, die  den  Kongruenzen  (2)  und  (3)  gleichzeitig  genügen 
und  folglich  4  modulo  4  verschiedene  Klassen  von  Modul  Substitutionen, 
die  yl(2T)  in  sich  überführen.     Hieraus  und  aus  Satz  II  folgt: 

III.  Der  Index  der  Gruppe  von  X(2t)  innerhalb  der  Gruppe 
sämtlicher  Modulsubstitutionen  beträgt  6. 

Daraus  folgt  (§  101),  daß  1[2t)  einer  Gleichung  sechsten  Grades 
genügt,  deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  J[t)  sind.^ 

Sehen  wir  aber  neben  /(t)  auch  noch  A(t)  als  bekannt  an,  so 
erhalten  wir  eine  Gleichung  niedrigeren  Grades.  Die  Gruppe  von 
l  (2  t)  ist  nämlich,  wie  aus  ihrer  Definition  durch  die  Kongruenzen  (2) 
hervorgeht,  eine  Untergruppe  der  Gruppe  von  A(t);  es  kommt  also 
nur  noch  darauf  an,  ihren  Index  innerhalb  dieser  letzteren  zu  be- 
stimmen. Dazu  bestimmen  wir  wieder  zunächst  die  Anzahl  der 
modulo  4  verschiedenen  Substitutionen,  die  modulo  2  zur  Identität 
kongruent  sind.  Das  geschieht  auf  demselben  Wege,  auf  dem  oben 
Satz  II  abgeleitet  worden  ist;  der  Unterschied  ist  nur,  daß  jetzt 
von  den  oben  bestimmten  Zahlenpaaren  [a,  ß)  nur  4,  nämlich  (1,  0), 
(1,  2),  (3,  0),  (3,  2)  zulässig  sind,  und  daß  t  nur  die  beiden  Werte  0 
und  2  annehmen  darf.  Da  auch  hier  je  zwei  Lösungssysteme  die- 
selbe Modulsubstitution  geben,  so  sehen  wir: 


^  Die  übrigen  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind: 


(i) 


i^)— (^)-   Kt^)=-^... 


(^^) 
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IV.  Die  Anzahl  der  modulo  4  verschiedenen  Klassen  von  modulo  2 
zur  Identität  kongruenten  Modulsubstitutionen  beträgt  4. 

Als  Repräsentanten  dieser  4  Klassen  kann  man  z.  B.  die  4  Sub- 
stitutionen betrachten,  die  r  bezw.  durch: 

T  o  2  +  5r 

^'        1  +  2t  '       "^"^  ^'        1  4-2T 

ersetzen. 

Von  diesen  vier  Klassen  genügen  zwei,  nämlich  die  durch  t 
und  T  +  2  repräsentierten,  den  Bedingungen  (2);  daraus  folgt: 

V.  Der  Index  der  Gruppe  von  X(2t)  innerhalb  der  Gruppe  von 
^(t)  ist  gleich  2. 

In  der  That  überzeugt  man  sich  direkt,  etwa  mit  Hilfe  des 
Satzes  V  von  §  94,  daß  bei  jeder  modulo  2  zur  Identität  kon- 
gruenten Modulsubstitution  die  beiden  Werte: 

A(2T)  =  ;.(2r  +  4) 
und : 


>i-^]-^{^-m^) 


=  M^f^+4 


entweder  jeder   für    sich    ungeändert  bleiben    oder  unter    sich  ver- 
tauscht werden.     Daraus  folgt  wegen  §  95: 

VI.   Die  beiden  Funktionen  X(2t)   und  X\ ^ — |    sind    Wurzeln 

einer  quadratischen  Gleichung^  deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen 
von  X(t)  sind. 

Es  existiert  also   auch  in  diesem  Falle   eine  Modularg leichung 
der  in  §  107  bezeichneten  Art. 


§  109.    Explicite  Aufstellung  der  Modulargleichung  für  die  qua- 
dratische Transformation  von  1{t). 

Der  letzte  Satz  des  vorigen  Paragraphen  würde  bereits  zur  ex- 
pliciten  Aufstellung  der  Modulargleichung  ausreichen:  wir  würden 
nur  noch  nötig  haben,   die   symmetrischen  Funktionen  (Summe  und 

Produkt)  von  P.(2t)  und  Xl- — ---]  durch  ihre  Pole  und  Nullpunkte 
oder  Kesiduen  zu  charakterisieren. 

Wir  gelangen  aber  mit  weniger  Aufwand  von  Kechnung  zum 
Ziele,  wenn  wir  noch  weitere  Eigenschaften  der  Modulargleichung 
mit  herbeiziehen.     Zunächst: 
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I.  Neben  die  Gleichung: 

1)  t\{l{r),  M2t))=0 

treten  zwei  analog  abzuleitende  (vgl.  auch  §  106,  III): 

2)  f,{Hr),     ^(^))        =0, 
und: 

Ersetzt  man  in  der  zweiten  dieser  Gleichungen  r  durch  2r,  so 
geht  sie  über  in: 

4)  /2(M2r),  Z(t))=0. 

Da  zwischen  1{t)  und  1{2t)  keine  Gleichung  von  niedrigerem  Grade 
bestehen  kann,  so  muß  diese  Gleichung  mit  (1)  identisch  sein. 
Daraus  folgt': 

II.  Das  Polynom  f\  (x,  y)  ist  bis  auf  einen  konstanten  Faktor 
mit  /g  (y,  x)  identisch  und  folglich  auch  in  Bezug  auf  x  vom  zweiten 
Grade. 

Ferner  folgt  aus  §  108,  VI  und  §  96,  (2): 

III.  Ist  y  —  1{2t)  eine  Wurzel  der  Gleichung  f\  (x,  y)  =  0,  so  ist 

A(   — ^-— )  =  die  andere;  das  Polynom  f\   ist  also  rücksichflich  y 

reciprok. 

•    Ersetzt   man    ferner    r    durch    1  +  r,    so    geht    x  —  X{t)    nach 

§  96,  I  über  in  — ^,   \—x  also  in ,  y  bleibt  ungeändert; 

X  —   1  1    —  X 

daraus  folgt: 

IV.  Führt  man,  statt  x,  1  —  x=  ^  ein,  so  erhält  man  aus  f\  (x,  y) 
ein  Polynom  cp^  (^,  y),  das  auch  in  Bezug  auf  |  reciprok  ist,  also  die 
Gestalt  hat: 

5)  (^|2  +  _gg  +  j)^2  4.  ((0|2  +  i)|  +  e)y  +  (Ai"  +  5|  +  J). 

Weiteren  Aufschluß  erhält  man  durch  Bestimmung  des  Ver- 
haltens von  I  und  y  in  den  Ecken  des  Pundamentalbereichs 
von  ;.  (§  93): 

2  r 

Für  T  =  icc  wird  x  =  0,  ^=1,   2r  =  zoo,    ■ ^—  =  1, 

ein  Wert  von  y  =  0,  der  andere   =  00;  daraus  folgt: 

6)  Ä-{-B  +  Ä  =  0. 
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2  T 

Für  r  =  0  wird  x  =  1,  |  =  0,  2r  =  0,    7—^-  =  0,  also  beide 

Werte  von  .//=!;  daraus  folgt: 

7)  C==-2A. 

2t 
Für  T  =  1  wird  ^  =  00,   |  =  00, ^—   äqiiiv.    2t  =  2,    also 

beide  Werte  von  y  =  1 ;  das  giebt  nichts  Neues. 
Die  Gleichung  (1)  hat  also  die  Form: 

Das  einzige  hier  noch  unbekannte  Koeffizientenverhältnis  B ;  A  be- 
stimmen wir,  indem  wir  an  einer  der  genannten  Stellen  noch  die 
Art  des  Unendlichwerdens  herbeiziehen.  Wir  brauchten  dazu  nur 
je  den  ersten  Koeffizienten  der  betr.  Reihenentwicklungen,  wollen 
aber  doch  die  drei  ersten  Koeffizienten  berechnen,  um  die  vorher- 
gehenden Überlegungen  wenigstens  teilweise  zu  verifizieren.  Wir 
haben  nach  §  82,  (16)  (vgl.  auch  §  106): 

1=  1  -  16A+  128/^2+  .., 

7J=  16Ä2-  128Ä*+  .  ., 

(^_  l)2  =  256Ä2ji  _  16  A+  152Ä2+  .  .}, 

(y- 1)^=1-32^2+  ... 

(I  _  1)2 (^  _  1)2  _  256/^2(1  _  I6Ä  +  120  A2  _j_  ,  )^ 

^y  =  16ä2(i  _  16A  +  120 /i2  +  .  .). 

Gleichung  (8)  ist  also  erfüllt,  wenn 

256/7  +  16(i>  -  4  J')-  0 

ist;  mit  andern  Worten: 

V.  Die  ziüischen  ^  =  1  —  1(t)  und  1/  —  1(2t)  bestehende  Modular- 
gleichung  lautet: 

9)  ,  (|_i)2(^_l)2_i6|3^  =  0. 

Aus  ihr  erhält  man  die  Modulargleichung  für  y^  =  ^^  (  y)  '   i^i^^em 

man  r  durch ersetzt;  dabei  geht  nach  §  96  (1)  x  m  1  —  1[t)  =  | 

und  y  in  Xi j  =  l  —  Al— -1=1—  y^  über;  die  Modulargleichung 

für  y^  =  A(— j   lautet  also: 

10)  (x-lfy/-16x(l-yj  =  ü. 
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Die  Modulargleichuncj  für   ■?"(     ö^I    erhält    man    wohl    am   be- 
quemsten,  wenn  man  in   der  eben  abgeleiteten  Gleichung  die  Sub- 
stitution S  vornimmt,    wodurch  x   in  "_^  ,    y^    i^   Vi  —  '^X — S"^~ 
übergeht;  man  erhält  so: 
11)  y,2+16:r(l-.r)(l-2/2)  =  0- 

§  liO.    Berechnung  des  Periodenverhältnisses  durch  iterierte 
Transformation. 

Durch  wiederholte  Anwendung  der  quadratisclien  Transformation 
kann  man  zur  Berechnung  des  Periodenverhältnisses  zu  einem  ge- 
gebenen Werte  von  X  gelangen.     Man  kann  z.  B.  successive: 

1)  \  =  A(2t),     \  =  ;.(4r),  .  .  .  A,  =  A(2-t) 

berechnen,  solange  bis  man  in  §  82,  (16)  die  höheren  Potenzen 
von  ?.y  bei  der  verlangten  (relativen)  Genauigkeit  gegenüber  der 
ersten  vernachlässigen  kann;  dann  giebt  diese  Gleichung: 

2)  T^i=^l0g^. 

Oder  man  berechnet  successive: 

3)  ^-l  =  A(i),      l-2  =  l(-^),...,l-,.  =  l{i; 

solange  bis  man  in  der  aus  §  82,  (16)  durch  Anwendung  der  linearen 
Substitution  T  hervorgehenden  Gleichung  die  höheren  Potenzen  von 
1  —  A_y  vernachlässigen  kann;  dann  erhält  man: 

^v  2  n  i  1   T         1  —  k-  V 

4)  -^-=2vlog^^ 

Bei  Anwendung  dieser  Formeln  muß  man  beachten,  welcher 
Wert  der  auftretenden  mehrdeutigen  Funktionen  jedesmal  zu  nehmen 
ist.  Ist  der  gegebene  Wert  von  X  reell  und  zwischen  0  und  1  ge- 
legen und  will  man  denjenigen  von  den  zugehörigen  Werten  von  r 
berechnen,  der  rein  imaginär  ist  (vgl.  §  93,  I),  so  ist  die  Ent- 
scheidung einfach:  für  jede  der  Größen  (1)  und  (2)  ist  derjenige  H  ert 
zu  nehmen y  der  ein  reeller  positiver  echter  Bruch  ist  (es  giebt  jedes- 
mal nur  einen  solchen),  und  die  Logarithmen  in  (2)  und  (4)  sind 
reell  zu  nehmen. 

Die   erforderlichen  Rechnungen  nehmen    eine   elegante   Gestalt 
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an,  wenn  man  die  Modulargleichungen  noch  etwas  umformt.  Aus 
§  109,  (9)  erhält  man  z.  B.: 

(|-l)(3/-l)  =  4-|/?l/y 
oder: 

und  daraus  durch  abermalige  Wurzelausziehung: 

oder: 

(In  dieser  Gleichung  ist  für  0  <  |  <  1  der  positive  Wert  der 
Wurzel  zu  nehmen,  wenn  man  auch  für  y  einen  echten  Bruch  er- 
halten will.) 

Eine  andere  aus  dieser  leicht  abzuleitende  Gestalt  der  Modular- 
gleichung  ist  die  folgende: 


2]/!  -X 


^  ^      ^      i+yi-x 

(in  der  in  dem  bezeichneten  Falle  den  Wurzeln  ihr  Hauptwert 
(I,  §  63,  III)  beizulegen  ist,  wenn  man  den  Hauptwert  der  linken 
Seite  und  zugleich  einen  echt  gebrochenen  Wert  für  sie  erhalten 
will).     Setzt  man  allgemein: 

7)  \-X{2'T)  =  t,.  =  -^j, 

so  kann  man  Gleichung  (6)  in  die  beiden  folgenden  spalten: 


8)  a^  ^  1  =     "  ^    "  ,     ^^  +  1  =  ]/a^  Äv  • 

Man  hat  also  aus  den  beiden  Größen  a^  und  b^  (von  denen  die  eine 
ganz  willkürlich  angenommen  werden  kann,  während  die  andere 
dann  durch  sie  bestimmt  ist)  das  arithmetische  und  das  geometrische 
Mittel  zu  bilden,  dann  mit  diesen  beiden  Mittelwerten  ebenso  zu 
verfahren  u.  s.  w.,  bis  schließlich  der  Unterschied  der  beiden  Mittel 
unterhalb  der  verlangten  Genauigkeitsgrenze  fällt. 

Man  kann  durch  elementare  Schlüsse  bestätigen,  daß  die  durch  (8) 
definierten  Größen  a^,  b^  mit  wachsendem  Index  v  gegen  eine  ge- 
meinsame Grenze: 

9)  ^(«0 '  ^o)  ^  1™  ^y  —  ^^^  ^v 

V  =  CO  V  =  O) 
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konvergieren;  man  nennt  diese  Grenze  das  arithmetisch- geometrische 
Mittel  von  a^^  und  b^.  Mit  ihrer  Hilfe  kann  man  auch  die  Perioden 
selbst  (nicht  bloß  ihr  Verhältnis)  berechnen;  doch  wollen  wir  darauf 
nicht  näher  eingehen. 

Andererseits  gewinnt  man  auch  noch  eine  einfache  Formel, 
w.enn  man  je  zwei  Schritte  der  ersten  Keihe  von  Transformationen 
in  einen  zusammenzieht.     Man  erhält  nämlich  aus 


^  ^     ^       1  +  ]/l  _  ;L(t) 


und: 


zunächst : 


yA(4T)  = 


1/A(4r) 


1  -yi-  a(2t) 

1  +]/l- A(2t) 


1  -  2]/l  -  A(t)+  j/l  -  ^(r) 


1  +  21/1  -  X{t)  +  yi  -  A(t) 
und  daraus  durch  eine  abermalige  Wurzelausziehung: 


10)  iWr)  =    '"T"^^'^ 


1  +1/1  -  A(t) 

Man  kann  diese  Formel  mit  Hilfe  der  Ausdrücke  von  l  und 
l  —  l  durch  die  Thetanullwerte  (§56  und  63)  leicht  verifizieren. 

§  lli.    Die  Modulfunktionen  als  Umkehrfunktionen  der  Quotienten 
von  Integralen  linearer  Dilferentialgleichungen. 

Bevor  wir  die  Theorie  der  Modulfunktionen  verlassen,  wollen 
wir  noch  eine  Eigenschaft  derselben  kennen  lernen,  aus  der  allein 
ihre  ganze  Theorie  entwickelt  werden  kann.  Wir  knüpfen  zu  diesem 
Zwecke  etwa  wieder  an  die  Sätze  von  §  78  an,  indem  wir  sie  mit 
den  ersten  Entwicklungen  von  §  93  in  Verbindung  bringen. 

Fassen  wir  auf  Grund  von  §  93  den  dort  definierten  Wert 
von  fc>j  als  Element  (I,  §  66)  einer  analytischen  Funktion  von  1 
auf,  so  zeigt  §  78,  daß  die  Gesamtheit  der  analytischen  Fortsetzungen 
dieser  Funktion  nicht  eine  eindeutige  Funktion  von  X  bilden,  sondern 
eine  unendlich  vielwertige,  deren  sämtliche  Werte  aus  zweien  von 
ihnen,  (o^  und  Wg  in  der  Form: 

1)  W^'      =      «    W^      +     /9    Wg 
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erhalten  werden  können,  in  der  a  und  ß  beliebige  ganze  Zahlen 
bezeichnen.  Setzt  man  simultan  (I,  §  70  am  Ende)  den  Zweig  ro^ 
dieser  Funktion  fort,  so  erhält  man  ebenso 


2) 


=  y  0)^  -{-  S  CO 


3' 


und 


mit  af)  —  ßy=  1.     Daraus  geht  hervor,   daß  wir  aus  co^, 

ihren  Ableitungen  eindeutige  Funktionen  von  k  kombinieren  können ; 

denn  aus  (1)  und  (2)  folgt: 


3) 


dX 


mit  andern  Worten: 
I.  Die  Funktion: 

4) 


dX 


d  (Oc 


M 


1    dX 


dü}^ 
^~dl 


d    biy 
^3     ~d~l' 


d  coi  , 


ist  eine  in  der  ganzen  Ebene  eindeutige  analytische  Funktion  von  A. 
Ebenso  wird  dasselbe  bewiesen  von  den  beiden  Funktionen: 


ö) 
und: 

6) 


Pi 


P^=    äX 


(Po,, 

d'^b)« 

d  (üy         d^   Wg 

d  («3    d^  ojj 

dV 


dl      dl"" 


Von  diesen  eindeutigen  Funktionen  folgt  aus  §  93,  daß  sie  für 
alle  von  0,  1,  oo  verschiedenen  Werte  von  l  sich  regulär  verhalten. 
Ihr  Verhalten  in  der  Umgebung  von  A  =  0  kann  aus  den  Formeln 
von  §  82  entnommen,  ihr  Verhalten  in  der  Umgebung  von  1=1 
und  yl  =  oo  daraus  mit  Hilfe  der  Formeln  der  linearen  Trans- 
formation (§  96)  erschlossen  werden.  Man  findet,  daß  diese  Funk- 
tionen rationale  Funktionen  von  l  sind.  Da  andererseits  die 
Determinante: 


7) 


ft> 


ft). 


d(x) 

d^  tu 

dl 

dP 

d(o^ 

d^co. 

dl 

dP 

rfüJg 

d'cüs 

dl 

dl^ 

Null  wird,  wenn  man  o)  durch  irgend  eine  lineare  Kombination 
von  Wj  und  «^  ersetzt,  so  erhält  man  durch  Entwicklung  dieser 
Determinante  nach  den  Elementen  ihrer  ersten  Zeile  den  Satz: 
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II.  Die  Perioden  des  elliptischen  Integrals  I.  Gattung  genügen 
einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  IL   Ordnung: 

8)  Po  -ji2-  +  Pi  j):  ■\-p^(o  =  i), 

deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  X  sind. 

Man  kann  diese  Differentialgleichung  auf  dem  angegebenen 
Wege  aufstellen,  indem  man  diese  rationalen  Funktionen  durch  ilire 
Pole  und  Residuen  bestimmt.  Eine  symmetrischere  Gestalt  derselben 
erhält  man,  wenn  man  statt  des  l  direkt  einen  Verzweigungspunkt 
als  unabhängige  Variable  nimmt,  unter  Konstanthaltung  der  andern. 
Setzt  man: 

so  erhält  man,  wie  in  §  59: 

du        ^    C         dx 


if 


da         "^  J    {^  —  dfh  ;^V2 
und  daraus  weiter: 

J 


^w  3  r       dx 

~a^  "^J    {%  -  nfk/l 


Das  ist  ein  Integral  II.  Gattung  (vgl.  §  57),  das  bei  z  ==  a  von  der 
3.  Ordnung  unendlich  wird.  Von  derselben  Ordnung  mit  demselben 
Koeffizienten  unendlich  wird  die  algebraische  Funktion  der  Fläche: 

'  ^  ^  2{x-ayh        x{a) 

^         1  ff     .      8         VXW)  1  ^^(^^^l^r 

2/(a)J    i        l   (x-  afk         ^  {X  -  a)]//(;^)  i 
Die  Differenz: 

^  _  ^p(z)  =  __1^    r  [^x(ci)  -Sx(x)  +  ix-  a)/(x)]dx 

^    -1      r  [2  (^  -  a)x'  ja)  +l(^-  a)x"  («)]  dx 

wird  bei  z  —  a  nur  noch  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  und 
zwar  wie 

_  x'  ja)    S^  _ 

/  (ö)     da' 
Es  ist  also: 

d^ti         /(a)   du 


d  a^         X{a)     da 
BuKKHARDT,  Funktioueu.     11.  jg 
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ein  Integral  I.  Gattung  und  zwar,  wie  die  Rechnung  zeigt, 

_       1  x"{a) 


Daraus  folgt  zunächst: 

III.  Las   Integral: 

z 

/d% 

mit  von  a  unabhängigen  Grenzen  genügt  als  Funktion  von  a  der  linearen 
Differentialgleichung  j,mit  zweitem   Glied}^: 

10)  ^  4-  ^""1  l*i  4-  1  ^^u  -  W(z)  -iVizy 

^^^^  da'   +  Xia)    da   +«   /(a)   ^  "  T  l^)        V^K-o)^ 

und  wenn  man  als  Integrationsweg  einen  Periodenweg  nimmt: 

IV.  Die  Perioden  dieses  Integrals  genügen  der  linearen  Differential" 
gleichung  „ohne  zweites  Glied": 

'  da'         X{a)    da         ^    Xi(^) 

Setzt  man  insbesondere  /(z)  =  2'(1  —  z),  so  wird  x'{a)  —  1  —  2  a, 
x" [a)  =  —  2,  also  die  Gleichung: 

Umgekehrt  ist  durch  eine  solche  Gleichung  a,  bezw.  l  als 
Funktion  des  Quotienten  zweier  linear  unabhängigen  Integrale  dieser 
Gleichung  definiert. 


ZWÖLFTEE  ABSCHNITT, 


Teilung  und  Transformation. 

§  112.    Mehrwertige  unverzweigte  Funktionen  auf  der  elliptischen 
RiEMANN'schen  Fläche. 

W  ir  kehren  nun  zu  den  elliptischen  Funktionen  zurück.  In 
den  früheren  Abschnitten  haben  wir  unser  Augenmerk  in  erster 
Linie  auf  solche  Funktionen  gerichtet,  welche  auf  der  vorgelegten 
RiEMANNSchen   Fläche   einwertig   waren;   darüber  hinaus   wollen   wir 
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nunmehr  auch  Funktionen  in  Betracht  ziehen,  die  in  jedem  Punkte 
der  Fläche  mehrere  Werte  besitzen. 

Natürlich  wird  eine  auf  unserer  zweiblättrigen  Fläche  w-wertige 
Funktion  auch  einfach  als  eine  in  der  r-Ebene  2  t/z- wertige  Funktion 
aufgefaßt  und  auf  einer  über  dieser  Ebene  (2  m)  blättrig  ausgebreiteten 
Fläche  untersucht  werden  können.  Das  Umgekehrte  wird  aber  nicht 
immer  der  Fall  sein.     Seien  nämlich: 

die  Werte,  die  eine  auf  unserer  Fläche  F  m- wertige  Funktion  in 
zwei  übereinanderliegenden  Punkten  z  und  z  der  Fläche  besitzt; 
sie  werden  im  allgemeinen  alle  2  m  voneinander  verschieden  sein. 
Läßt  man  z  einen  geschlossenen  Weg  auf  F  beschreiben,  so  werden 
die  ersten  m  Werte  irgendwie  unter  sich  permutiert,  ebenso  die 
letzten.  Läßt  man  dagegen  z  einen  Weg  beschreiben,  der  nur  in 
der  2:-Ebene  geschlossen  ist,  auf  F  aber  von  z  nach  z  führt,  so  wird 
die  Gesamtheit  der  m  ersten  Werte  mit  der  Gesamtheit  der  m  letzten 
vertauscht.     Daraus  folgt  zunächst: 

L  Eine  avf  der  Z' Ebene  2m~wertige  Funktion  a  kann  nur  dann 
als  auf  der  I'läcJie  F  m-icertige  Funktion  angesehen  werden,  wenn  es 
möglich  ist,  aie  2  m  IVerte  von  a  so  in  zwei  Systeme  zu  je  m  zu  verteilen, 
daß  bei  Umkreisung  einer  geraden  Anzahl  der  Verzweigungspunkte 
von  F  die  IVerte  jedes  Systems  nur  unter  sich  permutieren,  bei  Um- 
kreisung einer  ungeraden  Anzahl  die  beiden  Systeme  miteinander  ver- 
tauscht werden, 

n.  Biese  Bedingung  ist  aber  auch  hinreichend. 

Denn  wenn  sie  erfüllt  ist,  kann  man  die  m  Werte  des  einen 
Systems  dem  einen,  die  m  Werte  des  andern  Systems  dem  andern 
von  zwei  übereinanderliegenden  Punkten  der  RiEMANNSchen  Fläche 
zuweisen;  und  an  dieser  Zuteilung  wird  dann  auch  nichts  geändert, 
wenn  man  die  unabhängige  Variable  beliebige  auf  der  Fläche  ge- 
schlossene Wege  beschreiben  läßt. 

Will  man  für  die  Untersuchung  einer  solchen  Funktion  ein 
geometrisches  Substrat  haben,  auf  dem  sie  als  eindeutige  und  stetige 
Funktion  des  Ortes  ausgebreitet  werden  kann,  so  muß  man  sich  die 
zweiblättrige  RiEMANNsche  Fläche  noch  m-fach  überdeckt  vorstellen; 
ebenso  wie  man  sich  (vgl.  I,  §§  55,  67)  die  Ebene,  bezw.  die  Kugel 
mehrfach  überdeckt  vorstellt,  um  auf  diesen  Flächen  mehrwertige 
Funktionen  zu  untersuchen.  Es  ist  nicht  leicht,  sich  von  einer 
solchen  m- fachen  Überdeckung  einer  RiEMANNSchen  Fläche  eine 
einigermaßen   klare  Vorstellung  zu  verschaffen,    wenn   man  an   der 
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mehrblättrig  über  der  Ebene  oder  Kugel  ausgebreiteten  Gestalt 
einer  solchen  Fläche  festhält.  Dagegen  hat  es  gar  keine  Schwierig- 
keit, sich  eine  solche  Überdeckung  der  Torusfläche  vorzustellen,  in 
die  wir  in  §  2  die  zweiblättrige  Fläche  mit  vier  Verzweigungs- 
punkten deformiert  haben.  Eine  solche  Torusfläche  kann  ebenso 
bequem  wie  die  einfache  Kugel  mit  einer  Anzahl  Blätter  überdeckt 
werden,  die  in  geeigneter  Weise  durch  in  Verzweigungspunkten 
endigende  Übergangslinien  miteinander  in  Verbindung  stehen. 

Dabei  tritt  aber  eine  Möglichkeit  auf,  die  auf  der  Kugel  aus- 
geschlossen ist.  Wollen  wir  die  Kugel  mehrfach  überdecken  und 
die  verschiedenen  Blätter  der  Überdeckung  in  Übergangslinien  mit- 
einander zusammenhängen  lassen,  so  müssen  diese  Übergangslinien 
notwendig  in  Verzweigungspunkten  endigen.  Geschlossene  Übergangs- 
linien sind  auf  der  Kugel  illusorisch.  Denn  jede  geschlossene  Linie 
auf  der  Kugel  zerlegt  sie  in  zwei  ganz  voneinander  getrennte  Teile; 
führen  wir  also  durch  beide  Blätter  einer  doppelt 
überdeckten  Kugel  einen  Schnitt  Z  aus,  der  das 
eine  Blatt  in  Ä  und  £,  das  andere  in  Ä'  und  £' 
zerlegt,  und  heften  nun  Ä  an  JB"  und  Ä'  an  £ 
(Fig.  46),  so  haben  wir  einfach  zwei  Kugeln  [Ä  -{-  B') 
und  [Ä'  +  B)  vor  uns,  die  längs  L  durcheinander 
durchgesteckt  (miteinander  verschlungen)  sind.  Wenn 
also  nicht  etwa  noch  an  andern  Stellen  Zusammen- 
hang zwischen  beiden  Blättern  stattfindet,  ist  er  durch  die  Über- 
gangslinie L  auch  nicht  hergestellt;  die  beiden  Kugeln  [A  +  B) 
und  [Ä  +  B)  haben  nur  die  Stücke  B  und  B'  miteinander  aus- 
getauscht. Ein  auf  einer  derartigen  doppelten  Überdeckung  stetig 
ausgebreiteter  Wertevorrat  würde  nicht  eine  zweiwertige,  sondern 
zwei  getrennte  einwertige  Funktionen  vorstellen;  es  würde  nicht 
möglich  sein,  durch  analytische  Fortsetzung  von  der  einen  zu  der 
andern  zu  gelangen. 

Auf  der  Torusfläche  ist  das  anders.  Denn  eine  solche  wird 
nicht  durch  jede  geschlossene  Linie  in  zwei  getrennte  Teile  zerlegt; 
z.  B.  nicht  durch  einen  Meridiankreis.  Infolgedessen  erhalten  wir 
eine  einzige  zusammenhängende  Fläche,  wenn  wir  zwei  ineinander- 
steckende,  längs  eines  Meridiankreises  aufgeschnittene  Torusflächen 
längs  dieses  Schnittes  kreuzweise  aneinanderheften.  Bezeichnen  wir 
nämlich  die  beiden  an  den  Schnitt  anstoßenden  Gebiete  des  einen 
Blattes  bezw.  mit  //,  B,  die  des  andern  mit  Ä',  B',  so  ist  es  sowohl 
möglich,  über  die  Übergangslinie  hinüber  von  A  nach  B'  und  von 
Ä'  nach  B  zu  kommen,  als  auch,   etwa  längs   eines  Parallelkreises 
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der  Fläche,  von  A  nach  B'  und  von  Ä  nach  B.  Ein  auf  einer 
solchen  doppelt  überdeckten  Ringfläche  stetig  ausgebreiteter  Werte- 
vorrat wird  also  eine  auf  der  einfachen  Ringfläche  zweiwertige 
Funktion  vorstellen,  die  relativ  zu  dieser  nirgends  verzweigt  ist. 

In  der  That  haben  wir  solche  auf  der  Fläche  zwar  vieldeutige, 
aber  unverzweigte  Funktionen  bereits  in  den  Integralen  I.  und 
II.  Gattung  kennen  gelernt.  Überhaupt  ist  jede  eindeutige  Funktion 
von  u  eine  auf  der  Fläche  unverzweigte  Funktion. 

Diese  letztere  Behauptung  gestattet  folgende  Umkehrung: 

III.  Jede  auf  unserer  zweiblättrigen  Fläche  unverzweigte  und  von 
wesentlichen  Singularitäten  freie  Funktion  ist  eine  eindeutige  Funk- 
tion von  u. 

Es  ist  nämlich  nach  §  7,  V  die  zu  irgend  einem  Punkt  der 
Fläche  gehörende  regularisierende  Hilfsvariable  stets  eine  reguläre 
Funktion  von  u.  Ist  also  eine  Funktion  auf  der  Fläche  gegeben, 
die  in  der  Umgebung  jedes  Punktes,  in  dem  sie  überhaupt  definiert 
ist,  eine  eindeutige  Funktion  von  t  ist,  so  wird  sie  als  Funktion 
von  u  betrachtet  in  der  Umgebung  jedes  Punktes  u,  für  den  sie 
definiert  ist,  sich  entweder  regulär  verhalten  oder  einen  Pol  haben. 
Daraus  wird  geschlossen  werden  können,  daß  sie  eine  in  ihrem 
ganzen  Definitionsbereiche  eindeutige  Funktion  von  u  ist,  sofern 
dieser  Bereich  einfach  zusammenhängend  ist.  Das  wird  namentlich 
dann  der  Fall  sein,  wenn  dieser  Bereich  die  ganze  w-Ebene  über- 
deckt; dazu  ist  aber  erforderlich,  daß  der  Definitionsbereich  auf  der 
Fläche  die  ganze  Fläche  überdeckt,  da  nach  den  Ergebnissen  des 
VI.  Abschnitts  jedem  Wert  von  u  ein  Punkt  der  Fläche  entspricht. 


§  113.    Endlichvieldeutige  unverzweigte  Funktionen  auf  der  ellip- 
tischen RiEMANN'schen  Fläche; 
das  allgemeine  Transformationsproblem. 

Ist  eine  eindeutige  Funktion  von  m,  f(u),  als  Funktion  von  z 
betrachtet,  auf  unserer  Fläche  e/z<i/2c/ivieldeutig,  sodaß  zu  ihrer 
Darstellung  nur  eine  Überdeckung  der  Fläche  mit  einer  endlichen 
Blätterzahl  erforderlich  ist,  so  können  die  unendlich  vielen  Werte 
(bezw.  Funktionselemente): 

f[u  -\-2k^  Wj),     Äi  =  0,    ±  1 ,    ±  2  .  .  .  in  inf. 

nicht   alle    voneinander   verschieden  sein.     Es  muß   also  notwendig 
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mindestens  zwei  ganze  Zahlen  k^,  h^  von  der  Beschaffenheit  geben, 
daß  identisch,  d.  h.  für  alle  Werte  von  u,  die  Gleichung  besteht: 

1)  />  +  2/^iO>j)  =  />  +  2V^'>i). 

Ersetzen  wir  in  dieser  Gleichung  u  durch  u  —  2  k^  co^,  und  schreiben 
777j  für  /'j'  —  Äj,  so  sagt  sie  aus:  es  giebt  eine  ganze  Zahl  m^  von 
der  Beschaffenheit,  daß  identisch: 

2)  f(u  +  2m,,.>,)=f{n) 

ist.  Da  wir  ebenso  eine  Zahl  m.^  so  bestimmen  können,  daß 
identisch : 

3)  f{n-\-2m^co^)  =  f{u) 

ist,  so  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

I.  Jede  auf  unserer  ziceiblätlrigen  Fläche  endlich  vieldeutiye,  un- 
verzweigte und  von  wesentlichen  Singularitäten  freie  Funktion  ist  eine 
elliptische  Funktion  des  Integrals  I.  Gattung,  für  die  aber  nicht  schon 
die  Periodicitätsmoduln  dieses  Integrals,  sondern  erst  gewisse  Fielfache 
derselben  Perioden  sind. 

Die  Bestimmung  der  Funktionen  des  Periodeni^arallelogramms 
(2  Wj  Wj ,  2  m^  Wg)  aus  den  Funktionen  des  Periodenparallelogramms 
(2mj,   2  rog)  kann   in   zwei  Schritte  zerlegt  werden,  indem  man  von 


Wj,  «3  zuerst  zu: 

4) 

«1  =  m^oj^, 

OJ3   =   0^3 

und  dann  erst  zu: 

5) 

«1  =  -^'^1, 

o>3  =  7773  70. 

übergeht.  Da  wir  vermöge  der  linearen  Periodentransformation  T 
die  beiden  Fundamentalperioden  vertauschen  können,  sind  die  beiden 
durch  (4)  und  (5)  geforderten  Schritte  im  wesentlichen  von  der- 
selben Natur  und  es  genügt,  wenn  wir  uns  mit  einem  von  ihnen 
])escliäftigen. 

IL  De7i  Übergang  von  Funktionen  des  Ferindenparallelograynms 
(2  fo^ ,  2  W3)  zu  solchen  des  Periodenparallelogramms  (2  m  co^ ,  2  co^)  be- 
zeichnet man  als  Transformation  m'*"  Grades  der  elliptischen  Funk- 
tionen (vgl.  §  106). 

(In  älteren  Büchern  wird  dieses  Problem  als  das  inverse,  seine 
Umkehrung  als  das  direkte  Transformationsproblem  bezeichnet.) 

Ist  m  eine  zusammengesetzte  Zahl,  =  fjii>,  so  sieht  man,  daß 
man  das  Problem  der  Transformation  m**^"  Grades  dadurch  erledigen 
kann,  daß  man  erst  eine  Transformation  ^m.*'^'^,  dann  eine  i'*^"  Grades 
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vornimmt.  Wir  dürfen  uns  daher  auf  die  Betrachtung  primzahliger 
Transformationsgrade  beschränken. 

Sei  also  m  eine  Primzahl,  f{u)  irgend  eine  elliptische  Funktion 
des  Periodenparallelogramms  (2  mcß^,  2  co^).  Vermehren  wir  das 
Argument  ii  um  irgend  welche  Perioden  des  ursprünglichen  Systems, 
so  erhalten  wir  aus  jedem  Werte  f{u)  im  ganzen  m  verschiedene 
Werte : 
ö)  /;M  =  /■(''  +  2  k  w,);     {k  =  0,  1,  2...m-  1); 

bei  Vermehrung  von  ii  um  irgend  welche  Perioden  des  ursprüng- 
lichen Systems  werden  diese  m  Werte  nur  unter  sich  vertauscht, 
Ihre  symmetrischen  Funktionen  bleiben  also  dabei  ganz  un geändert; 
daraus  folgt: 

III.  Jede  elliptische  Funktion  mit  den  Perioden  (2  m  o)^ ,  2  (o.^) 
fjeniigt  einer  algebraischen  Gleichung  m'^"  Grades^  deren  Koeffizienten 
elliptische  Punktionen  mit  den  Perioden  (2  m^ ,  2  co^)  sind. 

Wir  können  aber  von  dieser  algebraischen  Gleichung  noch  mehr 
aussagen.  Denn  durch  Vermehrung  von  u  um  Perioden  können 
wir  nicht  jede  beliebige  Vertauschung  der  m  Funktionswerte  (6)  er- 
reichen, sondern  nur  ganz  bestimmte.  Gehen  wir  z.  B.  von  der 
Anordnung: 

/  0  '      /  1  '      12'''  /  "1  —  3»      fm  —  2>      /m  —  1 

aus,  SO  erhalten  wir  aus  ihr  durch  wiederholte  Vermehrung  des 
Arguments  um  2  09^  nur  die  folgenden  m  —  \  weiteren  Anordnungen: 


7) 


/l?  /2'  /3   •   •   •/»t-2)  /m-1;  /o 

/2>  /s'  / 4   •   •   •fin-lj  /oJ  /l 

fm  -2)  fm  -  I1  /o   •   *  •  fm  -  5j  /  m  -  4  >  fm  -  3 

fm  —  ij  /oJ  /  1    •   •   •  fm  —  4.1  fm  —  3j  fvi  —  2 


und  hierauf  wieder  die  ursprüngliche.  Man  kann  diese  Umsetzungen 
sehr  einfach  durch  Kongruenzen  zwischen  den  Indices  charakteri- 
sieren; für  die  A*^  von  ihnen  ist: 

8)  k'  EE  k  -{-  h     (mod.  m). 

Man  pflegt  das  in  der  in  der  Algebra  üblichen  Terminologie  (vgl. 
§  104,  VI)  so  auszudrücken: 

IV.   Die  Monodromiegruppe  des  Transformationsproblems  in  Bezug 

auf  die    elliptischen   Funktionen  des    ursprünglichen   Periodenparallelo- 
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gramms  ist  die  durch  die  Kongruenzen  (8)  charakterisierte  cyklische 
Gruppe. 

Daraus  geht  hervor,  daß  die  algebraische  Gleichung,  deren 
Existenz  unter  (III)  behauptet  wurde,  von  sehr  spezieller  Natur  ist: 
nicht  allein  ihre  Koeffizienten,  also  die  symmetrischen  Funktionen 
der  Wurzeln  sind  bekannt,  sondern  auch  noch  gewisse  unsymmetrische 
Funktionen  derselben.  Jede  rationale  Funktion  der  /^  nämlich,  die 
unverändert  bleibt,  wenn  man  auf  die  f]^  eine  der  Vertauschungen  (7) 
ausübt,  bleibt  ungeändert,  wenn  man  ii  um  eine  der  ursprünglichen 
Perioden  vermehrt,  ist  also  eine  elliptische  Funktion  des  gegebenen 
Parallelogramms.  Eine  solche  Funktion  können  wir  uns  auf  fol- 
gende Weise  verschaffen: 

Wir  bilden  zunächst,  indem  wir: 

2  7r.i 

9)  ^~^nr  ^  g 

setzen,  die  „IjAOEANGESche  Resolventenfunktion" : 

10)  ^1  =  /;  +  8/;  +  «v«  +  ■  •  •  +  £"'  -  V»  -  !• 

Für  sie  ergiebt  sich: 

I  J<\  {« + 2«:) = /;  + «/;  +  sv;  +  •  •  •  +  «•" -  v; 

(und  natürlich  I\{u  +  20^3)  =  F^  (?/)).  Diese  Funktion  ist  also  eine 
elliptische  Funktion  II.  Art,  und  ihre  n^"^  Potenz  ist  eine  elliptische 
Funktion  I.  Art.  Ebenso  wird  gezeigt,  daß  die  m*^^  Potenzen  der 
m  —  1  Funktionen 

12)  i^,  =  /;  +  6v;  +  6^Y2  +  ---  +  s'''^-'^Ym-i, /^  =  i,2,...m-i 

elliptische  Funktionen  I.  Art  sind,  sowie  auch  die  Funktion 

13)  ^0  =/o +  /;+/;  +  ... +A-1. 

Diese  Funktionen  F^.'''  und  F^  kann  man  durch  die  Funktionen 
pu  und  p'u  des  ursprünglichen  Periodenparallelogramms  rational 
ausdrücken,  sowie  man  die  Pole  der  Funktion  f{tf.)  und  die  zu- 
gehörigen Entwicklungskoeffizienten  kennt.  Die  Bestimmung  der 
Funktionen  Fj^  selbst  scheint  dann  auf  den  ersten  Blick  noch  die 
Ausziehung  von  (m— 1)  m^^^  Wurzeln  zu  erfordern;  man  überzeugt 
sich  jedoch  folgendermaßen,  daß  die  Ausziehung  einer  einzigen 
solchen  Wurzel  genügt:  Ebenso  wie  die  Funktion  F^  der  Glei- 
chung (10)  genügt,  genügt  F^  der  Gleichung: 

14)  F,{u  +  2co,)  =  e-^F,{u). 
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Daraus  folgt,  daß 

eine  elliptische  E'unktion  1.  Art  ist,  die  wir  wieder  aus  ihren  Polen 
und  Entwicklungskoeffizienten  bestimmen  können.  Also  bedarf  es, 
sobald  I\  bekannt  ist,  keiner  weiteren  Wurzelausziehung  mehr,  um 
sämtliche  F^  zu  bestimmen.  Sind  sie  gefunden,  so  bedarf  es  zur 
Bestimmung  der  /*^  nur  noch  der  Auflösung  der  linearen  Glei- 
chungen (10),  (12)  und  (13),  die  vermöge  elementarer  Eigenschaften 
der  Einheitswurzeln  durch  die  Formel  geschieht: 

15)     /;  =  i(7/;  +  6-^i^;  +  £-2^i^;+  ...  +6-("*-^^'iC-i). 

Wir  können  also  sagen: 

V.  Das  Transformationsproblem  läßt  sich  durch  Ausziehung  einer 
-^y^ten   Jfurzel  lösen. 

Man  beachte  aber  wohl,  in  welchem  Sinne  dieser  Satz  allein 
bewiesen  und  überhaupt  richtig  ist.  Wir  haben  im  Laufe  der 
Untersuchung  ohne  weiteres  alle  rationalen  Funktionen  des  ursprüng- 
lichen Periodenparallelogramms  als  „rational  bekannt"  angesehen. 
Das  sind  sie  auch,  da  man  sie  nach  §  24,  III  rational  durch  die 
Funktionen  pii  und  pu  dieses  Parallelogramms  ausdrücken  kann  — 
aber  nur  insofern  man  sich  über  die  Natur  der  Koeffizienten  dieser 
Ausdrücke  keine  Sorgen  macht.  Fragt  man  aber  nach  diesen,  so 
sieht  man:  es  sind  Funktionen  der  Perioden,  die  nicht  bei  beliebigen 
linearen  Transformationen  derselben  ungeändert  bleiben,  sondern 
nur  bei  solchen,  bei  welchen  die  Periode  o?j  ungeändert  bleibt;  also 
Modulfunktionen,  die  zu  der  in  §  106  definierten  Untergruppe  der 
Modulgruppe  gehören.  Wir  müssen  also  Satz  V  durch  den  Zusatz 
ergänzen: 

VI.  8aiz  V  gilt  in  dem  Sinne,  daß  dabei  die  transformierten 
Moduln  als  bekannt  angesehen  werden  müssen,  von  denen  wir  in  §  106 
bereits  erwähnt  haben,  daß  sie  sich  nicht  durch  Wurzelziehen  be- 
stimmen lassen. 

§  114.    Das  allgemeine  Teilungsproblem. 

Nahe  zusammen  mit  dem  allgemeinen  Transformationsproblem 
hängt  das  in  §  104  schon  formulierte  allgemeine  Teilung sproblem^ 
d.  h.  die  Aufgabe: 

I.  Gegeben  sind  die  IVerte  der  elliptischen  Funktionen  eines  be- 
stimmten Periodenparallelogramms  für  das  Argument  u;  gesucht  die 
Werte  der  Funktionen  desselben  Parallelogramms  für  das  Argument  ujn. 
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Sei  f{u !  09j ,  0)3)  die  vorgelegte  Funktion.  Unbeschadet  der 
Allgemeinheit  dürfen  wir  voraussetzen,  sie  sei  eine  homogene  Funktion 
der  drei  Variaheln  u,  g)^,  01^,  d.  h.  es  gebe  einen  Exponenten  k  von 
der  Beschaffenheit,  daß  für  jedes  Wertesystem  dieser  drei  Variabein 
und  für  jeden  Faktor  n: 

f[n  M  I  w  ft?j ,  n  W3)  =  n^  f\u  |  (o^ ,  co^) 

ist.  Denn  jede  beliebige  elliptische  Funktion  kann  aus  Funktionen 
dieser  Eigenschaft,  nämlich  aus  pu  und  p'u,  zusammengesetzt  werden 
(§  17,  IV;  §  24,  III).     Dann  ist  aber  die  Aufgabe  der  Bestimmung 

von  /■[  —    «j ,  ft>3 1  identisch  mit  der  der  Bestimmung  von  f(u  \  nco^,  n(o^\ 

also  ein  spezieller  Fall  der  in  §  113,  I  besprochenen  allgemeinen 
Aufgabe  (für  m^  ==  m^  =  n).  Ihre  Lösung  kann  daher  ganz  wie  es 
dort  geschehen  ist,  in  zwei  Schritte  zerlegt  werden,  indem  man  von 
f{n  I  «j ,  W3)  zunächst  zu  f\u  \nQj^,  07^)  und  dann  von  diesem  zu 
f\7i\nco^,  nco^)  übergeht.  Wir  sprechen  diesen  Satz  noch  einmal  in 
ausdrücklicher  Formulierung  so  aus: 

II.  Die  Lösung  des  allgemeinen  n-Teilungsproblems  geschieht  da- 
durchj  daß  man  nacheinander  zwei  Transformationen  w'^"  Grades  aus- 
führt; sie  erfordert  also  die  Ausziehung  zweier  w'^"   Wurzeln. 

Auch  bei  diesem  Satze,  wie  bei  §  113,  V,  sind  die  Modulfunk- 
tionen  w*®^  Stufe  als  schon  bekannt  anzusehen. 


§  115.    Die  quadratische  Transformation  von  pu. 

Die  allgemeinen  Ansätze  der  beiden  vorhergehenden  Paragraphen 
mögen  für  den  einfachsten  Fall  w  =  2  noch  im  einzelnen  durch- 
geführt werden. 

Was  zunächst  die  Transformation  zweiten  Grades  betrifft,  so 
haben  wir  zufolge  §  113,  (10),  (13),  wenn  wir  abkürzend  pu  für 
/?(M|2rf;j,  0^3)  schreiben,  die  beiden  Funktionen  zu  betrachten: 

pu  +  p[n  +  2  Wj), 
[pu  —  p{u  +  2o)^)y. 

Die  erste  ist,  als  Funktion  des  ursprünglichen  Periodenparallelo- 
gramms,  eine  Funktion  zweiter  Ordnung,  die  bei  u  =  0  unendhch 
wird,  wie 
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also  gleich: 

1)  pu+p(2o)^)] 

die   zweite  ist  eine  Funktion  vierter  Ordnung,    die  bei  ?/  =  0   un- 
endlich wird,  wie; 


{i.-pi^-.))' 


also  gleich: 


2)  \p"u-2p[2fo^)pu+p\2 

(vgl.  §  24,  1).     Man  erhält  also: 


3)  2pu  =p?i  +7)(2ojj)  ±  yijp'u  -  2p[2oi{)pu  -^  p'^[2b-)^). 

Man  sieht,  übereinstimmend  mit  Satz  VI  von  §  113,  daß  in 
diesen  Formeln  die  transformierte  Modulfunktion  p  (2  ro^  =  e^  auftritt. 

Man  kann  die  Beziehung  zwischen  jöm  und  pu  auch  auf  anderem 
Wege  erhalten,  indem  man  umgekehrt  pit.  als  Funktion  des  Perioden- 
parallelogramms (2  roj ,  2  «g)  betrachtet.  Als  solche  wird  sie  un- 
endlich groß  in  den  beiden  für  dieses  Parallelogramm  inkongruenten 
Punkten  0  und  2  m^,  ist  also 

4)  =  p  n  +  p  [u  +  2  o?j). 

Ersetzt  man  den  zweiten  Summanden  durch  seinen  Wert  aus  §  23,  (6), 
so  erhält  man  nach  einiger  Umrechnung: 

5)  pu  =  pu  -\-  ^-i-^  2^^ J_ — ^1 . 

p  u  —  Cg 

Man  kann  übrigens  auch  Gleichung  (4)  (einfacher  noch  die  aus 
ihr  durch  Differentiation  nach  u  sich  ergebende  Gleichung  für  //?/) 
direkt  aus  der  definierenden  Partialbruchentwicklung  (§  17,  (3) 
oder  (4))  gewinnen,  indem  man  in  ihr  die  Glieder  mit  geradem  und 
die  mit  ungeradem  k^  je  für  sich  zusammenfaßt. 

Zu  den  Funktionen  des  Periodenparallelogramms  (4wj,  2^3) 
gehört  nach  §  33,  II  auch  der  Sigmaquotient 

ij{u  I  Wi,    W3)      ' 

er  muß  sich  daher  rational  durch  p  u  und  //  u  ausdrücken  lassen, 
und  zwar,  da  er  eine  ungerade  Funktion  ist,  als  Produkt  aus  //  u 
in    eine    rationale  Funktion  von  j)  u.     Man   erhält  diesen  Ausdruck 
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durch  Vergleichung  der  Formeln  dieses  Paragraphen  mit  §  30,  (5) 
oder  durch  Vergleichung  der  Pole  und  Residuen.     Man  findet: 


'^-^— fW-a^^  +  2r.O  +  ?(2a.,) 


6) 

(nach  §  23,  (4)). 


§  116.    Algebraische  Formulierung  des  allgemeinen 
Transformationsproblems. 

Die  Entwicklungen  der  vorhergehenden  Paragraphen  zeigen: 
wenn  x  =  p[u\(x)^,  Wg),  i/ =  p{u\n(o-^,  co^)  gesetzt  wird,  so  sind  x 
und  ]/X  rationale  Funktionen  von  y  und  ]/Z.  Man  kann  diesen 
Satz  auch  anders  wenden,  indem  man  an  die  Integrale  anknüpft;  er 
sagt  dann  aus:  ^venn  ein  elliptisches  Integral  I.   Gattung: 

dx 


/ 


vorgelegt  ist,  so  ist  es  in  mannigfaltiger  Weise  möglich^  x  und  ]/X  so 
als  rationale  Funktionen  einer  neuen  Variabein  y  und  der  Quadrat-' 
wnrzel  aus  einer  ganzen  Funktion  dritten  oder  vierten  Grades  Y  von  g 
auszudrücken,  daß: 

'  J  yx     J  1/7 

wird.  Man  kann  dieses  Problem  auch  algebraisch  angreifen;  wir 
wollen  uns  aber  dabei  auf  den  Fall  beschränken,  daß  x  eine  rationale 
Funktion  von  g  allein,  ohne  ]/Z  werden  soll.^ 

Sei  X  =  ^  ,     unter     U,     V    teilerfremde     ganze    Funktionen 
n^^"^  Grades  von  y  verstanden.     Dann  geht  das  Integral: 

dx 


2)  „=r 


y  {x  -  «o)  {X  -  «i)  ix  -  «a)  {X  -  «8) 
über  in: 

Vd  U  -  Ud  V 


3)  r 

J  l/(t/-«, 


■\/{U  -a,V){ü-a,  V){U-a,  V){ü  -  a^  V)' 


^  Ohne  Beweis  sei  erwähnt,  daß  der  allgemeine  Fall  auf  diesen  speziellen 
durch  Anwendung  der  Additionstheoreme  zurückgeführt  werden  kann. 
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und  dieses  Integral  ist  dann,  und  nur  dann  ein  elliptisches,  wenn 
von  den  4:n  linearen  Faktoren,  in  die  die  ganze  Funktion  (4 w)*^'^  Grades 
unter  dem  Wurzelzeichen  zerlegt  werden  kann,  nur  vier  unter  ihm 
stehen  bleiben ,  während  die  4/2  —  4  übrigen  paarweise  einander 
gleich  sind,  sodaß  eine  Funktion  {2n  —  2y^^  Grades  vor  das  Zeichen 
gesetzt  werden  kann.  Nun  können  zwei  der  Funktionen  U  —  a^V 
keinen  Faktor  gemein  haben;  denn  da  die  a^  alle  voneinander  ver- 
schieden sind,  wäre  ein  solcher  Faktor  auch  in  IJ  und  V  enthalten, 
gegen  die  Voraussetzung,  daß  U  und  V  teilerfremd  sein  sollten. 
Also  ist  das  transformierte  Integral  dann,  und  nur  dann  ein  ellip- 
tisches, wenn  die  vier  Funktionen  U  —  ay.V  zusammengenommen  gerade 
2n  —  2  Doppelf'aktoren  haben. 

Dann  ist  es  aber  auch  stets  ein  Integral  erster  Gattung.  Denn 
jeder  Doppelfaktor  einer  der  Funktionen  U  —  a^^V  ist  zugleich  ein- 
facher Faktor  von  — a.  —, — ,  also  auch  Faktor  der  Funktional- 

dx  "^  d X 

determinante : 

4)         r'^-^--u^=r'^^^:'''^^  -(y-^  F)4Z 

'  dx  dx  dx  ^  ^     ^  dx 

und  hebt  sich  folglich  aus  Zähler  und  Nenner  von  (3)  heraus.  Die  Funk- 
tionaldeterminante scheint  nach  ihrer  Definition  vom  Grade  2n—\ 
zu  sein;  in  der  That  ist  sie  nur  vom  Grade  2/2—2,  da  die  Glieder 
(2/2  — 1)*^^  Ordnung  sich  wegheben.  Daraus  folgt,  daß  die  Funktional- 
determinante unter  den  gemachten  Voraussetzungen  jedenfalls  dann, 
wenn  ihre  2n  —  2  Faktoren  alle  verschieden  sind,  gerade  aus  dem 
Produkt  jener  2n  —  2  Doppelfaktoren  besteht,  sich  also  aus  Zähler 
und  Nenner  von  (3)  vollständig  weghebt.  Es  bleibt  also  im  Zähler 
nur  dy,  im  Nenner  die  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Funktion 
dritten  oder  vierten  Grades  von  y  stehen ;  das  transformierte  Integral 
ist  also  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung  von  y,  w.  z.  b.  w. 

Die  Gleichung  zwischen  x  und  y  ist  natürlich  nur  insofern  be- 
stimmt, als  man  sowohl  auf  x,  wie  auf  y  noch  eine  lineare  Trans- 
formation (§  62)  anwenden  kann.  Man  kann  versuchen,  sie  durch 
geeignete  Wahl  dieser  Transformationen  möglichst  zu  vereinfachen; 
wir  wollen  das  an  den  einfachsten  Beispielen  durchführen. 

Im  Falle  n  =  2  müssen  zwei  von  den  Faktoren  ü  —  a^V  voll- 
ständige Quadrate  linearer  Funktionen  von  y  werden;  wir  können 
auf  y  eine  lineare  Transformation  ausüben,  sodaß  der  Nullpunkt 
einer  dieser  Funktionen  nach  0,  der  der  andern  nach  oo  fällt. 
Ferner  können  wir  durch  eine  lineare  Transformation  von  x  erreichen, 
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daß  von  den  zugehörigen  Verzweigungspunkten  der  Fläche  über  der 
:i'-Ebene  auch  der  eine  nach  0,  der  andere  nach  oo  fällt.  Dann 
hat  die  Gleichung  zwischen  x  und  y  einfach  die  Form: 

5)  X  =  y 

und  man  erhält  so  den  Satz: 

Jedes  elliptische  Integral  der  Form: 

a\  n  dx 

6)  U  =    \    -  . - 

J    y  X  {x  -  nc>){x  -  «3) 

wird  durch  die  quadratische  Transformation  (5)  übergeführt  in  ein 
ebensolches  Integral  der  Form: 

dy 


7)  u=  2  C 


Viv'  -  «2)  iy'  -  «3) 

Man  kann  also  die  quadratischen  Transformationen,  die  ein  vor- 
gelegtes elliptisches  Integral  zuläßt,  sofort  angeben,  soioie  man  seine 
Verzweigungspunkte  kennt:  die  Aufsuchung  der  möglichen  quadratischen 
Transformationen  und  die  Auflösung  der  Gleichung  f(x)  =  0  sind 
äquivalente  algebraische  Probleme, 

Hat  insbesondere  das  vorgelegte  Integral  (6)  die  erste  Normal- 
form (§  63),  so  erscheint  das  transformierte  Integral  (7)  in  der 
dritten  (§  65).  Man  kann  also  ein  elliptisches  Integral  dadurch  auf 
die  LEGENDEEsche  Normalform  bringen,  daß  man  es  erst  durch  eine 
lineare  Transformation  in  die  erste  Normalform  überführt  und  dann 
eine  quadratische  Transformation  anwendet.  Von  dieser  Methode 
wird  in  älteren  Schriften  vielfach  Gebrauch  gemacht. 

Hieraus  erklärt  es  sich  auch,  weshalb  bei  unserer  Entwicklung 
die  Funktionen  Jacobis,  die  ursprünglich  als  Umkehrungsfunktionen 
von  Integralen  der  LEGENDEEschen  Normalform  definiert  waren,  als 
Funktionen  zweiter  Stufe  auftraten:  setzt  man  z.  B. 

8)  x  =  pu-e„     y  =  -^^> 

SO    besteht   zwischen  x   und   y    die    Gleichung   (5)    und  man   erhält 
einerseits  aus  §  18,  (9): 

9)  n  =   {    , -'^^ 

J    y4xix-  (e.,  -  ei)){x  -  (e,  -  e^)) 

andererseits  aus  §  34,  (8): 

10)  u  =  r  ^_y^^-^-^^^ , 

in  Übereinstimmung  mit  den  Formeln  (6)  und  (7). 
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Übrigens  ist  durch  diese  Überlegungen  auch  eine  im  XL  Ab- 
schnitt noch  beiseite  gelassene  Frage  beantwortet,  nämlich  die  nach 
der  Abhängigkeit  des  in  der  LEGENDEESchen  Normalform  auftretenden 
Koefhzienten  jw*  vom  Periodenverhältnis  r.     Man  sieht: 

Wird  ein  elliptisches  Integral  durch  eine  lineare  Transformation 
in  die  LsGENDEESche  Normalform  übergeführt,  so  erhält  die  auf- 
tretende Konstante  fi^  einen  der  24  verschiedenen  Werte  von  l  (2  r). 

Wir  wollen  uns  noch  direkt  davon  überzeugen,  in  welcher  Weise 
die  Perioden  der  Integrale  (6)  und  (7)  miteinander  zusammenhängen. 
Wir  sehen: 

Dem  Perioden  weg  A  des  Integrals  (6),  der  von  —  oo  auf  der 
einen  Seite  der  Halbaxe  der  negativ  reellen  Zahlen  nach  0,  um  0 
herum  und  auf  der  andern  Seite  jener  Halbaxe  nach  —  oo  zurück- 
führt, entspricht  in  der  y -Ebene  ein  Weg  längs  der  Axe  der  rein 
imaginären  Zahlen  von  oo  über  0  nach  oo  zurück.  Dieser  Weg  kann  auf 
eine  Umkreisung  von  ^/a^  und  ]/cc^,  oder  von  —  ^a^  und  —  '\/a^ 
zusammengezogen  werden,  ist  also  auch  für  das  Integral  (7)  ein 
Periodenweg. 

Dem  Wege  £,  der  die  Punkte  0  und  a^  umgiebt,  entspricht 
auf  der  y- Fläche  ein  Weg,  der  vom  Nullpunkt  des  einen  Blattes 
um  ^ci^  (oder  um  —  ']/a^)  herum  nach  dem  Nullpunkt  des  andern 
Blattes  zurückführt,  also  ungeschlossen  ist.  Durchlaufen  wir  dann 
den  Weg  B  in  der  :r- Ebene  noch  einmal,  so  werden  wir  auf  der 
y-Fläche  um  den  Punkt  —  j/c^,  (bezw.  +  '^a^  herum  nach  dem 
Nullpunkt  des  ersten  Blattes  zurückgeführt.  Es  ist  also  nicht  2  Wj, 
sondern  erst  4  «^  eine  Periode  des  Integrals  (7).     Es  folgt  also: 

Wenn  x  durch  die  Gleichung  (6)  als  elliptische  Funktion  von  u 
mit  den  Perioden  2  co-^  und  2  cj^  definiert  ist,  ivird  y  =  l/x  durch  die 
Gleichung  (7)  als  elliptische  Funktion  von  u  mit  den  Perioden  4  co^ 
und  2  m^j  also  durch  die   Gleichung : 


f 


dy 


V(y'  -  «a)  iy'  -  «3) 


als  elliptische  Funktion  von  u  mit  den  Perioden  2  ö;^  und  co^  definiert. 
Im  Falle  ti  =  3  müssen  alle  vier  Faktoren  U  —  a^V  ]q  einen 
Doppelfaktor  haben.  Sind  aber  U^  V  Formen  dritten  Grades,  so 
giebt  es  überhaupt  im  allgemeinen  nur  vier  Formen  U  —  a  J]  die 
einen  Doppelfaktor  haben;  denn  die  Diskriminante  einer  Form 
dritten  Grades  ist  vom  vierten  Grade  in  den  Koeffizienten.  Es  folgt 
daraus,    daß   jede    beliebige    rationale    Substitutionsfunktion    dritten 
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Grades  2/  =  UjF  geeignet  ist,  ein  and  nur  ein  elliptisches  Integral 
erster  Gattung  in  ein  ebensolches  zu  transformieren.  Die  Frage 
dagegen:  welches  sind  die  möglichen  Transformationen  dritten 
Grades,  die  ein  vorgelegtes  elliptisches  Integral  erlaubt,  führt  auf 
das  algebraische  Problem:  alle  Büschel  von  kubischen  Formen  zu 
finden,  deren  Diskriminante  als  Funktion  des  Büschelparameters 
vorgegebene  Nullpunkte  hat. 

§  117.    Transformation  von  Funktionen  höherer  Stufe. 

Wenn  es  sich  darum  handelt,  den  Wert  zu  bestimmen,  den 
eine  elliptische  Funktion  höherer  Stufe  (§  103  a.  E.)  —  sie  heiße 
(f  [21)  —  für  die  transformierten  Perioden  annimmt,  so  kann  man 
so  verfahren,  daß  man  zuerst  nach  Anleitung  von  §  113  die 
Funktionen  pu  und  p  u  bestimmt  und  dann  noch  die  Gleichung 
auflöst,  die  (p{u)  mit  diesen  Funktionen  verbindet.  Man  kann  aber 
auch  den  ursprünglichen  Wert  der  Funktion  (p{u)  als  gegeben  be- 
trachten; dann  können  Keduktionen  ganz  derselben  Art  eintreten, 
wie  wir  sie  bei  dem  Problem  der  Transformation  der  Modulfunk- 
tionen höherer  Stufe  in  §  105  als  möglich  erkannt  haben.  Ein 
genaueres  Eingehen  würde  wie  dort  zahlreiche  Fallunterschiede 
erfordern. 

Was  speziell  die  Transformation  der  Funktionen  zweiter  Stufe 
und  der  zu  ihnen  in  enger  Beziehung  stehenden  Thetafunktionen 
betrifft,  so  hat  man  zu  deren  Behandlung  auch  noch  verschiedene 
andere  Mittel.  Man  kann  z.  B.  in  den  unendlichen  Produkten  für 
die  Sigma-,  bezw.  die  Thetafunktionen  (§§  21  und  31)  immer  alle 
diejenigen  Terme  für  sich  zusammenfassen,  deren  Index  modulo  der 
Transformationszahl  zu  einem  bestimmten  Best  kongruent  ist;  man 
kann  ferner  ein  analoges  Verfahren  auf  die  Thetsireihen  anwenden; 
man  kann  endlich  die  fertigen  Formeln  mit  Hilfe  der  Sätze  des 
V.  Abschnitts  verifizieren. 


§  118.    Realitätsverhältnisse  bei  quadratischer  Transformation. 

Wir  wollen  noch,  als  Ergänzung  zu  den  Entwicklungen  des 
X.  Abschnitts,  zusehen,  wie  sich  bei  quadratischer  Transformation 
die  Realitätsverhältnisse  gestalten. 

Dabei  können  wir  an  die  einfachste  Form  anknüpfen,  in  der 
uns  diese  Transformation  begegnet  ist,  nämlich  an  die  Formeln  (5) 
bis  (7)  von  §  11t).     Sie   zeigen:    Wenn   das  Doppelverhältnis  k  der 
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Verzweigungspunkte  der  vorgelegten  Fläche  (über  der  ^-Ebene)  reell 
und  positiv  ist,  wird  auch  das  der  Verzweigungspunkte  über  der 
?/-Ebene  reell;  ist  aber  l  negativ,  so  erhalten  wir  in  der  y- Ebene 
zwei  reelle  und  zwei  konjugiert  imaginäre  Verzweigungspunkte. 
Umgekehrt  können  wir  also  ein  Integral  mit  zicei  reellen  und  zwei 
konjugierten  Ferziceigungspunkten  in  ein  solches  mit  vier  reellen  Ver- 
zweigung spunkten  transformieren,  indem  wir  es  zuerst  auf  die 
LECxENDREsche  Normalform  bringen  und  dann  von  dieser  durch  die 
quadratische  Transformation: 

y  =  y^' 

zur  ersten  Normalform  übergehen.  In  der  That :  ist  das  aus  2  w^ 
und  2  «3  gebildete  Periodenparallelogramm  ein  Ehombus  [%  88,  I), 
so  ist  das  aus  2  a?2  und  2co^  gebildete  ein  Eechteck;  der  Übergang 


Wj    Ul 

id  fc>3  zu: 

ft>2    = 

-  «1   -  «3 

«1   -  ^3 

Ct?/  =  ft»!   + 

OJ3, 

«3    -  ö?3 

^1     =  ^O^y 

W3  =  2  0 

«2    =  -  ft?i, 

CO^  =  «j 

ist  aber  eine  quadratische  Transformation.     Man   erhält  ihn  durch 
die  drei  successiven  Schritte: 

(lineare  Transformation); 

(quadr.   Transformation); 

«j  —  ä?3     (lineare  Transformation). 


§  119.    Gomplexe  Multiplikation. 

Die  Formeln  §  89,  (7)  und  §  90  (4)  legen  die  Frage  nahe: 
unter  welchen  Umständen  kann,  wenn  cp  {u)  eine  elliptische  Funktion 
mit  den  Perioden  (2  ai^,  2  co^)  ist,  (p  {fx  u)  für  einen  nicht  ganzzahligen 
Wert  von  (x  eine  elliptische  Funktion  mit  denselben  Perioden  sein? 

Vermehren  wir  u  um  2co^,  so  vermehrt  sich  p.u  um  2ficüy 
Schreiben  wir  dann  für  fxu  wieder  u,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 

1)  (p{u  -{-  2  u  Wj)  =  rp  [u), 

mit  andern  Worten,  2/iWj  muß  eine  Periode  von  (p[u)  sein.  Nehmen 
wir  an,  2  co^,  2 «3  seien  ein  primitives  Periodenpaar  von  cp{u)  (was 
wir  doch  unbeschadet  .  der  Allgemeinheit  dürfen),  so  folgt  aus 
der    Gleichung  (1)    und    der    entsprechenden  Gleichung   für    co^    die 

BuRKHARDT,   Funktionen.     II.  19 
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Existenz    von    vier    ganzen    Zahlen    a,    ß,    y,    S  von    der    Be- 
schaffenheit, daß; 

^0).^  =  yo)^  +  ()oj,^ 


ist,  oder: 


\  fjiT  =  y  +  St. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich,  wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  wird : 

4)  aS  —  ßy  =  n, 

durch  Elimination  von  r  für  fjt  die  Gleichung  zweiten   Grades  mit 
ganzzahligen  Koeffizienten: 

5)  fji^-{a  +  S)^-\-  n  =  0 

und   durch  Elimination  von   jx  die  Gleichung  derselben  Art  für  r: 

6)  ßr^  -^{a-S)T-y  =  0. 

Der  Fall,  daß  diese  Gleichung  identisch ,  d.  h.  für  alle  Werte 
von  T  besteht,  daß  also  ß  =  y  =  0,  a  =  §  ist,  bedingt  fi  =  cc  =  ()\ 
führt  also  auf  die  in  §  27  bereits  behandelte  ganzzahlige  Multi- 
plikation zurück.     Man  drückt  das  so  aus: 

I.  Multiplikation  mit  einer  andern  als  einer  ganzen  Zahl  kann  mir 
stattfinden,  wenn  das  Periodenverhältnis  Wurzel  einer  algebraischen 
Gleichung  zweiten   Grades  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  ist. 

Wir  nennen  ein  solches  Periodenverhältnis  ein  singuläres^  indem 
wir  den  Satz  als  bekannt  voraussetzen,  daß  nicht  jede  Zahl  Wurzel 
einer  solchen  Gleichung  ist.^ 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  müssen  nach  §  11,  IV  complex 
sein;  es  muß  also: 

7)  B  =  -  Aßy  -[a-  öf  =  4  ?z  -  (c^  +  Öf 

und  umsomehr  n  positiv  sein. 

Ist  umgekehrt  r  Wurzel  einer  quadratischen  Gleichung  mit 
ganzzahligen  Koeffizienten,  die  nicht  alle  einen  gemeinsamen 
Teiler   haben: 

8)  .4t2  + i^r  +  6'=  0, 

'  ÜbrigenF!  sei  ohne  Beweis  bemerkt,  daß  die  singulären  Werte  in  der 
T-Ebene  überall  dicht  liegen. 
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und  ist: 

9)  A  =  4.äC-  B'' 

positiv,  so  wird  die  allgemeinste  Gleichung  der  Form  (6),  der  r  ge- 
nügt, erhalten,  indem  man  mit  x   eine  ganze  Zahl  bezeichnet  und: 

10)  ß  =  Ax,     y  =  -Cx,     ci-d  =  £x 
setzt.     Setzt  man  noch: 

11)  CC  +  S:^?/,  ^ 

so  wird: 

12)  n=i;{f+Ax^), 


13) 


-B  +  i]/A  2  C 


2Ä  -B-iyA 

14)  fji  =  a^ßT=  l-(z/  +  e^]/Z). 

Was  den  wirklichen  Ausdruck  von  (p  (//  u)  durch  die  elliptischen 
Funktionen  von  u  betrifft,  so  ist  zu  beachten:  Aus  den  Glei- 
chungen (2)  folgt,  daß  die  sämtlichen  Punkte 

15)  fiu  +  2  fjik^a)^  -\- 2  fjik^oj^y 
die  aus  einem  System  kongruenter  Punkte 

durch  Multiplikation  mit  fi  hervorgehen,  selbst  untereinander  kon- 
gruent sind.  Umgekehrt  aber  erhält  man  auf  diesem  Wege  nicht 
alle  zu  fjiu  kongruenten  Punkte,  sondern  nur  solche  Punkte 

flu      +       2     k^'     ft9j        +       2     Äg'     Wg, 

für  die  es  möglich  ist,  die  Gleichungen: 

k^'       =       Ci     k^        -{-       y     Äg 


16) 

in  ganzen  Zahlen  aufzulösen;  und  das  ist  nur  dann  für  alle  ganz- 
zahligen Werte  von  k^'  und  k^'  der  Fall,  wenn  die  bei  dieser  Auf- 
lösung als  Nenner  auftretende  Determinante  n  gleich  1  ist  (vgl. 
§67,  (3)).  Wenn  also  n  nicht  gleich  1  ist,  zerfallen  die  zu  fiu 
kongruenten  Punkte  in  mehrere,  sagen  wir  v,  Klassen,  deren  jede 
aus  einer  Klasse  untereinander  kongruenter  Punkte  u  hervorgeht; 
und  es  ist  dann  cpifiu)  eine  elliptische  Funktion  der  Ordnung  k.v, 
wenn   (p(u)  eine  Funktion   der  Ordnung  k   ist.     Insbesondere  kann 

19* 
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es   nur   für    n  =  1    elliptische  Funktionen    cp  (u)   geben,   für    die    eine 
Gleichung  der  Form: 

17)  (p{^u)  =  cff{u) 

besteht 

Gleichung  (12)  zeigt,  daß  aus  n  =  1  folgt:  entweder  x  =  0, 
y  =  2,  was  die  identische  Transformation  ergiebt; 

oder     ^-  =  ±1,     2^  =  ±lj     zi  =  o,     ii  = -~- —  , 

oder     ^  =  ±2,    y  =  0,  z/ =  1,     pi=i  +  i. 

II.  Die  beiden  in  den  §§  89  und  00  behandelten  speziellen  Fälle 
elliptischer  Funktionen  sind  also  in  der  That  die  einzigen,  bei  denen 
Gleichungen  der  Form: 

(p  {(jiu)  =  c(p  {u) 

für  nicht  reelle    Werte  von  fjL  bestehen. 


DREIZEHNTER  ABSCHNITT. 


Numerische  Berechnung  elliptischer  Integrale 
und  Funktionen. 

§  120.  Berechnung  des  Wertes  eines  elliptischen  Integrals  I.Gattung. 

J^achdem  wir  nun  in  den  Besitz  aller  erforderlichen  Hilfs- 
mittel der  Theorie  gelangt  sind,  können  wir  uns  der  Frage  zuwenden, 
in  welcher  Weise  schließlich  numerische  Rechnungen  zu  führen 
sind,  in  denen  elliptische  Funktionen  auftreten.  Es  handelt  sich 
dabei  namentlich  um  zwei  Aufgaben:  einmal  um  die  Berechnung 
des  Wertes  eines  elliptischen  Integrals,  dessen  Koeffizienten  und 
Grenzen  numerisch  gegeben  sind,  dann  um  die  numerische  Lösung 
des  ümkehri)roblems. 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  der  ersteren  Aufgabe;  sie 
wird  mit  Hilfe  von  Reihenentwicklungen   zu  erledigen  sein.     Dabei 
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tritt  uns  die  Schwierigkeit  entgegen,  daß  die  zunächst  liegenden 
Eeihenentwicklungen  nicht  in  der  ganzen  Ebene  und  auch  innerhalb 
ihres  Konvergenzkreises  nicht  genügend  schnell  konvergieren.  Man 
kann  jedoch  dieser  Schwierigkeiten  auf  Grund  der  Sätze  des 
XII.  Abschnitts  Herr  werden:  die  Gleichung  (7)  von  §  116  zeigt,  daß 
man  ein  elliptisches  Integral  I.  Gattung  in  ein  anderes  überführen 
kann  durch  eine  Substitution,  bei  der  die  ganze  .x-- Ebene  auf  eine 
Halbebene  der  y- Ebene  abgebildet  wird  (I,  §  17,  2).  Indem  man 
dann  noch  eine  lineare  Substitution  vornimmt,  die  diese  Halbebene 
auf  das  Innere  eines  Kreises  abbildet,  kann  man  erreichen,  daß  alle 
vorzunehmenden  Entwicklungen  in  diesem  Kreisinnern  vor  sich 
gehen  und  dort  so  gut  konvergieren,  als  es  für  die  wirkliche  Be- 
nutzung zu  numerischen  Rechnungen  erforderlich  ist.  Nur  wenn 
der  ursprüngliche  Integrationsweg  in  der  ^'- Ebene  den  behufs  der 
Abbildung  in  dieser  Ebene  zu  ziehenden  Einschnitt  (Übergangslinie, 
I,  §  59)  überschreitet,  muß  das  Integral  erst  in  Teile  zerlegt  und 
jeder  dieser  Teile  für  sich  behandelt  werden. 

Für  die  Ausführung   bringt  man   das  Integral   am  besten  zu- 
nächst auf  die  erste  Normalform  (§  63,  9): 

1)  r,_    ''    — , 

J  y<t(i -o(i-u) 

mit: 

2)  <  =  «o(c^2 -^o)K- ^i)- 

Von  den  sechs  Werten,  die  l  haben  kann,  sind  je  zwei  zu  einander 
reciprok;  die  abzuleitenden  Formeln  ändern  sich  nicht  wesentlich, 
wenn  man  X  und  gleichzeitig  J  durch  ihre  reciproken  Werte  ersetzt. 
Man  kann  daher  |  X  j  ^  1  voraussetzen.    Macht  man  die  Substitution: 

3)  £  =  2/\ 

SO  geht  das  Integral  (1)  zunächst  über  in: 

dy 


J  Va'  (1 


Legen  wir  den  erwähnten  Einschnitt  längs  der  Halbaxe  der  negativ 
reellen  f,  so  entspricht  ihm  die  Axe  der  rein  imaginären  y.  Diese 
soll  auf  einen  Kreis  abgebildet  werden,  und  zwar  so,  daß  den 
Punkten  y,  deren  reeller  Bestandteil  positiv  ist,  Punkte  des  Kreis- 
innern entsprechen;  dabei  können  wir  noch  drei  Bedingungen  er- 
füllen. Wir  können  z.  B.  verlangen,  daß  die  beiden  Verzweigungs- 
punkte,  die   dem  Kreisinnern   angehören,  nach    +  1    kommen,  und 
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daß  die  beiden  andern  einander  entgegengesetzt  gleich  werden,  sodaß 
wir  sie  mit  +  ^"^  bezeichnen  können  und  das  transformierte  In- 
tegral abermals  in  der  LEGENDREschen  Normalform  (§  65)  erscheint. 
(Dabei  ist  nur  der  Fall  auszuschließen,  daß  /L  in  (1)  negativ  reell 
ist;  Fig.  14  von  I  zeigt,  daß,  wenn  dies  mit  einem  Wert  von  l  der 
Fall  ist,  zwei  andere  reell  positiv  und  kleiner  als  1  sind.)  Sollen 
den  Punkten 

5)  y=\      A-V.      -A-V.      -1 
bezw.  die  Punkte 

6)  1=1        _1       _/-'2        /-2 

entsprechen,  so  muß  nach  I,  §  15,  IV  /  aus  der  Gleichung  be- 
stimmt werden: 

/-2   _    1  _/-2_l  -1-1  _A-V2-1 


+  .1  -/-2+1  _1_A-V2  _A-V2-Ä-V2 


oder: 

- /2\2  4|/r 


'>  (^) 


(1  +  n? 

Dabei  sind  unter  A-V2  und  ]/Z  die  Hauptwerte  (I,  §  58,  V)  zu  ver- 
stehen. Zieht  man  noch  einmal  die  Wurzel,  so  kann  man  über 
das  Vorzeichen  beliebig  verfügen;  man  kann  also  in  der  sich  er- 
gebenden Gleichung: 

8)  1  -  /2  _    2  yX 


auch  unter  "[/A  den  Hauptwert  verstehen.  Endlich  können  wir  auch 
noch  unter  /  denjenigen  von  den  beiden  Werten  der  Quadratwurzel 
aus  der  bisher  allein  definierten  Größe  P  verstehen,  für  den  die 
Gleichung  gilt: 

9)  Z  =  l4^. 

Man  erkennt,  daß  diese  Gleichung  mit  §  110,  (10)  übereinkommt, 
wenn  man  dort  X  durch  \  —  l  ersetzt. 

Die  Substitutionsformel  selbst,   die   die  Punkte  (5)  in  (6)  über- 
führt, lautet  dann: 

10)  ^=  l+i/^      1-2/^1^ 


l-V'A       1+2/1/1 
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oder: 


11)  IH  = 

l+yi       l+/yl/A 
und  umgekehrt: 

12)  .V=V--^'-^- 

yi   i-i^ 

Sie  zeigt,  daß  in  der  That  der  Axe  der  rein  imaginären  y  der  Kreis 
vom  Radius   |/~^i    um   den  Nullpunkt  der  |-Ebene  entspricht,  und 

Lei   der  getroffenen  Verfügung   über   den  Wert  von  yX    den  y    mit 
positiv  reellem  Bestandteil  das  Innere  dieses  Kreises. 
Man  erhält  weiter: 

1  _  I      ^-2  1/1  1-2/     . 


1+1      - 

1+1^  = 


yi     i+2/yr 

2  1-2/1/1 


-1//L         1+2/1/r 

4  _ 

21/A  1+2/ 


1+1/^         1+2/1/^ 
2  1+2/1/^ 


1+1/;.         1+2/1/A 


,  ^  _    1  +  V  A         -  2  yi  dy 

i-yx     {i+yyxf 


damit  geht  das  Integral  (4)  über  in: 


V-a/  1/1  J  1/ri  - 


!/-<  i/r  J  y(i_|2)(i_/4r^) 

Da  nun  nur  noch  Werte  von  |  in  Betraclit  kommen,  die  dem  ab- 
soluten Betrage  nach  <|/-^|  sind,  so  können  wir  den  Faktor 
(1  —  /*|2)-V2  unter  dem  Integralzeichen  nach  dem  binomischen 
Lehrsatz  entwickeln  und  gliedweise  integrieren.  Die  dazu  erforder- 
lichen Rechnungen  sind  im  wesentlichen  schon  in  §  82  ausgeführt; 
wir  erhalten  ganz  wie  dort: 
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14) 


J  ]/(i  -  a  (1  -  i'  ^]    J  V^- 

1  2.4.6  ...      2n  J  y~\ 

j  ]/l  -  s"  ~  2.4.6.  .  .      2n       J  yV^f^ 


_^  ^    1.3. 5...  (2^^-!)^,,^  r  ^2ndJ 
1^\  2.4.6  ...      2n  J  l/r^T^ 


und: 

^^nd^         1.3.5.  .  .  (2»^-1)  r     d^ 


15) 


2n         P  ^  2?2-2^ 


(2n-l)(2^-3)  .2.  -  G    ,  .    (2^-l)(2^-3)...5.3  1 

"^  (2w-2)(2n-4)  ^  -i-  ••  •  -r  ^2?t- 2){2n  -  4)..A.2]  * 

Dabei  ist  der  Wert  der  Quadratwurzel  ]/l  —  |^  so  zu  wählen,  daß 
]/l  —  ^^  .]/l  —  Z^l^  den  vorgeschriebenen  Wert  erhält,  wenn  für 
]/l  — /*|^  der  Hauptwert  gesetzt  wird;  denn  die  vorgenommene  Ent- 
wicklung bezieht  sich  auf  diesen  Hauptwert. 

Da  die  Reihen  wie  geometrische  Eeihen  konvergieren,  so  kann 
man  (I,  §  25,  VI)  auch  nach  Potenzen  von  |  ordnen,  was  zuweilen 
bequemer  ist.     Man  erhält  dann: 


16) 


J  1/(1  -  i^}  (!  -  i*  p)       "  J  yr^T^ 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

18)  Z      ^^/1.3.5...(2^-1)\2 

^  ''       ,:ll  12.4.6...     (2n)     j  • 

§  121.    Auswahl  von  k  und  Bestimmung  der  Grenzen  für  /. 

Wir  haben  im  vorigenParagraphen  bereits  gesehen,  daß  von  den 
sechs  Werten,  die  l  haben  kann,  im  allgemeinen  drei,  ausnahmsweise 
nur  zwei  für  unseren  Zweck  brauchbar  sind;  wir  müssen  noch  zu- 
sehen, welchen  von  diesen  Werten  wir  zweckmäßigerweise  benutzen. 
Darüber  entscheidet,  daß  die  Eeihen  des  vorigen  Paragraphen  im 
allgemeinen  um  so  besser  konvergieren,  je  kleiner  |/|  ist.     |/l  wird 
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aber  möglichst  klein,  wenn  l  möglichst  nahe  an  1  liegt.  Daraus 
folgt  (vgl.  I,  Fig.  14): 

I.  Wollen  löir  für  die  numerische  Rechnung  möglichst  gut  kon- 
vergente Reihen  haben,  so  müssen  loir  es  bei  der  Transformation  auf 
die  erste  Normalform  so  einrichten,  daß  X  =  1^  -\-  ^"^2  ^^^  ^^^^  ^^^^ 
Linien  X-^  =  \    ^^^^  A^^  -|-  X^^  =  -/    begrenzten   Kreisabschnitt    angehört. 

Man  kann  sich  nun  folgendermaßen  überzeugen,  daß  \l\  in 
keinem  Punkte  dieses  Kreisabschnitts  einen  größeren  Wert  annimmt, 
als  in  den  Ecken  desselben.  Auf  dem  Einheitskreis,  wo  A  =  e^'i', 
(p  reell  ist,  wird 

I  _  p^U^v 


l 


1  +e 


V,i<p 


-  2tg 


rein  imaginär;  und  man  erkennt  sofort,  daß  sein  absoluter  Betrag 
von  dem  Scheitel  des  Kreisabschnitts,  wo  er  0  ist,  wächst  bis  zu  den 
Ecken,  wo  er  den  Wert: 

2 


2) 


~  =  0,13165  <  ^^ 


erreicht. 

Um  ferner  das  Verhalten  von  /  auf  der  Begrenzungslinie  Aj  =  i 
zu  untersuchen,  setze  man: 


3) 


X  = 


*+y*s"'  =  ¥iSs^ 


läßt   man    dann    w   alle   reellen  Werte  von 


~  bis   +  ^     durch- 


laufen,   so   durchläuft  A  die   ganze   Gerade,  von   der  diese  Begren- 
zungslinie ein  Stück  ist.     Es  ist  dann: 


4) 

und  da  sich 

5) 

ergiebt,  so  folgt: 


rflog/ 
dw 


—  —  1  >  • 


dl 


Vk     dw 


6) 


9^ 


dlog  l 
dw 


=  i(^-'/.  +  ^-V.)iM^«; 


dw 


dlogjl-l) 
dw 


il 
2 


4  4 


W 


Sw 


+ 


|/2  cos 


]/2  cos 
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Das  hat  für  alle  in  Betracht  kommenden  Werte  von  lo  dasselbe 
Vorzeichen  wie  ic ;  auf  der  Geraden  l^  =  -|  hat  also  |  / 1  im  Punkte 
A  =  L,  10  =  0  ein  Minimum  und  wächst  von  da  nach  beiden  Seiten. 
Der  Logarithmus  des  absoluten  Betrags  einer  analytischen  Funktion 
complexen  Arguments  ist  nämlich  gleich  dem  reellen  Teil  ihres 
Logarithmus.  Da  dieser  Logarithmus  im  Innern  des  Bereichs 
regulär  ist,  kann  man  Satz  III  von  I,  §  36  anwenden  und  findet  so: 
II.  In  dem  bezeichneten  Kreisabschnitt  ist  überall: 

also: 

I  /*  I  <  0,0003005, 

I  l^  I   kleiner  als  eine  Einheit  der  siebenten,   |  /^^  |   kleiner  als  eine 
Einheit  der  zehnten  Dezimalstelle. 


§  122.    Spezielle  Rechenvorschriften  für  den  Fall  reeller 
Verzweigungspunkte. 

Sind  alle  vier  Verzweigungspunkte  reell,  so  erhält  man  für  |  / 1 
eine  noch  niedrigere  obere  Grenze.  Denn  wenn  X  abnehmend  die 
reellen  Werte  von  1  bis  i  durchläuft,  durchläuft  /  zunehmend  reelle 
Werte  von  0  bis 

4 

1)  i^^^^-^^  =  0,08642; 

1/2  +  1 

es  ist  also  hier  I /^  |  <  0,000057,  \l^\  kleiner  als  eine  halbe  Einheit 
der  8.,  |/^^|  kleiner  als  eine  halbe  Einheit  der  12.  Dezimalstelle. 

Die  Transformation  auf  die  erste  Normalform,  die  der  Ent- 
wicklung von  §  120  vorauszugehen  hat,  kann,  wenn  über  den  zu 
wählenden  Wert  von  l  Verfügung  getroffen  ist,  noch  auf  vier  ver- 
schiedene Arten  geschehen  (§  63  a.  E.);  wir  müssen  noch  unter- 
suchen, welche  von  diesen  Arten  wir  in  jedem  Falle  zweckmäßiger- 
weise wählen.  Wir  werden  dabei  zwei  Eücksichten  zu  beobachten 
haben:  einerseits  werden  wir  wünschen,  |||  möglichst  klein  zu  be- 
kommen, andererseits  reelle  Werte  auch  in  reeller  Form  ausgedrückt 
zu  erhalten. 

Seien  zunächst  die  vier  Verzweigungspunkte  reell  und  der  Größe 
nach  geordnet  (wie  in  §  8): 

2)  «0  <  '^i  <  f^^h' 
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Dann  sind  von  den  sechs  Werten  ilires  Doppelverhältnisses  die 
beiden  folgenden: 

zwischen  0  und  1  enthalten;  und  man  liat  nur  noch  zu  entscheiden, 
welcher  von  ihnen  größer,  welcher  kleiner  als  \  ist;  den  ersteren 
hat  man  zu  wählen.  Den  Fall  l^  >  -\  bezeichnen  wir  als  Haupt- 
fall I,  den  Fall  l^  >  \  als  Hauptfall  II.  Beidemal  sind  zwei  Fälle 
zu  unterscheiden,  je  nachdem: 

A.     «y  <  0        oder        ß.     a^y  0 

ist;  und  in  jedem  dieser  beiden  Fälle  kommen  insbesondere  die- 
jenigen Intervalle  der  Axe  der  reellen  Zahlen  in  Betracht,  in  denen 
die  zu  integrierende  Funktion  reell  ist;  nämlich  im  Falle  A.  die 
Intervalle : 

1.    von  ^2  ^is  a^\      2.    von  a^  bis  a^\ 

im  Falle  B.  die  Intervalle: 

1.    von  f^j  bis  a^\     2.    von  a^  über  oo  bis  a^^. 

Die  in  §  63  gegebenen  Formeln  sind  im  Hauptfalle  I  anzuwenden. 
In  diesem  haben  a^  und  a^'  dasselbe  Zeichen;  da  in  §  120,  (13) 
]/—  a^  auftritt,  werden  sie  uns  im  Falle  I  A.  reelle,  im  Falle  I  B. 
imaginäre  Werte  geben. 

Im  Falle  I  A.  1.  fällt  bei  Anwendung  der  Formeln  von  §  63 
L,  zwischen  1  und  A^  -  ^,  also  §  zwischen  —  1  und  +  1 ,  und  die 
Formeln  sind  unmittelbar  zur  Anwendung  fertig.  Für  das  in  §  1 20 
auftretende  Integral: 

4)  r-£L. 


ist  in  diesem  Falle  der  Hauptwert  der  Funktion  arc  sin  |,  d.  h.  der 
zwischen  den  Grenzen  —  ^  und  +  --  gelegene  Wert  dieser  Funk- 
tion  zu  nehmen. 

Im  Falle  I  B.  1.  fällt  bei  Anwendung  von  §  63,  (1)  ^  zwischen 
0  und  1,  also  |  zwischen  1  und  l-^  (oder  zwischen  —  1  und  —  Z-^). 
Die  Reihen  von  §  120  konvergieren  in  diesem  Falle  weniger  gut, 
sind  aber  immer  noch  brauchbar.  Nur  wird  es  zweckmäßig  sein, 
sie  in  reelle  Form  umzusetzen  und  zu  schreiben: 
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5) 


1    r  dj 


Dem  Logarithmus  ist  sein  Hauptwert  beizulegen. 

Im  Falle  TA.  2.  würde  bei  direkter  Anwendung  der  Formeln 
von  §  63  f  zwischen  —  oo  und  0  fallen,  also  ?/  rein  imaginär, 
I  eine  complexe  Größe  vom  absoluten  Betrage  1  werden.  Man  ver- 
meidet das,  indem  man  hier: 

ßN  /•    =    ^  ~  ^^3    .    "o  ~  ^s 

setzt,  was  zu  demselben  Wert  von  l  führt;  dieses  f^  fällt  dann  in 
diesem  Falle  zwischen  1  und  l~^,  das  aus  ihr  berechnete  |j  also 
zwischen   —  1  und   +  1. 

Im  Falle  I  £.  2.  fällt  bei  Anwendung  der  Formel  (6)  f^  zwischen 
0  und  1;  und  es  wird  wie  im  Falle  I  B.  1.  zweckmäßig  sein,  sich 
der  Formel  (5)  zu  bedienen,  in  der  man  |  durch  |j  ersetzt. 

Durch  analoge  Überlegungen  kommt  man  im  Hauptfalle  II  zu 
folgenden  Resultaten: 

In  den  Fällen  IIA.  1.  und  II  B.  1.  ist  zu  setzen: 

1\  r     =     ^  —  <*3    .    «2  ~   «3    ^ 

^  Z  —  a^   '  a^  —  Kq 

Das  fällt  im  Falle,  II  A.  1.  zwischen  0  und  1,  im  Falle  IIB.  1 
zwischen  1  und  A"^;  also  fällt: 

i-Vh     1+1/Ä2I/C2 

im  ersteren  Falle  zwischen  1  und  l^-'^  (oder  —  1  und  — /g"^)?  ii^^ 
letzteren  zwischen  —  1  und  +  1.  Man  hat  also  im  Falle  II A.  1. 
die  Formel  (5),  im  Falle  II  B.  1.  die  Formel  §  120,  (16)  anzuwenden, 
nachdem  man  in  diesen  Formeln  |  durch  Ig  ^^^  ^  durch 

9)  /,=    ^-^^^ 


1    +]//2 

ersetzt  hat. 

Endlich  in  den  Fällen  II A.  2.  und  //  B.  2.  hat  man  zu  setzen : 

4   _  *  __    _ 

luj  ^3  —  .  ,     §3  —        j     .  -     r~"7:  > 

%   —  «2  «0    ~  "1  1    ~    y^2  1    +    Yh    V'^3 
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mit  denselben  Werten  von  l^  und  l^  wie  in  den  beiden  letzten 
Fällen.  Im  ersteren  Falle  fällt  fg  zwischen  0  und  1,  Ig  zwischen  1 
und  +  4"^  (oder  zwischen  —  1  und  —  4"^)»  i"^  letzteren  43  zwischen 
0  und  1,  I3  zwischen  —  1  und  +  1.  Man  hat  also  in  diesen  beiden 
Fällen  |  durch  I3,  /  durch  l^  zu  ersetzen,  und  im  Falle  II A.  2. 
die  Formel  (5),  im  Falle  II B.  2.  die  Formel  §  120,  (16)  an- 
zuwenden. 

In  jedem  dieser  acht  Fälle  giebt  es  übrigens  noch  eine  andere 
Substitution  derselben  Art,  die  dasselbe  leistet,  wie  die  hier  vor- 
geschriebene.    So  fällt  z.  B.  im  Falle  I  A.  1.  auch: 

>-   =  ^  ~  "0  .  «3  -  «0  __  _J_ 

(vgl.  §  66,  4)  in  das  Intervall  zwischen  1  und  l^-^  (mit  demselben 
Wert  von  "k^  wie  oben).  Der  zugehörige  Wert  von  |,  1^  ist  aber 
dem  früheren  entgegengesetzt  gleich,  sodaß  man  hieraus  keinen 
weiteren  Vorteil  ziehen  kann. 


§  123.    Paarweise  konjugiert  complexe  Verzweigungspunkte. 

Ein  elliptisches  Integral  I.  Art  nimmt  auch  dann  für  reelle 
Werte  des  Arguments  reelle  Werte  an,  wenn  die  vier  Verzweigungs- 
punkte paarweise  konjugiert  complex  sind  und  a^  positiv  ist;  all- 
gemeiner ausgedrückt  (vgl.  §  91):  wenn  die  Verzweigungspunkte 
paarweise  Spiegelbilder  voneinander  in  Bezug  auf  einen  Kreis  sind 
und  die  Integrationsvariable  auf  diesem  Kreise  sich  bewegt. 

Bei  geeigneter  Numerierung  der  Verzweigungspunkte  entspricht 
diesem  Kreis  in  der  ^- Ebene  der  Kreis  vom  Mittelpunkt  0  und 
Kadius  l-^l^,  also  in  der  y-Ebene  der  Kreis  vom  Mittelpunkt  0  und 
Radius  A~'/s  also  in  der  |- Ebene  die  Axe  der  rein  imaginären 
Zahlen.  Wir  müssen  uns  vor  allem  überlegen,  welche  Numerierung 
der  Verzweigungspunkte  das  erzielt.  Bezeichnen  wir  dieselben  mit 
a  ±:  iß  und  y  ±id,  so  werden  von  (ß  und  Ö  positiv)  den  sechs 
Werten  ihres  Doppelverhältnisses  die  folgenden  beiden  positiv  und 
kleiner  als  1 : 

^       ia-{-tß)-{Y-iö)'  {a-iß)-(Y  -id)         («  _  j.)2  +  ((9  +  (5)2         ^1 

und: 

2)       i^  +  iß)-i^-'iß)^.  ir  +  i8)-{^-iß)  ^ ±ß8  _  ^ 

i       («  +  iß)  -{y  -  idj  '  if  +  iÖ)  -if  -  id)  (a  -  yY-  +Xß  +  öf  2- 
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Ist  \  >  ^,  so  nehmen  wir  die  Substitution  vor: 

^'  ^1  ;?-  -  (;^  -  iö)    '    {a  +  z(9)  -ir  -  iö)  ' 

ist  aber  X^  >  i^^  so  setzen  wir: 

^  ^  ^  -  («  -  ^'fg)  .  OL±iÄ:ii^LiLi& 

^  •  i^2         ^  _  (j,  _  ^•^)   •   (f,  ^  iß^  -{y  -  id)  ' 

Im  ersten  Falle  können  wir  schreiben: 
6)  ip  =  2  arc  tff      arc  tg h  arc  ts: : 

'  '  ^  X  —  f  ^   a  —  Y  a  +  y 

wir  erhalten  dann: 


tyj 
~2~ 


Dabei  bedarf  nur  noch  die  Bestimmung  des  Winkels  ^p  näherer 
Erörterung.  Für  die  untere  Grenze  darf  ein  beliebiger  Wert  von  \p 
genommen  werden,  für  die  obere  ist  dann  derjenige  zu  nehmen,  der 
aus  ihm  durch  stetige  Fortsetzung  entsteht.  Indem  man,  wenn  er- 
forderlich, das  Integrationsintervall  zerlegt,  kann  man  erreichen,  daß 
nur  Werte  von  \jj  in  Betracht  kommen,  die  zwischen  —  %  und  +  n 
liegen.  Dann  wird  |  / 1|  ^  1  und  die  Reihen  von  §  1 20  konvergieren 
rasch  genug,  um  zur  Berechnung  dieneu  zu  können. 

Weniger  günstig  liegt  die  Sache,  wenn  l^>  \  ist.  Es  be- 
schreibt nämlich  tg,  wenn  z  die  Axe  der  reellen  Zahlen  durchläuft, 
einen  Kreis  vom  Mittelpunkt  l^-^  und  Radius  l^-^'^l  —k^,  sodaß 
man  setzen  kann: 

8)  1  -l,L^  =  ^J\-Y^eiy^, 

mit  demselben  Werte  von  xp  wie  unter  (6).  Da  dieser  Kreis  ganz 
auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  imaginären  ^g  liegt,  entspricht 
ihm  in  der  |2"i^bene^  eine  geschlossene  Kurve,  die  ganz  im  Innern 
eines  Kreisbogenzweiecks  liegt,  dessen  Ecken  die  Punkte  ± /~^  sind 
und  dessen  Seiten  mit  der  Axe  der  reellen  ^^  Winkel  von  45^  ein- 


^  I2  ist  ebenso  aus  c.^  und  Aj  ^^  berechnen,  wie  |  in  §  120  aus  'Q  und  A. 
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schließen.  Die  nach  I2  fortschreitenden  Reihenentwicklungen  kon- 
vergieren also  sehr  gut.  Sie  haben  aber  den  Übelstand,  daß  ^^  f^i^' 
reelle  x  complex  ist.  Man  wird  daher  auch  in  diesem  Falle  sich 
mit  Vorteil  der  Substitution  (5)  bedienen,  ausgenommen  allein  den 
Fall,    daß  /  sehr  nahe  an  1  liegt  und  man  gleichzeitig  über  Werte 

von  X  zu  integrieren  hat,  für  die  auch  tg  ^-  nahe  an  1  rückt. 


§  124.    Zwei  reelle  und  zwei  konjugiert  complexe 
Verzweigungspunkte. 

Den  Fall,  daß  zwei  Verzweigungspunkte  reell,  die  beiden  andern 
konjugiert  complex  sind,  kann  man,  wie  wir  bereits  §  118  gesehen 
haben,  durch  eine  quadratische  Transformation  auf  den  Fall  von 
vier  reellen  Verzweigungspunkten  zurückführen.  Bezeichnet  man 
nämlich  die  beiden  reellen  Punkte  mit  a^  und  a.^^  die  beiden  kon- 
jugiert imaginären  mit  c(^  =  ^  -f-  zr^  und  a^  =  y  —  iÖ,  so  werden 

IN  -^        «2  -  «3      «1  -  «3         7  -  *■  (5  -  «3       /  -  ^ ^  -  «0 

1)  A  =  ;       =  , — r^^ : , — rr^ 

«2  —  «0      «1  —  «0  y  -t-  *  ö  —  «3       j'  +  ^  ö  —  «0 

und 

2) 


«2 

— 

«3 

. 

«1 

-   «3 

«2 

— 

«0 

«1 

-   «0 

^1 



«2   - 

Größen    vom    absoluten    Betrage    1.      Beide    führen    zu    denselben 
Werten  von  /,  sodaß  es  genügt,  l  ins  Auge  zu  fassen.     Wir  können: 

3)  l^e'^f 
setzen,  wenn  wir  den  Winkel  cp  durch 

4)  <jf)  =  2  arc  tg 2  arc  tg =  2  arc  tg  °  ~  "" 


«o      — 


r  «0  -  r  («0  -  r)  («3  -  r)  +  "^^ 


bestimmen.  Dabei  ist  es  gleichgültig,  welche  Werte  der  arc  tg  wir 
nehmen,  da  eine  andere  Wahl  (f  nur  um  ein  ganzzahliges  Viel- 
faches von  2  n  ändert ;  wir  können  also  für  (f  den  Hauptwert 
wählen.     Wir  erhalten  nach  §  120,  (9): 

5)  /=i^k  =  _ag|; 

1  +  Vi 
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also  einen  rein  imaginären  Wert,  dessen  absoluter  Betrag  höchstens 

6)  =tg-^-<  0,41422 

ist.i 

Eine  der  zu  dem  Wert  (1)  von  l  gehörenden  Transformations- 
formeln (§§  63;  66)  lautet: 

^N  5-  ^   %  -  (y  +  iö)  ^   Y  +  iö  -  (tf,  ^ 

^  —  iy  —  iö)'^  —  id  —  Kq 

Durchläuft  z  alle  reellen  Werte,    so    durchläuft  J   die   Werte  vom 
absoluten  Betrage  1;  wählen  wir  also  in  der  Formel  (vgl.  §  120,  10): 

8)  li  =  1-  f'  VC 

4 

die  Wurzelgröße  ]/^  so,  daß  ^l  ]/^  gleich  dem  Hauptwert  der  Qua- 
dratwurzel aus  ]/A.^  wird,  so  erhalten  wir  für  /|  rein  imaginäre 
Werte,  deren  absoluter  Betrag  höchstens  gleich  1  ist,  sodaß  genügend 
rasche  Konvergenz  der  Eeihen  gesichert  ist.  Wir  müssen  dabei 
nur  darauf  achten,  daß  wir  das  Integral  in  zwei  Teile  zerlegen, 
wenn  der  Integrationsweg  über  den  Punkt  wegführt,  an  dem  der 
Hauptwert  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleidet. 
Setzt  man: 

9)  ^=e'y',     1/^  =  2  arc  tg -^^ 2  arc  tg  ^^^ — , 


so  erhält  man: 

10)  ;i  =  -ag(f +  :) 

und    hat    dabei    den    Wert    des    Winkels    tfj    so    zu    wählen,    daß 

Eine  zweite  der  zu   dem  Werte  (1)  von   X  gehörenden  Substi- 
tutionsformeln lautet: 

11)  r  =  ^  -  "o  .  r  +  ^'^  -  ^0  ^  ^  -  «0  g~  ^ , 

wo  (p   den  in   Gleichung  (4)  angegebenen   Wert  hat.     Durchläuft  z 
die    Axe    der    reellen    Zahlen,    so    durchläuft    J    eine    unter    dem 


*  Wie  wir  in  §  121,  II  gesehen  haben,  könnten  wir  durch  andere  Wahl 
von  l  einen  noch  kleineren  Wert  von  l  erreichen;  aber  dann  werden  die 
Formeln  durch  das  Auftreten  complexer  Größen  unhandlich. 
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Winkel    —  —  gegen  diese  Axe  geneigte  Gerade,  also  Werte,  deren 
Arcus  teils   —  ^  ,  teils   +  -^    ist.     Bestimmt    man    den    Winkel    ^ 

2  2  2 

aus  den  Gleichungen: 


yir-«o)'  +  ^'  V(r-"o)'  +  ö^' 


cos  ^3  =     .     ^  j      sm  9P3  = 


6 


y(^-a,f  +  d'  l/(r  -  «s)' +  «5^ 

Y  =  9^3  -  9^0' 

so  entspricht  der  zweite  Halbstrahl  der  Strecke  zwischen  a^  und  a^, 
der  erste  den  außerhalb  dieser  Strecke  gelegenen  Punkten.  Ver- 
steht man  andererseits   wie   oben   unter  (p    den  Hauptwert,   ebenso 

unter  ]/^,  so  liefert  der  Halbstrahl  vom  Arcus  ~  reelle  Werte  von 

1  +  Vi  VCi 

die   zwischen    —  1    und    +1    liegen,    der  Halbstrahl    vom  Arcus  ~ 

dagegen  liefert  für  /|j  Werte  vom  absoluten  Betrage  1.  Beide 
Arten  von  Werten  sind  zur  Berechnung  brauchbar. 

Genauere  Untersuchung  zeigt,    daß   zum  Hauptwert  von   —  ^ 

dasjenige  Stück  der  Axe  der  reellen  z  gehört,  in  dem  die  zweiten 
Schnittpunkte  der  durch  y  -}-  iS,  y  —  i§  und  a^  bezw.  a^  gelegten 
Kreise  mit  dieser  Axe  liegen;  also  das  endliche  oder  das  unendliche 
Stück,  je  nachdem  y  +  i§  innerhalb  oder  außerhalb  des  über  «^..«3 
als  Durchmesser  beschriebenen  Kreises  liegen.  Liegen  sie  auf  diesem 
Kreise,  so  wird  A  =  —  1;  es  kommt  dann  darauf  an,  ob  cc^  größer 
oder  kleiner  als  a^  ist. 

§  125.    Berechnung  des  Periodenverhältnisses  und  der  Grösse  h. 

Die  Formeln    der  vorhergehenden  Paragraphen    gestatten    ins- 
besondere auch  die  Berechnung  der  Perioden.     Den  Werten: 

J=oo  0         1 

entsprechen  nämlich  die  Werte: 

!  =  -/-!       l-^       1; 

BuRKHARDT,    Funktionen.     II.  20 
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da  diese  Werte  alle  im  Innern  des  Konvergenzbereichs  der  Eeihen 
liegen,  können  die  Perioden  aus  diesen  Reihen  entwickelt  werden. 
Man  erhält  auf  diesem  Wege  Ausdrücke  der  Perioden  und  des 
Periodenverhältnisses,  die  sich  von  den  in  §  82  benutzten  dadurch 
unterscheiden,  daß: 


durch 


4  «3 


ersetzt  sind. 

Rascher  kommt  man  zumeist  zum  Ziele,   wenn  man  zunächst 
aus  der  Formel: 


i-f  +  .. 


die  durch  die  angegebene  Substitution  aus  §  82,  (16)  entsteht,  durch 
Wurzelausziehung  die  folgende  ableitet: 

und  aus  ihr  vor  allem  h  direkt  aus  /  berechnet.  Für  die  praktische 
Verwendung  dieser  Formel  ist  es  wesentlich  zu  wissen,  wie  groß  der 
Fehler  ist,  den  man  begeht,  wenn  man  sie  an  einer  bestimmten 
Stelle  abbricht.  Man  gelangt  dazu  von  Gleichung  (9)  von  §  120 
aus,  muß  aber  dabei  folgenden  Umstand  wohl  beachten:  Durch  die 
Entwicklungen  von  §§82  und  93  war  ein  ganz  bestimmter  Wert 
von  l  als  Funktion  von  r  definiert;  wollen  wir  aus  diesem  den 
Wert  /^  berechnen,  der  dieselbe  Funktion  von  4t  ist,  wie  ?.  von  r, 
so  müssen  wir  Gleichung  (10)  von  §  110  anwenden;  mit  andern 
Worten,  wir  müssen  den  in  Gleichung  (9)  von  §  120  auftretenden 
Wert  des  Boppelverhältnisses  nicht  mit  A,  sondern  mit  1  —  X  bezeichnen. 
Thun  wir  das,  so  erhalten  wir  aus  ihr  durch  logarithmische  Dif- 
ferentiation (vgl.  §  121,  4): 

ß?log/  =  i[(l  -  l)-'U  +  (1  _  l)-^U-]^. 

Die  Entwicklung  der  Wurzelgrößen  nach  Potenzen  von  l  giebt 
nur  positive  Zahlenkoeffizienten;  also  sind  auch  in  der  durch  In- 
tegration folgenden  Entwicklung:  ^ 


^  Die  Bestimmung  der  Integrationskonstanten  ergiebt  sich  daraus,  daß 

lim  y-  =  lim  ^ =  — 

ist. 
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3)  log/  =  log^  +  2«v^^^ 

alle  Koeffizienten  positiv.  Multipliziert  man  mit  m  und  geht  dann 
zum  Numerus  über,  so  sieht  man,  daß  auch  in  der  Keihe: 

alle  Koeffizienten  positiv  sind;  es  ist  also  für  jedes  0  <  A  <  1  und 
für  jedes  endliche  7i: 

2«v;i''<log/-logA  +  log8;      (A)™  +  2  Sm,.A- +  -</-. 

Die  beiden  Glieder  jeder  dieser  Ungleichungen  bleiben  auch  für  A  =  1 
stetig;  daher  folgt  aus  ihnen: 

n+l  n+1 

2«.^log  8;     8-™  +  2«-,-^l» 

v=l  v=l 

also  sicher: 

2«v  <log8;     8--  +  2«-,>'  <  1- 

r=l  v=l 

Daraus  folgt,  daß  die  Eeihen  (3)  und  (4)  auch  noch  für  A  =  1  kon- 
vergieren, und  daß  folglich  (vgl.  I,  §  27,  VII)  die  Gleichungen 
bestehen : 


5)  2«v  =  log8,     2«».,v  =  l-™- 

Schreibt  man  nun   die  Gleichung  (16)  von  §  82  in  der  Form: 

n  =  0 

und  stellt  neben  sie  die  Gleichung 

6)  l0g(16Ä)  =  l0gA+2/^n;i" 

n  =  l 

und  die   daraus   durch   die   Substitution  von  ä*  für  h  und  /*  für  X 
hervorgehende : 

7)  logÄ  +  log2  =  log/-f  i-S/^n/^", 

n  =  l 

so  erhält  man  die  Identität: 

2  ßn  l"   =  log/  -  log  ^  +   i2  /*».'*'" 


20  = 
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oder  wenn  man  die  Reihen  (3)  und  (4)   einsetzt: 

w=l  71  =  1  n  =  ü  ?n  =  l 

Aus  dieser  Identität    ergiebt   sich   durch  Koeffizientenvergleichung : 

ßi  —  h>      ß2  ~  h>      ßs  —  h>      ^4  "^  *4  +  1*4.0  Pl' 

allgemein : 

9)       /54r  +  ^    =  «r   +  1  {«4,  4r  -  4  +  ^  ^i   +  «8,  4r  -  8  +  ^  /^2  +  *  *  *  "^  ^^r,  ^  /^r-}- 

Us  sind  also  die  Koeffizienten  ß^  sämtlich  positiv  reell,  folglich 
auch  die  Koeffizienten  der  daraus  durch  Übergang  zur  Exponential- 
funktion sich  ergebenden  Formel  (2). 

Durch  dieselben  Schlüsse  wie  die  Gleichungen  (5)  beweist  man 
nun  auch  die  Gleichungen: 

n  =  l 

und,  wenn  man  die  Gleichung  (2)  so  schreibt: 

10)  2«^«  =  1- 


Daraus  folgt:    der  Fehler,   den  man  begeht,  wenn  man  in  der 
Reihe  (2)  nur  die  beiden  ersten  Glieder  berücksichtigt,  ist  kleiner  als : 


_     15     ,9  150   ,13         1597        /^^ 

~  "512^        "^    2»3  +    4096     1  -  /*  ' 

also  wenn  l  <  \  ist: 

15   9     IQ  79  I  1597  .  16   1  .9     17   9     1   9 
^  512^  +  2^3  ^  "^  4096   15   2»  '  ^  512  '  ^  30  '  ' 

Da  wir,    wie  wir   §  121    gesehen  haben, ^    es  immer  erreichen 
können,  daß  /<-—   wird,    so    reichen    wir   mit  den    beiden  ersten 

15 

Gliedern  der  Reihe  aus,  wenn  keine  größere  Genauigkeit  als  neun 
Dezimalstellen  verlangt  wird.  Begnügt  man  sich  mit  geringerer 
Genauigkeit,  so  hat  man  nicht  einmal  nötig,  es  so  einzurichten,  daß  X 


'  Die  §  124  erwähnten  Umständlichkeiten  kommen  hier  nicht  in  Frage. 
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zwischen  \  und  1  fällt;  auch  Werte  von  X  zwischen  0  und  1,  wenn 
sie  nur  nicht  gar  zu  klein  sind,  geben  noch  Werte  von  /,  für  die 
die  Reihe  gut  konvergiert. 

Hat  man  auf  diese  Weise  h  berechnet,  so  erhält  man  (w^,  wenn 
man  die  Gleichung  (3)  von  §  83  auf  das  transformierte  Integral  an- 
wendet.    Für  dasselbe  ist  zu  setzen: 

4  «0  [a^  -  cifo)  («3  -  ^i)  (1  +  V'^  f  statt  a^ ; 
1,     —1,     Z~"2,     — /~2,     statt    a^,   Uq,   a^,   a^\ 

sowie  2  Wj  an  Stelle  von  co^  Was  die  Verteilung  der  Verzweigungs- 
punkte  betrifft,  so  trennt  hier  2go^\  und  —  1  von  l-'^  und  —  /~^, 
2  «j  trennt  1  und  /-^  von  —1  und  —l'^.  Früher  trennte  2  w^ 
fijj  und  «2  von  a^  und  cjg ,  2  «3  trennte  a^  und  «^  von  a^  und  ßjg. 
Also  haben  wir  an  Stelle  von  [a^  —  a^  [a^  —  a^  in  Gleichung  (3) 
von  §  83  hier  zu  setzen: 

±(1    +/-2)(_l_/-2)  =  +(l_,_/-2)2. 

So  erhalten  wir  die  Formel: 

oder  wenn  wir  für  1  +  /-^  seinen  Wert 

1 1  -  yr  /       (1  -  yr)2 

einsetzen  und  die  vierte  Wurzel  ausziehen: 


11)   y^= 


y4  a,  («o  -  «0)  («3  -  «1 )  y  2  (1  -f-  va  ) 


^  1  +  V~i 


1  -  yi 

Da  die  Reihenentwicklung: 

12)  1^3(0  |4t^=  1  +  2A*  +  2Aiß+  .. 

sehr   rasch    konvergiert,    so    ist    diese   Formel  (11)   zu  numerischer 
Berechnung  sehr  geeignet. 

Hat  man  auf  diese  Weise  die  eine  Periode  gefunden,  so  ergiebt 
sich  die  andere  einfach  mittels  der  Formel: 

13)  ^3  = —    lognatÄ. 
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§  126.    Berechnung  der  Werte  elliptischer  Funktionen  bei 
gegebenem  Werte  des  Arguments. 

Soll  zu  einem  gegebenen  Wert  des  Arguments  der  zugehörige 
Wert  einer  elliptischen  Funktion  berechnet  werden,  so  ist  es  in  den 
meisten  Fällen  das  Zweckmäßigste,  diese  elliptische  Funktion  zu- 
nächst als  Quotienten  von  Thetaprodukten  auszudrücken  und  die 
Thetafunktionen  mit  Hilfe  ihrer  Eeihenentwicklungen  zu  berechnen. 
Dazu  ist  erforderlich,  daß  man  die  Größe  h  kennt;  diese  muß 
also  vor  allem  nach  den  Methoden  des  vorigen  Paragraphen  be- 
rechnet sein. 

Den  Rechnungen  desselben  liegen  ganz  bestimmte  Voraus- 
setzungen über  die  Auswahl  eines  primitiven  Periodenpaares,  oder 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  über  die  Numerierung  der  Ver- 
zweigungspunkte zu  Grunde;  will  man  also  z.  B.  die  Formeln  des 
§56  zur  numerischen  Lösung  bestimmter  Umkehrprobleme  ver- 
wenden, so  muß  man  dafür  sorgen,  daß  die  Numerierung  der  Ver- 
zweigungspunkte hier  und  dort  die  gleiche  ist.  Dabei  ist  zu  be- 
achten, daß  die  für  §  125  erforderliche  Numerierung  der  Verzwei- 
gungspunkte so  gewählt  ist,  daß  w^  die  dem  absoluten  Betrag  nach 
kleinste  Periode  ist.  Das  giebt  im  Fall  von  §  86  zu  einer  Unter- 
scheidung von  zwei  Unterfällen  Veranlassung  (vgl.  §  87):  Ist  die 
kleinste  reelle  Periode  dem  absoluten  Betrag  nach  kleiner  als  die 
kleinste  rein  imaginäre,  so  wird  das  co^  von  §  125  reell;  es  gehören 
also  dann  zu  reellen  Werten  von  u  auch  reelle  Werte  des  Theta- 
arguments  v,  und  die  Thetareihen  enthalten  für  reelle  ?/  trigono- 
metrische, für  rein  imaginäre  u  Exponentialfunktionen  reellen 
Arguments.  Ist  aber  die  kleinste  reelle  Periode  dem  absoluten 
Betrag  nach  größer  als  die  kleinste  rein  imaginäre,  so  wird  das  w^ 
von  §  125  rein  imaginär,  und  die  Thetareihen  enthalten  für  reelle  u 
Exponential-,  für  rein  imaginäre  u  trigonometrische  Funktionen 
reellen  Arguments.  Im  Grunde  liegt  wenig  daran,  ob  der  eine  oder 
der  andere  Fall  eintritt,  da  man  doch  meist  die  Werte  der  Funk- 
tionen sowohl  für  reelle,  wie  für  rein  imaginäre  Argumentwerte 
braucht.  Außerdem  braucht  man  sie  häufig  auch  noch  für  Argument- 
werte, deren  reeller  oder  imaginärer  Bestandteil  einer  Halbperiode 
gleich  ist;  für  diese  kommen  die  Formeln  von  §  45,  (6)  bis  (8) 
in  Betracht. 

Eine  wichtige  Frage  ist  in  jedem  Fall,  wie  groß  die  relative 
Genauigkeit  ist,  die  man  erzielt,  wenn  man  die  Thetareihe  mit  einer 
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bestimmten   Gliederzahl    abbricht.     Setzen   wir,    um    das    zu    unter- 
suchen, z.  B.: 
1)  ^3  (u  I  t)  =  1  +  2  Ä  cos  2  V  ;r  +  2  Ä^  cos  4  V  :nj  +  i?, 

so  können  wir  für  den  absoluten  Betrag  von  R  eine  obere  Grenze 
angeben,  sobald  wir  eine  solche  für  den  imaginären  Bestandteil  von  v 
haben.     Wir  ziehen  daraus  zunächst  die  Kegel: 

Für  numerische  Rechnungen  mit  Thetareihen  ist  es  zur  Erreichung 
rascher  Konvergenz  erforderlich,  den  imaginären  Bestandteil  des 
Arguments  mit  Hilfe  der  Relationen  §  45,  (5)  möglichst  zu  verkleinern. 

Sei  also,  wenn  v  =  a  -\-  ib  gesetzt  wird, 


2* 


2)  \b\^ 
Nun  ist: 

|C0S2ÄV7r|   =-|-|e2fc^^^i4.  g-2fct;^i|  ^l.(^2fc6, 

also  wegen  (2): 

3)  I  cos2Äv;r  |  ^  h'^". 
Also  ist: 

00 


■\-e 


2kh7i\ 


R 


2  ^h^'-^ 


2^6(1  +Ä4  +  Ä9+  .  .), 


d.  h. 

4) 


^1^-, 


2;^6 


h"- 


Damit  ist  der  absolute  Betrag  des  Fehlers  abgeschätzt;  um  eine 
Vorstellung  von  seiner  relativen  Bedeutung  zu  haben,  müssen  wir 
für  x^^[v  I  t)  eine  untere  Grenze  finden.     Man  erkennt,  daß: 

I    1^3  (V  I  t)  i   >    1    -   j  2  Ä  cos  2  ?J  TT  +    .  .    I 
>   1   —  I  2  Ä  cos  2  U  TT  I  —   .  . 


5) 


>  1  _  2  ä2  _  2  Ä^ 
2  h'- 


>  1  - 


h' 


ist.     Die  Vergleichung    der    Formeln  (4)    und    (5)    ergiebt,    da    wir 
immer  h  ^  e-^  voraussetzen  dürfen,  daß 


R    I 


2/i« 


-     1  -  2  /?2  -  Ä* 

kleiner  ist  als  eine  Einheit  der  8.  Dezimalstelle. 
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Man  reicht  also,  wenn  man  keine  größere  Genauigkeit  verlangt 
und  die  angegebenen  Vorsichtsmaßregeln  beachtet,  in  jedem  Falle  mit 
den  drei  ersten   Gliedern  der  Reihe  (1)  aus. 

Für  die  Funktion  ß-^^  gilt  ganz  dasselbe;  für  die  beiden  andern 
Thetafunktionen  sind  die  Schlüsse  etwas  zu  modifizieren:  man  muß 
den  Faktor  sinvn,  bezw.  cosu;r  herausziehen  und  beachten,  daß 


sin {2  k  +  l)vn 


=     e 


2kv  71 


I     ß{2'k  —  l)vni  j_        o  —  2liV7ii 


^{2k+\)e'^^  ^  ^^{2k+  l)h^ 
und  ebenso: 

cos  (2  k  +  l)vn 


{2k  +  \)h 


cos  V  n 
ist. 

Soll  der  Wert  eines  elliptischen  Integrals  II.  oder  III.  Gattung 
numerisch  berechnet  werden,  so  ist  zuerst  der  Wert  u  des  zwischen 
denselben  Grenzen  genommenen  Integrals  I.  Gattung  nach  §  120 
bis  §  124  zu  berechnen;  durch  diesen  ist  der  gesuchte  Integralwert 
nach  §  24,  II  (vgl.  §  57)  auszudrücken.  Dann  sind  die  Theta- 
funktionen einzuführen;  dabei  treten  ihre  Ableitungen  auf,  deren 
Eeihenentwicklungen  allerdings  etwas  schlechter  konvergieren,  als 
die  der  Thetafunktionen  selbst,  sodaß  man  vielleicht  zuweilen  Ver- 
anlassung hat,  bei  ihnen  ein  Glied  mehr  zu  berücksichtigen. 


VIERZEHNTER  ABSCHNITT. 


Algebraisch -geometrische  Anwendungen 
der  elliptischen  Funktionen. 

§  127.     Gleichungen  zwischen  elliptischen  Funktionen. 

Zjwischen  zwei  zu  demselben  Periodenparallelogramm  gehörenden 
elliptischen  Funktionen  besteht  nach  §  24,  V  stets  eine  algebraische 
Gleichung  mit  von  u  unabhängigen  Koeffizienten.  Wir  wollen  die 
Eigentümlichkeiten  solcher  Gleichungen  noch  näher  untersuchen. 
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Sei  (p  eine  elliptische  Funktion  «*^°,  ^p  eine  solche  m^^^  Grades. 
Sei  (fQ  ein  Wert,  den  die  Funktion  cp  in  n  voneinander  verschie- 
denen Punkten  des  Periodenparallelogramms  annimmt.  (Wenn 
(p  —  (pQ  =  ciq  {u  —  ?/q)"  +  . .,  kann  man  um  cp^  nach  I,  §  69,  (5)  einen 
Kreis  von  so  kleinem  Radius  beschreiben,  daß  im  Innern  desselben 
u  —  Uq  eine  eindeutige  Funktion  von  {cp  —  ^o)^^"  ^^^-  Nach  I,  §  46,  X 
kann  man  den  Eadius  dieses  Kreises  so  klein  wählen,  daß  im  Innern 
desselben  u  —  u^  in  verschiedenen  Punkten  verschiedene  Werte  an- 
nimmt. Wenn  also  cp^  ein  Wert  ist,  der  in  einem  Punkte  des 
Periodenparallelogramms  mehrfach  angenommen  wird,  so  liegen  doch 
in  seiner  Umgebung  stets  Werte  von  cp,  die  in  n  voneinander  ver- 
schiedenen Punkten  desselben  angenommen  werden.)  Die  Werte 
der  Funktion  ip  in  diesen  Punkten  seien  mit: 

1)  ^{^o),       ^K).   .  .    'IpiUn-l) 

bezeichnet.  Wir  wollen  zunächst  annehmen,  diese  n  Werte  seien 
für  jeden  Wert  von  cp^,  einzelne  ausgenommen,  voneinander  ver- 
schieden. Dann  wird  die  zwischen  cp  und  ip  bestehende  Gleichung, 
die  doch,  wenn  man  cp  =  cp^  setzt,  alle  diese  Werte  zu  Wurzeln 
haben  muß,  in  Bezug  auf  ip  bis  zum  ?z*^°  Grade  ansteigen.  Wir 
erhalten  somit  den  Satz: 

I.  Zwischen  einer  elliptischen  Funktion  n^^^  Ordnung  cp  und  einer 
solchen  Funktion  m'*''  Ordnung  ip,  die  so  beschaffen  sirid,  daß  zu  ver- 
schiedenen Wertepaaren  (cp,  ip)  im  allgemeinen  (d.  h.  nur  einzelne 
solche  Wertepaare  ausgenommen)  nur  ein  Punkt  u  des  Perioden- 
parallelogramms gehört,  besteht  eine  algebraische  Gleichung,  die  in  Bezug 
auf  cp  vom   m^^^\  in  Bezug  auf  ip  vom  w^*"   Grade  ist. 

Wenn  aber  für  unendlich  viele  Werte  von  cp  zwei  der  zu- 
gehörigen Werte  von  i/^  einander  gleich  sind,  also  etwa  ip(u)  =  ip [u) 
ist,  muß  es  im  Periodenparallelogramm  mindestens  einen  Punkt  u 
geben  von  der  Beschaffenheit,  daß  in  jeder  Nähe  desselben  Punkte 
liegen,  für  die  eine  solche  Relation  besteht  (I,  §  26,  XXIV).  Aber 
'ip [u)  und  ijj [u)  können  als  bis  auf  Pole  reguläre  Funktionselemente 
angesehen  werden ;  wenn  die  Gleichung  \p {u)  {  =  )  ip [u)  für  un- 
endlich viele  Punkte  in  der  Umgebung  eines  im  Innern  eines  solchen 
Bereiches  gelegenen  Punktes  bestehen  soll,  so  muß  sie  nach  1,  §  39,(1) 
identisch  bestehen.  Also  muß  sie  auch  für  alle  analytischen  Fort- 
setzungen bestehen  bleiben  (I,  §  66,  IV).  Es  fallen  also  dann  für 
jeden  Wert  von  (p  zwei  der  zugehörigen  Werte  von  ip  zusammen; 
mit  andern  Worten,  es  gilt  der  Satz: 
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IL  W  enn  die  Bedingungen  des  Satzes  I  nicht  erfüllt  sind,  gieht 
es  zu  jedem  Punkte  u^,  höchstens  einzelne  ausgenommen,  einen  zu  ihm 
inkongruenten  Punkt  u^   von  der  Beschaffenheit,  daß  gleichzeitig 

9  M  =  (p  (^o)      ^^d      ^  (^i)  =  '^  K) 
ist. 

Natürlich  kann  es  auch  mehrere  inkongruente  Punkte  geben. 
Seien  dieselben,  um  gleich  den  allgemeinsten  Fall  ins  Auge  zu  fassen, 
Mj,  Mg  .  .  Mfc_i;  dann  betrachten  wir  die  Summe  i^^  +  m^  +  . .  +  Wfc- i 
als  Funktion  von  u^.     Als  solche  hat  sie  folgende  Eigenschaften: 

1.  Sie  ist  für  jeden  endlichen  Wert  von  u^  eindeutig  bestimmt 
und  endlich. 

2.  Wenn  man  u^  durch  einen  kongruenten  Wert  ersetzt,  treten 
an  Stelle  der  u^,  u^  .  .  .  uj._i  Werte,  von  denen  jeder  wieder  zu 
einem  dieser  W^erte  kongruent  sein  muß;  ihre  Summe  kann  sich 
also  nur  um  eine  Periode  vermehren. 

Aus  beiden  Eigenschaften  folgt,  daß  diese  Summe,  von  einer 
Konstanten  abgesehen,  gleich  einem  Vielfachen  von  u^  sein  muß 
(vgl.  §  6,  X  und  §  7,  II);  wir  schreiben: 

2)  ?^i  4-  ?^2  +  •  •  •  +  ^fe  - 1  =  ^0  ^0  +  /o- 
Ebenso  erhält  man  die  Gleichungen: 

^2   +   ^^3   +    •   •   •    +  ^'fc  -  1    +   ^0  =  ^1  ^1  +71 

?'o  +  ^1  +  •  •  •  +  Wfc-3  +  Wfc-2  =  Cfc_iMfc_i  +  r&-i- 

Nun  sind  zwei  Fälle  möglich.  Entweder  die  Zahlen  c  sind  alle 
gleich  —  1,  Dann  müssen  auch  die  Zahlen  y  alle  einander  gleich 
sein  und  das  Gleichungssystem  reduziert  sich  auf  die  eine  Gleichung: 

3)  u^J^u^^u^-\-  ...  +  7ifc  _  1  =  y. 

Seien  nun  [qj\  \p)  und  (90",  1/^")  irgend  zwei  Paare  zusammen- 
gehöriger Werte  von  q)  und  \p\  z/^',  u^'  ...u\_i  und  ii^",  u^'  ...u'\-i 
die  bezw.  zu  dem  einen  und  dem  andern  dieser  Wertepa  are  ge- 
hörenden inkongruenten  Werte  von  u.  Jedes  dieser  Werte  A-tupel 
genügt  der  Gleichung  (3);  also  giebt  es  nach  §  22,  I  eine  elliptische 
Funktion  von  u,  die  in  den  u  Null  und  in  den  u"  unendlich  wird. 
Wir  können  eine  solche  Funktion  in  der  dort  angegebenen  Weise 
ausdrücken,  aber  auch  in  der  folgenden: 


4)  ^M  =  U. 


Ä=0 


(%  -  <1 
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Denn  wenn  man  Uq  —  u  um  eine  Periode  vermehrt,  permutieren  sich 
die  ührigen  Uj^  bis  auf  Perioden;  und  die  Summe  der  zu  den  sämt- 
lichen M^  tretenden  Perioden  muß  Null  sein,  damit  die  Gleichung  (3) 
fortbesteht.  Daraus  folgt  mit  Hilfe  von  §  20,  (12),  daß  x{u)  in  der 
That  eine  elliptische  Funktion  ist.  Wenn  ferner  u  mit  einem  der 
Uj^{u^')  zusammenfällt,  muß  ein  anderes  der  u^^  mit  u^  {u^')  zu- 
sammenfallen; daraus  folgt,  daß  z  {u)  in  der  That  die  verlangten 
Pole  und  Nullpunkte  hat.  Der  Ausdruck  (4)  dieser  Funktion 
zeigt  aber,  daß: 

ist.  Mit  andern  Worten,  diese  Funktion  nimmt  jedesmal  denselben 
Wert  an  in  je  k  Punkten,  in  denen  (p  und  t[j  dieselben  Werte  an- 
nehmen. Sie  nimmt  aber  überhaupt  jeden  Wert  nur  in  je  ä  Punkten 
an;  giebt  man  also  den  Wert  von  /,  so  ist  dadurch  ein  solches 
Punkte-Ä;-tupel  eindeutig  bestimmt,  also  auch  die  zugehörigen  Werte 
von  (f  und  ^p.  cp  und  ip  sind  also  eindeutige  Funktionen  von  /, 
und  da  sie  außerdem  nach  I  algebraische  Funktionen  von  x  sind, 
müssen  sie  rationale  Funktionen  von  x  sein.     Also  folgt: 

III.  ifenn  die  Zahlen  c  in  den  Gleichungen  (2)  alle  gleich  —  1 
.sind,  lassen  sich  (p  und  ip  als  rationale  Funktionen  einer  Hilfs- 
variabeln  x  ausdrücken. 

Wenn  aber  die  Zahlen  c  nicht  alle  gleich  —  1  sind,  kann 
keine  von  ihnen  gleich  —  1  sein.  Denn  man  erhält  in  jedem  Falle 
aus  (2): 


5)     (1  +  Co)  Mq  +  /o  =  (1  +  Cj)  z/j  +  /i  =  . . .  =  (1  -\r  Ck_i)uu-i  +  ric 


l5 


wäre  also  z.  B.  c^^  =  —  1,  aber  c^  =|=  —  1,  so  würde  folgen,  daß 
u^  =  konst.  sei,  was  doch  nicht  sein  kann.  Es  ist  also  dann  jeder 
der  Werte  u^,  u^  .  .  .  iiu-i  eine  lineare  ganze  Funktion  von  jedem 
andern.  Sei  etwa  u^  =  s[u),  sodaß  für  jeden  Wert  von  u  die 
Gleichungen  bestehen: 

6)  (f  [s  [u))  =  (f  {?j) ,     xfj  {s  {u))  =yj{u). 

Ersetzen  wir  hier  u  durch  s(u)  und  schreiben  wie  in  §  68  s^{u) 
für  s(^s{u)^  u.  s.  w.,  so  sehen  wir:  die  Funktion  cp  (und  ebenso  ^ifj) 
nimmt  für  alle  die  unendlich  vielen  Argumentwerte: 

u,     s{u),     s^{u)  .  .  .  s^{u)  .  .  . 

denselben  Wert  an.  Sie  kann  aber  als  elliptische  Funktion  den- 
selben   Wert    nur    in    einer    endlichen    Anzahl    von    Punkten    des 
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PeriodenparaUelogramms  annehmen;  also  können  die  Punkte  (6) 
nicht  alle  modulis  Perioden  inkongruent  sein.     Sei  etwa 

s^{u)~  s^  +  ^{u) 
und  folglich  auch: 

7)  s^{u)  z^  u. 

Wenn  die  lineare  Funktion  s{u)  die  Gestalt  hat: 

8)  s{u)  =  u  +  ß, 
wird : 

s^{u)  =  u-^  kß. 

In  diesem  Falle  folgt  aus  Gleichung  (7),  daß  kß  eine  Periode  ist; 
und  dann  zeigen  die  Gleichungen  (6),  daß  die  Funktionen  cp  und  ip 
zu  einem  Periodenparallelogramm  gehören,  das  nur  den  k^^^  Teil 
des  zuerst  angenommenen  ausmacht.  Wir  dürfen  aher  annehmen, 
das  Periodenparallelogramm  sei  von  Anfang  an  so  klein  gewählt, 
daß  es  nicht  weiter  verkleinert  werden  kann;  wir  können  also  diesen 
Fall  bei  Seite  lassen. 

Wenn  aber  in  der  Gleichung: 

s [li]  —  au  -\-  ß 
a  ^l  ist,  können  wir  sie  ersetzen  durch: 

9)  s{u)-l  =  a[u  —  l) . 

Da  wir  über  den  Nullpunkt  der  ?/-Ebene  noch  nicht  verfügt  haben, 
dürfen  wir  in  diesem  Falle  Z  =  0,  also  auch  ß  =  0  annehmen. 
Dann  können  wir  aus  Satz  II  von  §  119  schließen,  daß  a  entweder 
eine  zweite,  oder  eine  dritte,  oder  eine  vierte,  oder  eine  sechste 
Wurzel  der  Einheit  sein  muß,  und  in  den  drei  letzten  Fällen 
überdies  noch,  daß  wir  es  mit  einem  singulären  Periodenverhältnis 
zu  thun  haben.  In  keinem  dieser  Fälle  aber  genügen  alle  ellip- 
tischen Funktionen  des  betreifenden  Periodenparallelogramms  den 
Gleichungen  (6),  sondern  im  ersten  Falle  nur  die  rationalen  Funk- 
tionen von  pti,  im  zweiten  die  rationalen  Funktionen  von  p'u,  im 
dritten  die  von  p^u,  im  vierten  die  von  p'^u. 

Das  Resultat  ist  also: 

IV.  fi^enn  die  Funktionen  cp  (u)  und  ip  (u)  die  Eigenschaft  habeUy 
daß  in  ihrem  wirklichen  Periodenparallelogramm  zu  jedem  Werte- 
paar (rp,  ip),  höchstens  einzelne  ausgenommen,  mehr  als  ein  Punkt  u 
gehört,  lassen  sie  sich  rational  durch  eine  und  dieselbe  Funktion  X  0^) 
ausdrücken. 
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Sind  umgekehrt  cp  {u)  und  ip  (u)  rationale  Funktionen  einer 
Funktion  /{u),  so  gehören  zu  jedem  Wertepaar  (p,  yj  mehrere 
Punkte  u,  nämlich  diejenigen^  in  denen  /  denselben  Wert  annimmt. 


§  128.     Diskussion  der  Gleichung  y^  =  /;  (4 

Eine  Gleichung  der  Form: 

1)  1/^  =  üq  x^  -{-  S  a^  x^  -{-  '6  a^  X  -\-  a^, 

deren  rechte  Seite  keinen  mehrfachen  Faktor  besitzt,  kann  stets  durch 
elliptische  Funktionen  erfüllt  werden,  und  zwar  durch  solche  der 
in  §  90  untersuchten  speziellen  Art.  Um  das  zu  zeigen,  konstruieren 
wir  zunächst  die  zu  dieser  Gleichung  gehörige  RiEMANNSche  Fläche 
über  der  o:- Ebene.  Zu  jedem  Wert  von  x  gehören  drei  Werte 
von  y]  die  Fläche  bekommt  also  drei  Blätter.  In  der  Umgebung 
jedes  Punktes  x^,  für  den  /"(^o)  ^  ^  i^^>  ^^^^  ^^^^  jeder  der  drei 
Zweige  von  y  nach  dem  binomischen  Satz  als  reguläre  Funktion 
von  X  —  x^^  entwickeln;  über  jedem  solchen  Punkte  verlaufen  also 
die  drei  Blätter  isoliert.  In  jedem  der  drei  Nullpunkte  von  f[x)  — 
war  wollen  sie  mit  a^,  a^,  a.^  bezeichnen  —  läßt  sich  y  auf  die 
Form  bringen: 


2)  y  =  y^-cffc^w, 

wo  (jp  [x]  eine  in  der  Umgebung  von  a^^  reguläre  Funktion  von  x 
bezeichnet.  In  jedem  solchen  Punkte  hängen  also  alle  drei  Blätter 
der  Fläche  miteinander  zusammen;  bei  Umkreisung  eines  der  drei 
Punkte  geht  jeder  Wert  y  über  in  ey,  wo  g  die  bestimmte  dritte 
Einheitswurzel: 

3)  €  =  e  "3" 

bezeichnet  (vgl.  I,  §  63).  Im  Unendlichen  findet  keine  Verzweigung 
statt;  man  erkennt  das,  wenn  man  die  Gleichung  (1)   in  der  Form: 


schreibt.  Definieren  wir  also  die  drei  Blätter  der  Fläche  dadurch, 
daß  y  in  einem  bestimmten  Punkt  x  im  ersten  Blatt  einen  be- 
stimmten Wert  y^,  im  zweiten  Blatt  den  Wert  ey^,  im  dritten  den 
Wert  €^yj    haben    soll,    und   legen    wir    die  Übergangslinie    von  a^y 
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über  a^  nach  cc^,  so  haben  wir  die  Blätter  in  der  in  Fig.  47  an- 
gegebenen Weise  aneinander  zu  heften;  dann  kommt  man  bei  Um- 
kreisung jedes  einzelnen  Verzweigungspunktes  in  positivem  Sinne 
aus  dem  ersten  ins  zweite,  aus  diesem  ins  dritte  Blatt,  aus  diesem 
wieder  ins  erste  zurück.  Man  kann  dann  zwei  Rückkehrschnitte  so 
ziehen,  wie  in  der  Figur  angegeben  (im  ersten,  zweiten,  dritten 
Blatt  verlaufende  Linien  sind  bezw.  ausgezogen,  gestrichelt,  punktiert). 
Diese  beiden  Eückkehrschnitte  haben  nur  einen  Punkt  (im   ersten 

Blatte)    miteinander    gemein;    und 
^      __  wenn    man  die  Fläche  ihnen  cnt- 

y::??^^  -j2^  lang  zerschneidet,  erhält  man  eine 

X^P  ^^       ^    einfach  zusammenhängende  Fläche. 

-  __  ^^^   erkennt  das   am  einfachsten, 

Fiff.  47. 

wenn  man  die  Schnitte  bis  auf  die 
Strecke  a^,  a^  zusammenzieht,  d.  h.  den  Zusammenhang  der  Blätter 
längs  dieser  Linie  aufhebt,  sodaß  sie  nur  noch  über  ci^  a^  hinüber 
zusammenhängen. 

I.  Die  unzer schnittene  Fläche  ist  also  in  der  That  vom  Geschlecht  1 
gewesen  (§  3,  II). 

Man  kann  auch  leicht  ein  Integral  I.  Gattung  auf  der  Fläche 
angeben,  d.  h.  ein  Integral  einer  rationalen  Funktion  von  x  und  y, 
das  auf  der  Fläche  überall  endlich  ist.  Eine  regularisierende  Hilfs- 
variable (§  4)  können  wir  einführen: 

5)  in  einem  gewöhnlichen  Pkt.  x^  durch    x  —  x^  —  t,     dx  =  dt, 

6)  in  einem  Verzweigungspkt.  a^  durch  x  —  a^  =  t^,    dx  =  3t^dt, 

7)  in  einem  unendl.  fernen  Pkt.  durch  x  =  t-'^,  dx=  —  t-^dt\ 

soll  also  eine  rationale  Funktion  B(x,  y)  von  x  und  y  zu  einem 
überall  endlichen  Integral  fR  [x,  y)  dx  führen,  so  ist  dazu  notwendig 
und  hinreichend,  daß  R  auf  der  Fläche  überall  regulär  ist  (in  dem 
§  4,  II  definierten  Sinne),  außer  in  den  Verzweigungspunkten,  in 
denen  sie  Pole  zweiter  Ordnung  haben  darf,  und  daß  R  im  Un- 
endlichen in  jedem  Blatte  mindestens  von  der  zweiten  Ordnung  Null 
wird.  Anders  ausgedrückt:  es  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 
Ry^  auf  der  Fläche  überall  regulär  ist.  Eine  überall  reguläre 
Funktion  der  Fläche  ist  aber  eine  Konstante;  das  kann  hier  ebenso 
wie  in  §  5  bewiesen  werden.  Also  folgt: 
II.  Das  Integral: 


«)  .  =  /i 


dx 

2~ 
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ist  ein  Integral  erster  Gattung;  und  jedes  andere  Integral  erster  Gattung 
der  Fläche  kann  sich  von  ihm  nur  durch  einen  konstanten  Faktor 
unterscheiden. 

Die  Periodicitätsmoduln  dieses  Integrals  an  den  Querschnitten  Ä,  B 
stehen  in  einem  einfachen  Zusammenhang.  Denn  wir  können  durch 
erlaubte  Abänderung  von  B  erreichen,  daß  er  durch  cyklische  Ver- 
tauschung der  Blätter  (1,  2,  3)  aus  A  hervorgeht.     Es  ist  also: 


^)  /=^/ 


und  folglich  nach  §  6,  VIII: 

10)  20,3  =  -6^2<»l  =  (1  +  41/3). 2«,. 

Ganz  wie  im  VI.  Abschnitt  können  wir  nun  beweisen: 

III.  X  und  y  und  überhaupt  alle  rationalen  Funktionen  von  x  und  y 
sind  elliptische  Funktionen  von  u; 

und  zwar  wegen  der  Relation  (10)  elliptischer  Funktionen  der 
speziellen  in  §  90  untersuchten  Art. 

Wollen  wir  explicite  Ausdrücke  dieser  Funktionen  haben,  so 
müssen  wir  zunächst  die  untere  Grenze  des  Integrals  u  festlegen. 
Legen  wir  sie  etwa  nach  ßj^,  so  gehört,  wenn  der  Wert  u  dem 
Punkt  [x,  y)  entspricht,  der  Wert  su  zu  {x,  ey)  und  der  Wert  s^u 
zu  {x,  e^y.  Ausdrücke  für  pu  und  p'u  erhalten  wir  dann  durch 
folgende  Überlegungen: 

Durch  Wegschaffen  der  Nenner  und  Benutzung  der  Relation  (2) 
kann  die  allgemeinste  rationale  Funktion  von  x  und  y  zunächst 
auf  die  Form  gebracht  werden: 

in  der  die  a,  b  rationale  ganze  Funktionen  von  x   allein  bedeuten. 
Multipliziert  man  dann  im  Zähler  und  Nenner  mit 

(^0  +  6^iy  +  ^n,y^)[b,  +  sn^yJr  sb,y') 
und  benutzt  abermals  die  Relation  (2),  so  erhält  man  die  andere  Form : 

12)  R  {x,  y)  =  r,  {x)  +  y  r,  {x)  +  y^  r,  (x), 

in  der  r^,  r^,  r^  rationale  Funktionen  von  x  sind. 

Da  p{6u)  =  epu  ist,  so  folgt,  daß  wir  für  pu  speziell  einen 
Ausdruck  der  Form  erhalten  müssen: 

13)  pu=yr^[x). 


320     Algebraisch-geometrische  Anwendungen  der  elliptischen  Funktionen. 


Diesen  müssen  wir  nun  so  bestimmen,  daß  er  für  x  =  a^  von  der 
zweiten  Ordnung,  sonst  aber  nirgends,  oo  wird.  Es  muß  also  r^  {x) 
überall,  aucb  im  Unendlichen,  endlich  sein,  ausgenommen  in  x  =  a, 
wo  es  (auf  der  Fläche  betrachtet)  von  der  dritten  Ordnung  unendlich 
werden  darf.  (In  x  =  a^  und  x  =  a.^  dürfte  es  von  der  ersten  Ord- 
nung unendlich  werden,  aber  das  kann  eine  rationale  Funktion 
von  X  allein  nicht;  also  muß  es  auch  dort  endHch  bleiben.)  Im 
Unendlichen  muß  es  überdies  von  der  ersten  Ordnung  Null  werden. 
Diese  Eigenschaften  hat  nur 


die  Konstante   bestimmt   sich    aus    der  Vergleichung    der  Anfangs- 
glieder der  Entwicklungen.     Man  erhält  so:^ 


i4\  üM  =  -^-  ^ ^'  ^"^^  =  r(«i)y^o  -.Vi-g  -  "^o) (a;  -  ftg) 

und  daraus  durch  Differentiation: 

^  =  ll  --—  +  \  — f  -^^\y\ 

pu         l'^cc  —  «0  ^ic  —  «2  ^a;  —  «ij*^' 

also: 


15) 


/'  («i) .  Oo    f  /              \    ^    (              \         2  (rc  -  «o)  (a;  -  ttj)  1 
p  u  =  '^^^  [{^-c.,)  +  (x-«„) ~- } 

[  Ol  ,     2  («0  -  «i)  («1  -  «2)  I 


27 

Eine  zweite  Differentiation  ergiebt,  da 

/"(s)  =  «oK  -«ü)(«i  -  «2) 

ist: 

Integration  daraus: 

Die  Integrationskonstante  bestimmt  man  am  bequemsten  durch 
Einsetzen  von  x  =  a^,  was 
17)  pu  =  Q,     y>„^''.n«o-'-.)i''.-»,)K-«o) 


1  Legt  man  die  untere  Grenze  in  einen  beliebigen  Punkt  {^,  rj)  der  Fläche, 
80  erhält  man: 

F{1,  hri  +  Fix,  1)?/  +  //^»?^ 

^^  = w^^ 
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ergiebt.  Es  ist  also  q^  bis  auf  einen  Zahlenfaktor  gleich  der  Dis- 
kriminante  von  f. 

Der  zweite  der  in  §  54  a.  E.  erwähnten  Ansätze  würde  hier 
auf  folgende  Überlegungen  führen:  Zieht  man  den  Schnitt  A  bis 
auf  die  gerade  Verbindungslinie  der  Verzweigungspunkte  a^^  und  a^ 
zusammen  und  bezeichnet  mit  y^  den  Wert  von  y  auf  dem  linken 
Ufer  dieser  Linie  im  ersten  Blatte,  so  erhält  man: 

«1  «0  «0 

-toN  o  r  dx    ,    r  dx       ,       ..  r  dx 

«0  «1  «1 

Zieht  man  den  Schnitt  £  durch  das  Unendliche  hindurch  auf  die 
Verbindungslinie  von  cc-^^  und  cc^   zusammen,   so   erhält  man  ebenso: 

in\  o  C    dx      ^     C  dx         ,.  .   r  dx 

Den  Punkten  a^^  und  a^  entsprechen  also  bei  unserer  Wahl  der 
unteren  Grenze,  die  in  §  40  (p.  220)  mit  u-j^  und  u,^  bezeichneten 
Nullpunkte  von  pu,  und  man  wird  so  zunächst  zu  Gleichung  (14) 
zurückgeführt.  Den  Halbperioden  dagegen  entsprechen  hier  zu- 
folge (15)  drei  Punkte  der  Fläche,  die  zu  demselben  Werte  x  ge- 
hören, also  in  den  drei  Blättern  übereinander  liegen. 


§  129.    Elliptische  Kurven. 

Wir  kehren  zurück  zur  allgemeinen  Untersuchung  der  algebraischen 
Gleichungen  zwischen  zwei  Variabein  x  und  y,  die  dadurch  identisch 
erfüllt  werden  können,  daß  man  x  und  y  als  elliptische  Funktionen 
I.  Art  einer  Hilfsvariabeln  u  darstellt.  Dazu  ist  es  vielfach  zweck- 
mäßig, sich  diese  Funktionen  nach  Anleitung  von  §  22  als  Quo- 
tienten von  Sigmaprodukten  dargestellt  zu  denken;  dabei  darf  man 
unbeschadet  der  Allgemeinheit  annehmen,  daß  die  beiden  i^usdrücke 
für  X  und  y  denselben  Nenner  haben,  da  man  sie  ja  auf  gemein- 
samen Nenner  bringen  kann.     Man  erhält  so  den  Ansatz: 


1)  X   =  ^      ~ 

oder: 


BuitKUAiiDT,    Funktionen.     II.  21 
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Ein  etwa  allen  drei  Produkten  gemeinsamer  Faktor  würde  be- 
deutungslos sein  und  weggelassen  werden  können;  dagegen  dürfen 
wir  den  Fall  nicht  ausschließen,  daß  zwei  von  den  drei  Produkten 
einen  gemeinsamen  Faktor  haben.  Die  Anzahl  der  Faktoren  ist  in 
allen  drei  Produkten  nach  §  22,  (2)  dieselbe  und  die  Konstanten 
a,  b,  c  genügen  nach  §  22,  (3)  den  Gleichungen: 

Deuten  wir  x  und  i/  als  Kartesische  Koordinaten  eines  Punktes 
der  Ebene,  so  stellen  die  Gleichungen  (1)  oder  (2)  eine  ebene  Kurve 
dar.  Die  Form  dieser  Gleichungen  legt  es  nahe,  durch  die 
Substitution : 

4)  x  =  ^y     1/  =  — 

Xq  Xq 

zu  homogenen  Koordinaten  überzugehen  und  die  Gleichungen  unter 
Einführung  eines  für  diese  geometrische  Darstellung  bedeutungs- 
losen Proportionalitätsfaktors  n  so  zu  schreiben: 


5) 


Q  ^2  =  Yl^i^-h)         {k=l,2...  n). 


Man  wird  dann  zweckmäßigerweise  von  der  Benutzung  des  Kar- 
tesischen Koordinatensystems  überhaupt  absehen  und  unter  x^^  x^,  x^ 
irgendwelche  Dreieckskoordinaten  eines  Punktes  der  Ebene  verstehen. 
Denn  man  erkennt,  daß  die  Darstellung  in  der  Form  (5)  von  der 
Wahl  des  Koordinatendreiecks  insofern  unabhängig  ist,  als  eine 
Kurve,  die  für  irgend  ein  Koordinatendreieck  in  dieser  Gestalt  sich 
darstellen  läßt,  für  jedes  Koordinatendreieck  eine  solche  Darstellung 
zuläßt.  Der  Übergang  von  einem  Fundamentaldreieck  zu  einem 
andern  geschieht  nämlich  durch  eine  homogene  lineare  Substitution; 
wegen  der  Relationen  (3)  ist  aber  jede  homogene  lineare  Verbindung 
von  x^,  x^,  x^  eine  jACOBische  Funktion  n^^^  Ordnung  und  läßt  sich 
als  solche  auf  Grund  von  §  40,  IV  als  Sigmaprodukt  derselben  Art 
darstellen,  wie  sie  in  (5)  auftreten. 

Von  dieser  Formulierung  aus  gelangt  man  nun  zu  folgender 
Verallgemeinerung:  Man  bezeichne  mit  x^,  x^  .  .  .  x^  homogene 
Koordinaten  eines  Punktes  in  einem  Räume  von  wi  —  1  Dimensionen 
und  setze: 

6)  (>^,=  ^^;-W  (e=l,2...m), 
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wo  T.[u)  gleichändrige  jACOBische  Funktionen  n^^""  Ordnung  bedeuten 
sollen,  die  nicht  alle  einen  gemeinsamen  Nullpunkt  haben.  Be- 
trachtet man  dann  u  allein  als  variabel,  so  stellen  diese  Gleichungen 
eine  Kurve  in  dem  genannten  Räume  dar.  Man  nennt  eine  solche 
Kurve  eine  elliptische  Kurve.  Sie  hat  mit  jeder  linearen  Mannig- 
faltigkeit (m  —  2)t«^  Dimension  dieses  Raumes,  der  sie  nicht  ganz 
angehört,  m  Punkte  gemein.  Denn  jede  lineare  homogene  Verbindung 
der  x^  ist  eine  mit  den  l\[u)  gleichändrige  jACOBische  Funktion, 
hat  also  nach  §  37,  IV  gerade  n  Nullpunkte,  wenn  sie  nicht 
identisch  Null  ist. 

Nun  giebt  es  nach  dem  ÜERMiTEschen  Satz  (§  40,  V)  nicht 
mehr  als  n  voneinander  linear  unabhängige  jACOBische  Funktionen 
n^^^  Ordnung.  Ist  also  m  y  n,  so  müssen  zwischen  den  m  Funk- 
tionen 1\  [u)  notwendig  n  —  m  verschiedene  homogene  lineare  Re- 
lationen identisch  bestehen;    mit  andern  Worten,  es  gilt  der  Satz: 

I.  Ist  m  y  n,  so  liegt  die  durch  die  Gleichungen  (6)  dargestellte 
Kurve  ganz  in  demjenigen  linearen  Räume  von  geringerer  Dimensionen- 
zahl,  der  durch  diese  Relationen  aus  dem  zuerst  angenommenen  Räume 
ausgeschieden  ivird. 

II.  Ist  m  =  n  und  sind  die  l\(u)  voneinander  linear  unabhängig , 
so  nennen  wir  die  Kurve  (2):  elliptische  Normalkurve  des  Raumes 
von  (m  —  1)  Dimensionen. 

Ist  m  <  n  und  sind  die  T.[u)  voneinander  linear  unabhängig, 
so  können  wir  nach  dem  positiven  Teil  des  ÜERMiTEschen  Satzes 
(§  43)  noch  n  —  m  von  ihnen  und  voneinander  linear  unabhängige 
und  mit  ihnen  gleichändrige  Funktionen  T^^  ^  ^  (w)  .  .  .  1\  [u)  angeben. 
Wir  können  ferner  unsern  Raum  R^  als  in  einem  Räume  R^  von 
n  —  \  Dimensionen  gelegen  denken,  in  welchem  x^,  x,^  .  .  .  .  x^^, 
x^^^j^^,  .  .  .  x^  homogene  Punktkoordinaten  sind;  die  Gleichungen: 

7)  Qx.^  T.[u)         (e  =  1,  2,  .  .  .  //?,  m  +  1 ,  .  .  .  n) 

stellen  dann  eine  elliptische  Normalkurve  dieses  Raumes  dar.  Aus 
ihr  entsteht  die  Kurve  (6),  indem  man  sie  [m  —  ?2)mal  je  von  einer 
Ecke  des  Koordinatensystems  aus  auf  die  gegenüberliegende  Mannig- 
faltigkeit projiziert.     Es  gilt  also  der  Satz: 

III.  Jede  elliptische  Kurve  n^*^''  Ordnung,  die  in  einem  ebenen 
Raum  von  weniger  als  n  —  1  Dimensionen  liegt,  läßt  sich  als  Projektion 
einer  elliptischen  Normalkurve  des  Raumes  von  n  Dimensionen  ansehen. 

Umgekehrt  wird  durch  eine  solche  Projektion  aus  der  Normal- 
kurve des  R^  im  allgemeinen  eine  elliptische  Kurve  n^^^  Ordnung 
des  R^  erhalten.     Eine  Ausnahme  tritt  nur  dann   ein,  wenn  einer 

21* 
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oder  mehrere  der  successive  zum  Projektionscentrum  gewählten 
Punkte  auf  der  Kurve  selbst  liegen.  Dann  haben  nämlich  die  übrig 
bleibenden  Funktionen  T.,  als  Sigmaprodukte  dargestellt,  einen  oder 
mehrere  Faktoren  gemein;  streicht  man  diese  weg,  so  sieht  man, 
daß  die  erhaltene  Projektion  in  diesem  Falle  von  niedrigerer  als  der 
y^ten  Ordnung  wird. 


§  130.    Die  ebene  Kurve  dritter  Ordnung  ohne  singulare  Punkte. 

Betrachten  wir  zunächst  den  speziellen  Fall  m  =  3,  n  =  S; 
seien  also  in  den  Gleichungen: 

1)  0^1  =  ^1  (w),       9  x^  =  ^2  M,       Q  ^3  =  ^3  (^) 

1\,  T^,  T^  drei  voneinander  linear  unabhängige  gleichändrige 
jACOBische  Funktionen  dritter  Ordnung.  Die  erste  Frage  ist,  ob 
zu  inkongruenten  Werten  ?/  auch  immer  verschiedene  Punkte  der 
Kurve  gehören.  Dabei  dürfen  wir  annehmen,  es  sei  bereits  das 
„wirkliche"  Periodenparallelogramm  der  aus  den  T  durch  Division 
hervorgehenden  elliptischen  Funktionen  eingeführt;  dann  folgt 
aus  §   127,  III: 

I.  Wenn  zu  jedem  Punlde  der  Kurve  inkongruente  Werte  von  u 
fjeh'ören^  lassen  sich  die  beiden  Quotienten  T^ (u) :  T^ (u)  und  T^ (u) :  T^ (u) 
als  rationale  Funktionen  einer  Hilf svar  iah  ein  t  darstellen^  die  seihst 
eine  elliptische  Funktion  von  u  ist 

Eine  elliptische  Funktion  erster  Ordnung  giebt  es  überhaupt 
nicht  (§  14,  VI);  durch  eine  elliptische  Funktion  IL  Ordnung  läßt 
sich  eine  solche  III.  Ordnung  nicht  rational  darstellen.  Folglich 
muß  t  eine  elliptische  Funktion  dritter  Ordnung  von  ?^  und  T^'-T,^i 
T,^'-T^  müssen  lineare  Funktionen  von  ihr,  also  (I,  §  14,  VI)  auch 
voneinander  sein.     Daraus  folgt: 

II.  In  diesem  Falle  stellen  die  Gleichungen  (1)  eine  (dreifach 
überdeckt  zu  denkende)  gerade  Linie  vor. 

In  jedem  andern  Falle  gehören  zu  inkongruenten  Werten  von  u 
im  allgemeinen  auch  verschiedene  Punkte  der  Kurve.  Ja  man  kann 
sogar  zeigen,  daß  das  ausnahmslos  gilt.  Denn  wenn  etwa  zu  zwei 
inkongruenten  Werten  7/j,  u.^  derselbe  Punkt  der  Kurve  gehörte,  so 
könnte  man  wegen  §  129  unbeschadet  der  Allgemeinheit  annehmen, 
es  sei  der  Punkt  x^  =x^  =  0]  dann  hätten  '1\  und  T^  zwei  und 
folglich  nach  §  40,  IV  auch  den  dritten  Nullpunkt  gemein,  unter- 
schieden sich  also  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  und  die  Be- 
dingungen des  Satzes  I  wären  erfüllt. 
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Bilden  wir  dann  eine  homogene  lineare  Funktion  der  x: 

Ä  [x]  —^  a^  x^  -f  «2  ^'2  "^  %  ^"3  > 

so  wird  dieselbe  eine  mit  den  1\{il)  gleichändrige  Funktion,  hat 
also  auch  drei  Nullpunkte.  Da  jedem  von  diesen  nur  ein  Kurven- 
punkt entspricht,  so  folgt: 

III.  Die  Kurve  (1)  hat  mit  jeder  Geraden  A  (x)  =  0  drei  Funkle 
gemein,  ist  also  von  der  dritten  Ordnung. 

Kein  Punkt  der  Kurve  kann  die  Eigenschaft  haben,  daß  jede 
durch  ihn  gehende  Gerade  die  Kurve  nur  noch  in  einem  von  ihm 
verschiedenen  Punkt  schneidet.  Denn  wäre  das  für  den  Punkt 
x^  =  x^  =  0  der  Fall  (der  ja  beliebig  ist),  so  hätten  1\  und  1\  einen 
doppeltzählenden  Nullpankt  gemein;  daraus  würde  wie  oben  folgen, 
daß  sie  sich  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden.  Es 
gilt  also  der  Satz: 

IV.  Außer  im  Falle  des  Satzes  I  hat  die  durch  die  Gleichungen  {1) 
dargestellte   Kurve  keinen  singulären  Funkt. 

Eine  ganze  homogene  Funktion  n^^^  Grades  der  x  wird  durch  u 
ausgedrückt  eine  jACOBisch*e  Funktion  der  Ordnung  3  n ,  hat  also 
Sn  Nullpunkte.     Daraus  folgt: 

V.  Die  Kurve  (1)  hat  mit  jeder  algebraischen  Kurve  n^^^  Ordnung 
3  n  Funkte  gemein. 

Sei  Cn{x)  =  0  die  Gleichung  einer  solchen  Kurve,  A[x)  =  0  die 
irgend  einer  geraden  Linie.  Dann  ist  der  Quotient  C„:  ^i",  als  Funk- 
tion von  X  betrachtet,  eine  elliptische  Funktion  erster  Art.  Be- 
zeichnet man  also  mit  a  die  Summe  der  Nullpunkte  von  A,  mit 
Mj,  u^  .  .  .  Wg^^  die  Nullpunkte  von  C^,  so  ist  nach  dem  AßELSchen 
Theorem: 

2)  Mj  +  ^2  +  .  .  .  +  Wg^  =  na     (modd.  Per.), 

also  unabhängig  davon,  welche  C^  man  gewählt  hat.  Insbesondere 
ist  diese  Summe  für  jede  gerade  Linie  gleich  a.  Der  Wert  dieser 
Konstanten  a  hängt  ab  von  der  Wahl  des  Nullpunkts  in  der  z<-Ebene; 
unbeschadet  der  Allgemeinheit  können  wir  ihn  so  gewählt  denken, 
daß  a  =  0  wird.     Dann  gilt  der  Satz: 

VI.  Die  3  n  Schnittpunkte  unserer  Kurve  dritter  Ordnung  mit  irgend 
einer  Kurve  n^^^  Ordnung  sind  durch  die  Relation  verbunden 

3)  Wj  +  ^2  +  •  •  •  +  "3n  ==   0     (modd.  Per.). 

Sind  umgekehrt  auf  unserer  Kurve  3  n  Punkte  gegeben,  deren 
Argumente  u  -der  Relation    (2),    bezw.   (3)    genügen,    so    kann    man 
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nach  §  22,  I  stets  eine  mit  den  n^^  Potenzen  der  T.  gleichändrige 
jACOBische  Funktion  (3  w)*^^  Ordnung  bilden,  die  alle  diese  Punkte 
zu  Nullpunkten  hat.  Eine  solche  Funktion  läßt  sich  aber  stets  als 
ganze  homogene  Funktion  n^^"^  Grades  von  T^,  T^,  T^  darstellen. 
Denn  zwischen  den  T^,  T^^  T^  kann  keine  andere  homogene  Relation 
bestehen,  als  die  Gleichung  dritten  Grades  f^[x^,x^jX^  =  0,  die 
eben  unsere  Kurve  vorstellt,  und  natürlich  diejenigen  Relationen 
M.f  =  0,  die  aus  ihr  durch  Multiplikation  mit  irgend  einer  homo- 
genen Funktion  M  entstehen;  bestände  darüber  hinaus  noch  eine 
weitere,  so  würde  man  durch  Elimination  von  1\  zu  einer  homogenen 
Relation  zwischen  T^  und  1\  allein  gelangen  können,  sodaß  1\  und  T^ 
nicht  linear  unabhängig  wären,  gegen  die  Voraussetzung.  Sei 
x^'^x^ß x^y  [a  -\-  ß  -\-  y  =  ^)  ein  Glied,  das  in  /'  wirklich  vorkommt, 
so  kann  demzufolge  keine  Relation  n^^"^  Grades  allein  zwischen  den- 
jenigen Produkten  von  Potenzen  der  x  bestehen,  die  durch  ar^«  x^ß  x^y 
nicht  teilbar  sind.  Also  sind  diese  Produkte  linear  unabhängig; 
und  da  ihre  Anzahl  in  jedem  Falle  =  3  tz  ist,  so  folgt,  daß  sich  jede 
mit  ihnen  gleichändrige  jACOBische  Funktion  (3  n)^"^  Ordnung  linear 
durch  sie  ausdrücken  läßt.     Also  gilt  der  Satz: 

VII.  Wenn  3  n  Punkte  unserer  Kurve  durch  die  Relation  (3)  ver- 
bunden sind,  giebt  es  stets  (mindestens)  eine  durch  sie  hindurchgehende 
Kurve  n^^^  Ordnung,  die  die  gegebene  Kurve  dritter  Ordnung  nicht  als 
Bestandteil  enthält. 

Aus  diesen  Sätzen  ergeben  sich  eine  Reihe  von  Anwendungen 
mit  Hilfe  der  Teilungsprobleme  (§§  104  und  114).  Nehmen  wir  z.  B. 
einen  Schnittpunkt  einer  Geraden  als  gegeben  an  und  verlangen  die 
Gerade  so  zu  bestimmen,  daß  die  beiden  andern  Schnittpunkte  zu- 
sammenfallen (mit  andern  Worten,  verlangen  wir  von  einem  ge- 
gebenen Punkt  der  Kurve  selbst  aus  Tangenten  an  sie  zu  ziehen) 
so  muß: 

4)  2  «2  ^  —  ^1  +  ö 

sein.  Die  Aufgabe,  u^  aus  dieser  Gleichung  zu  bestimmen,  ist  das 
allgemeine  Zweiteilungsproblem;  sie  hat  nach  §§113  und  114  vier 
Lösungen.     Ist  u^  eine  von  ihnen,  so  sind  die  drei  andern: 

5)  ^^^  +  Wj,     u^  -\-  (d^,     u^  -\-  w^. 

Sei  ferner  verlangt,  die  Wendetangenten  der  Kurve  zu  bestimmen, 
d.  h.  diejenigen  Geraden,  die  drei  zusammenfallende  Punkte  mit  ihr 
gemein  haben,  so  ist  das  auszudrücken  durch: 

C)  Zu-E-a,    . 
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Das  ist  das  allgemeine  Dreiteilungsproblem,  das  neun  Lösungen  hat; 
ist  eine  derselben  ii^,  so  sind  sie: 


7) 


.     2  «o  ,     2  o),  +  2  W3  ,     4  Wi  +  2  «3 

«i  +  V.  «1+-V-  '  "1  +  — 3 — 


Mah  sieht  übrigens,  daß  die  oben  zur  Vereinfachung  gemachte  An- 
nahme, a  sei  gleich  Null,  darauf  hinauskommt,  daß  man  den  Wert 
11,  =  0  einem  Wendepunkt  der  Kurve  zuordnet. 

Aus  den  Argumenten  (7)  der  Wendepunkte  ergeben  sich  ihre 
Gruppierungs Verhältnisse.     Man  erkennt  zunächst: 

VIII.  Jede  Gerade,  die  zwei  Wendepunkte  verbindet,  schneidet  die 
Kurve  noch  in  einem  dritten   Wendepunkt. 

Drei  solche  Punkte: 

w,  +  2_^_«^L+^i^^^L:^      (^  =  1^  2,  3) 

liegen  nämlich  nach  VII  auf  einer  Geraden,  wenn  die  beiden  Kon- 
gruenzen erfüllt  sind: 

X^  +  ^2   +  Zg  EE  0,        ^j   +  ^2  +  /^3  '=  ö       (^Od-   3)- 

Diese  Kongruenzen  gestatten  aber  zwei  von  den  drei  Wendepunkten 
beliebig  anzunehmen;  der  dritte  ist  dann  durch  sie  bestimmt. 
Solcher  ,, Wendelinien"  giebt  es: 

9.8        j2; 


3! 

denn  den  ersten  Wendepunkt  kann  man  auf  neun  Arten  wählen,  den 
zweiten  dann  noch  auf  acht  Arten;  bei  dieser  Art  abzuzählen,  wird 
aber  jede  Wendelinie  3!  mal  erhalten.  In  dem  Schema  (7)  liegen 
je  die  drei  Punkte  einer  Horizontalreihe  auf  einer  Geraden,  ebenso 
je  die  drei  Punkte  einer  Vertikalreihe,  endhch  je  drei  Punkte,  die 
ein  Glied  der  Determinante  geben  würden,  wenn  man  das  Schema 
als  eine  solche  behandeln  würde.     Daraus  folgt: 

IX.  Die  zioö'lf  Wendelinien  ordnen  sich  zu  vier  „Wendedreiecken'^ 
zusammen,  deren  jedes  sämtliche  neun   Wendepunkte  enthält. 

Eine  ähnliche  Frage  ist  die  nach  den  „sextaktischen"  Punkten. 
Da  ein  Kegelschnitt  von  fünf  Konstanten  abhängt,  kann  man  ihn 
so    bestimmen,    daß    er    mit   unserer   Kurve    in    einem    gegebenen 
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Punkte  u^  fünf  konsekutive  Punkte  gemein  hat  (eine  Berührung 
vierter  Ordnung  mit  ihr  eingeht);  der  sechste  Schnittpunkt  ist  dann 
durch  die  Kongruenz: 

8)  5  Wj  -\-  Uq-^^  2  a    (modd.  Per.) 

bestimmt.  Er  ist  im  allgemeinen  von  dem  gegebenen  Punkt  ver- 
schieden und  fällt  nur  in  dem  Falle  mit  ihm  zusammen,  daß 

9)  6«!  ^  2  a     (modd.  Per.) 

ist.  Es  giebt  36  verschiedene  Punkte,  deren  Argumente  dieser 
Kongruenz  genügen;  unter  ihnen  sind  aber  die  neun  Wendepunkte, 
für  die  der  sechspunktig  berührende  Kegelschnitt  in  die  doppelt 
gezählte  Wendetangente  ausartet.  Nur  die  27  übrigen  Punkte  sind 
eigentliche  sextaktische  Punkte;  sie  ordnen  sich  den  Wendepunkten 
in  der  Weise  zu,  daß  zu  jedem  Wendepunkt  u^  drei  sextaktische 
Punkte: 

gehören.  Diese  liegen  nach  VII  auf  einer  Geraden,  „d^r  harmoni- 
schen Folaren  des   Wendepunkts'-''. 


§  131.    Kanonische  Koordinatensysteme  für  die  ebene  Kurve 
dritter  Ordnung. 

Die  Sätze  über  die  Wendepunkte  gestatten,  die  Gleichung  der 
Kurve  durch  Einführung  geeigneter  Koordinatensysteme  auf  zwei 
sehr  übersichtliche  Formen  zu  bringen. 

Wählt  man  erstens  eine  Wendetangente  ?/  =  0,  die  zugehörige 
harmonische  Polare  und  irgend  eine  Gerade  durch  den  Wendepunkt 
zu  Seiten  des  Koordinatendreiecks,  so  erhält  man  bei  passender  Be- 
stimmung des  Einheitspunktes  Gleichungen  der  Form: 


1) 


—  ^^ 


()  x\    =   <7"  U  , 


o  ö■(^«  —  w,)  (7  {u  —  W2)  tJ  {u  —  W3) 

C ■ ; 

(TWi    (TWg   ^^«^3 

y  {u]  IT  (u  +  (i)  a  (u  —  a) 


oder  nach  §  23,  (1)  und  (14): 

^)  X  =        —  pii  —  pa,      y  =    ;   =  p  u . 
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Also  lautet  die  Gleichung  der  Kurve  in  diesem  Falle: 

4)  j/^  =  4(a,-+j(?ö)^-^2(^- +/>a) -.9^3, 

oder  wenn   man   die   dritte   Seite   des  Koordinatensystems  so  wählt, 
daß  pa  =  0  wird,  einfach: 

Wählt  man  aber  zweitens  ein  Wendedreieck   zum  Koordinaten- 
dreieck, so  erhält  man  Gleichungen  der  Form: 

/            2(oA       (       ,     2cüA 
()  X^   =  (TU        (7  l  U ^^\<7  \U  -{-    -~     \  , 

(  4(y3V     /  2wi-2w3\       /      ,      2(Ui+2w3\ 

/      ,     ia.\       1  2  m,  +2«3\       /      ,      2(U,-2W3\ 

Dann  ist:  x^^  +  x^^  -\-  x.^^  eine  ^/'-Funktion  neunter  Ordnung,  die  in 

jedem  der  neun  Wendepunkte  Null  wird. 

2  f) 
[Setzt  man  z.  B.  m  =  ~^  ,  so  wird  x^  =  0, 

/  2  w,  +  4  Wo  \        /  2  6J3  \        /  4  w,  —  2  «3  \ 

p^-3  =  "  (— "^-i  "  ("3-)  " (     T^)  ■ 

Es  ist  aber: 

,/  —  4aj,  —  2a>9  \,  . 

(2  7/1  +  2  r]s)  ( +  0,1  +  C03)  /  _  4  fj  2  a>3  N 

=  -.  ff^ j, 

^  (±-j^_23  J  ^  ^  (^«,^,+_i«.,  +  2  <.,  -  2  0.,) 

I  -  2  M,    +  4  6)3  \ 

i    ^     j' 


-  2  oji  +  4 
l-'  ^h  -  ^  Vz)  \ 

=  —  e  ^ 

also 


(2  7]^  -  2  »/s)  ( +  wi  -  W3  ) 

=  —  e  V  c!  ^  fj 


2o>,  -2co,  2,^i 

2  TJi  .  -——  +  2  »?3  .  — ^ —  — ~— 

x^  =  —  e  ^  "      .  x^  =  —  e     "^     x^, 

(wegen  §  19,  (14)]. 

Sie  kann   sich   also   von   x^,  x^,  x.^   nur  durch   einen  konstanten 
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Faktor  unterscheiden,  und  es  besteht  folglich  für  alle  Punkte  unserer 
Kurve  eine  Gleichung  der  Form: 

G)  ^1^  +  ^'2^  +  ^'3^  +  6  «^'1  •'^'2  ^3  =  0. 

Wenn  es  umgekehrt  auf  algebraischem  Wege  gelingt,  die  Glei- 
chung einer  vorgelegten  ebenen  Kurve  dritter  Ordnung  durch  Ein- 
führung eines  neuen  Koordinatendreiecks  in  eine  der  Formen  (4) 
oder  (6)  zu  transformieren,  so  ist  damit  zugleich  eine  Parameter- 
darstellung der  Kurve  der  Form  (1),  bezw.  (5)  gegeben. 


§  132.    Die  Raumkurve  vierter  Ordnung  erster  Spezies. 

Wir  nehmen  jetzt  den  Fall  n  =  4,  m  =  4  der  allgemeinen 
Untersuchung  von   §  129   vor.     Es   seien   also  in  den  Gleichungen: 

1)  O  X^   =   .7;  {U),       O  X^   =   J2  M?        (^  ^3   =   ^3  M'        Q  '^'4  =   ^4  M 

die  T  voneinander  linear  unabhängige  jACOBische  Funktionen  vierter 
Ordnung.     Dann  folgt  wie  in  §  130,  I: 

I.  Wenn  zu  jedem  Funkte  der  Kurve  (1)  inkongruente  Werte  von  u 
gehören,  lassen  sich  die  Qtwtienten  der  T  als  rationale  Funktionen  einer 
Hilfsvariaheln  t  darstellen,  die  selbst  eine  elliptische  Funktion  von  u  ist. 

Diese  elliptische  Funktion  ist  dann  entweder  vom  vierten  oder 
vom  zweiten  Grad;  die  Quotienten  der  T  sind  also  entweder  lineare 
oder  quadratische  Funktionen  von  ihr.     Daraus  folgt: 

II.  Die  Gleichungen  (1)  stellen  in  diesem  Falle  entweder  eine  vier- 
fach überdeckte   Gerade  oder  einen  doppelt  überdeckten  Kegelschnitt  vor. 

Wenn  das  aber  niclit  der  Fall  ist,  kann  man  (vgl.  §  129,  p.  322) 
unbescliadet  der  Allgemeinlieit  annehmen,  die  vier  Ecken  des  Koor- 
dinatentetraeders lägen  auf  der  Kurve  und  seien  einfaclie  Punkte 
derselben;  dann  liaben  je  drei  der  vier  T  einen,  aber  auch  nur 
einen  gemeinsamen  Faktor.  Unter  den  vier  1\  müssen  drei  sein, 
zwischen  denen  keine  lineare  homogene  Relation  bestellt;  denn  be- 
stände je  eine  solche  zwischen  je  dreien  von  ihnen,  so  bestände 
auch  eine  zwisclien  allen  vieren,  gegen  die  Voraussetzung.  Seien 
l\{u),  T^[u),  l\[u)  linear  unabhängig;  liebt  man  ihren  gemeinsamen 
Faktor,  so  sieht  man  (vgl.  §  129  a.  E.): 

III.  In  jedem  andern  Falle  ist  die  Projektion  der  Kurve  (1)  von 
einem  ihrer  Punkte  aus  auf  irgend  eine  Fbene  eine  Kurve  dritter 
Ordnung  ohne  singulare  Punkte. 
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Daraus  folgt  wegen  §  130,  IV: 

IV.  Äußer  im  Falle  I  besitzt  unsere  Kurve  keinen  singuVdren  Punkt. 
Ferner  ergeben   sich   analog  wie  §  130,  III,  V,  VI  die  Sätze: 

V.  Unsere  Kurve  hat  mit  jeder  Ebene  vier  Punkte  gemein,  ist  also 
von  der  vierten  Ordnung.  Man  nennt  sie  Bo,umkurve  vierter  Ordnung 
erster  Spezies. 

VI.  Mit  jeder  algebraischen  Fläche  n^"^'' Ordnung  hat  unsere  Kurve 
4  n  Punkte  gemein,  deren  Argumente  durch  die  Relation  verbunden  sind: 

2)  Wj  +  ?/2  +  ...  +  M4„  -  0     (modd.  Per.) 

Nicht  so  einfach  ist  die  ümkehrung  dieses  letzten  Satzes  zu 
beweisen.  Nur  den  einfachsten  Fall  n  =  l  können  wir  sofort  er- 
ledigen: denn  man  sieht,  daß  man  eine  mit  den  gegebenen  gleich- 
ändrige  jACOBische  Funktion  bilden  kann,  die  in  drei  gegebenen 
Punkten  und  also  auch  in  einem  vierten,  durch  die  Relation  (2)  mit 
ihnen  verbundenen.  Null  wird.  Da  aber  die  vier  gegebenen  Funk- 
tionen (1)  als  linear  unabhängig  vorausgesetzt  waren,  so  ist  diese 
neue  Funktion  nach  §  40,  V  als  lineare  Funktion  der  gegebenen 
darstellbar.     Daraus  folgt: 

VII.  Vier  Punkte  der  Kurve,  deren  Argumente  durch  die  Relation 
verbunden  sind: 

3)  Mj  +  ^2  +  ^3  +  ^4  ^  ö     (modd.  Per.) 
liegen  stets  in  einer  Ebene. 

Von  den  an  diesen  Satz  sich  knüpfenden  Anwendungen  der 
Teilungsprobleme  sei  hier  nur  die  Frage  nach  den  Hyperoskulations- 
ebenen  erwähnt,  d.  h.  nach  denjenigen  Ebenen,  deren  Schnittpunkte 
mit  der  Kurve  alle  vier  zusammenfallen.  Diese  Schnittpunkte  ge- 
nügen der  Kongruenz: 

4)  4?/ze0     (modd.  Per.); 

daraus  folgt  nach  §  104,  daß  ihre  Anzahl  16  beträgt.  Wählt  man 
eine  solche  Ebene,  eine  von  ihr  verschiedene  Ebene  durch  die  zu- 
gehörige Tangente,  eine  dritte  Ebene  durch  den  Berührungspunkt, 
aber  nicht  durch  die  Tangente,  und  eine  vierte  Ebene  zu  Koordi- 
natenebenen, so  kann  man  die  Gleichungen  der  Kurve,  bei  ge- 
eigneter Bestimmung  der  hierin  noch  willkürlichen  Elemente,  auf 
die  Form  bringen  (vgl.  §  131,  2): 

5)  X  =.  pu,     y=pu,     z  =  p^u. 
Hieraus  ergiebt  sich 

VIII.  eine  algebraische  Darstellung  der  Kurve,  hei  der  sie  als 
vollständiger  Schnitt  der  beiden  Flächen  zweiter  Ordnung: 
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^)  \  .^  =  Z 

erscheint. 

Jede  Gerade  einer  dieser  Flächen  zweiter  Ordnung  hat  mit  der 
Kurve  zwei  Punkte  gemein,  nämlich  diejenigen  beiden  Punkte,  in 
denen  sie  die  andere  Fläche  schneidet. 

Auch  ohne  solche  spezielle  Wahl  des  Koordinatensystems  kann 
man  sich  davon  überzeugen,  daß  unsere  Kurve  Grundkurve  eines 
Büschels  von  einfach  unendlich  vielen  Flächen  zweiter  Ordnung  ist. 
Denn  aus  den  vier  Funktionen  21  kann  man  zehn  Quadrate  und 
Produkte  bilden;  von  diesen  müssen  sich  nach  §  40,  V  mindestens 
zwei  linear  und  homogen  durch  die  übrigen  ausdrücken  lassen.  Es 
können  aber  auch,  außer  im  Falle  I,  nicht  mehr  als  zwei  von- 
einander linear  ud  abhängige  Flächen  zweiter  Ordnung  durch  die 
Kurve  gehen;  denn  der  einzige  sonst  noch  denkbare  Fall,  daß  unsere 
Kurve  in  eine  Gerade  und  eine  Eaumkurve  dritter  Ordnung  zerfiele, 
wird  dadurch  ausgeschlossen,  daß  diese  letztere  eine  rationale 
Kurve  ist. 

Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  kann  folglich  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung  gelegt  werden,  die  unsere  Kurve  ganz  enthält.  Da 
durch  jeden  Punkt  einer  solchen  Fläche  zwei  Gerade  gehen,  die 
ganz  in  ihr  liegen,  so  folgt: 

IX.  Durch    einen   Punkt    des   Raumes  gehen   im   allgemeinen  zwei 
Sehnen  der  Kurve. 
.  Daraus  folgt: 

Durch  Projektion  unserer  Kurve  von  einem  nicht  auf  ihr  ge- 
legenen Punkte  erhält  man  eine  ebene  Kurve  vierter  Ordnung  mit 
zwei  Doppelpunkten.     Wählt   man   das  Projektionscentrum   speziell: 

a)  auf  einer  Tangente  der  Kurve; 

b)  im  Schnittpunkt  zweier  Tangenten; 

c)  auf  einer  der  durch  die  Kurve  gehenden  Kegelflächen; 

d)  auf  einer  Tangente  in  einem  Hyperoskulationspunkt; 

e)  in  der  Spitze  einer  der  genannten  Kegelflächen, 
so  erhält  man  als  Projektion  bezw. 

a)  eine   ebene  Kurve  vierter  Ordnung  mit   einem  Doppelpunkt 
und  einer  Spitze; 

b)  eine  solche  mit  zwei  Spitzen; 

c)  desgl.  mit  Selbstberührung; 

d)  mit  Sclmabelspitze; 

e)  einen  doppelt  überdeckten  Kegelschnitt. 
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§  133.     Korrespondenzen  auf  elliptischen  RiEMANNSchen  Flächen. 

Wir  wollen  noch  die  folgende  Frage  beantworten: 

Auf  welche  Weise  kann,  eine  elliptische  BiEMANNsche  Fläche  so 
analytisch  auf  sich  selbst  bezogen  lüerden,  daß  jedem  ihrer  Funkte  .v 
a  Funkte  y    und  umgekehrt  jedem  Funkte  y    ß  Funkte  x    entsprechen? 

Man  sagt  dann:  man  hat  auf  der  Fläche  eine  [a,  ß)-Korrespondenz. 

Seien  die  (z  Punkte  y,  die  einem  Punkte  x  entsprechen,  in  be- 
liebiger Aufeinanderfolge  mit: 

1)  ?/,  y"  .  .  .  2/^") 

bezeichnet;  sei  ferner  allgemein: 

V 

gesetzt.     Betrachten  wir  dann  allgemein  die  Summe: 

3)  V  =  v{y')  +  V [y")  +  .  .  .  +  v(y^<^)) 

als  Funktion  von  x,  so  sehen  wir:  sie  ist  für  alle  Werte  von  x 
endlich;  und  wenn  x  einen  Perioden  weg  durchläuft,  können  sich  die  y 
nur  untereinander  permutieren,  U  kann  sich  also  nur  um  eine  von  x 
unabhängige  Größe  vermehren.   Daraus  folgt  nach  §  6,  XI  und  §  7,11: 

4)  U  =  kv  {x)  +  k^ , 

wo  k  und  Äj  von  x  unabhängige  Größen  bedeuten.  Der  zweiten 
können  wir  durch  die  Wahl  der  unteren  Grenze  der  Integrale  einen 
beliebigen  Wert,  z.  B.  den  Wert  0  erteilen;  über  die  erste  erhalten 
wir  näheren  Aufschluß,  wenn  wir  x  einen  bestimmten  Periodenweg 
durchlaufen  lassen.     Wir  finden  so  die  beiden  Gleichungen: 

5)  I        ^^  +  ß^  =  '^ 

in  denen  a,  ß,  y,  rT  ganze  Zahlen  bedeuten.  Aus  ihnen  folgt  durch 
Elimination  von  k  für  t  die  quadratische  Gleichung: 

6)  ßr^  ^(^ci-  ö)t  +  y  =  0. 

Wenn  also  die  vorgelegte  elliptische  Fläche  nicht  complexe  Multi- 
plikation (§  119)  zuläßt,  muß 

7)  ß  =  0,     €(  =  ()  =  k.     y  =  0 
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sein;  es  ist  also  dann  k  eine  c/anze  Zahl,  die  man  die  Wertigkeit 
der  Korrespondenz  nennt.  Eine  solche  Korrespondenz  nennt  man 
eine  Hertigkeitskorrespondenz]  man  kann  somit  den  Satz  aussprechen: 
-  I.  Auf  einer  nicht  singulären  elliptischen  Fläche  existieren  keine 
andern  Korrespondenzen  als    Wertigkeitskorrespondenzen. 

Um  zu  einer  algebraischen  Darstellung  solcher  Korrespondenzen 
zu  gelangen,  setzen  wir  zur  Abkürzung: 

y 
und  bezeichnen  mit  x  einen  variabeln  Punkt,  mit  g,  g"  >  -  -  y*^"^  die 
ihm     entsprechenden    Punkte;     mit    x^    einen     festen    Punkt,    mit 
y^i  Vo'  '•-yo'"'^  di®  ih^  entsprechenden;  endlich  mit  y  einen  variabeln? 
mit  t/q  einen  festen  Punkt.     Dann  ist  das  Produkt: 


«)     ^^'^-i^:S;X^-n 


ff(«/;  2/^'')) 


(^(2/oi  2/^"^)^(^;  2/o(''>) 


als  Funktion  von  g  betrachtet,  eine  Funktion  der  Fläche  (§  4  a.  E.); 
denn  wenn  g  einen  Periodenweg  durchläuft,  tritt  zu  ihr  ein  Ex- 
ponentialfaktor  (§  20,  12),  dessen  Exponent  sich  vermöge  der  Glei- 
chung (4)  und  der  entsprechenden  Gleichung  für  x^  und  die  g^^^""^  als 
Null  ergiebt.  Sie  hat  die  Punkte  ?/W  zu  Nullpunkten,  die  Punkte  y^*'"^ 
zu  Polen;  außerdem  entweder  x  zum  /*; -fachen  Nullpunkt  und  x^ 
zum  Ä- fachen  Pol  oder  x  zum  (—  A)- fachen  Pol  und  x^  zum 
(—  Ä)-faclien  Nullpunkt,  je  nachdem  k  positiv  oder  negativ  ist.  Läßt 
man  andererseits  x  einen  Periodenweg  durchlaufen,  so  sieht  man 
zunächst  nur  ein,  daß  zu  der  Funktion  F  [x,  g)  ein  Exponential- 
faktor  tritt,  dessen  Exponent  gleich: 

y 

(2  m^  7;,   +   2  ^3  ',l^)j- 


dx 


2/0 

ist,  unter  m^  und  m^  irgend  welche  ganzen  Zahlen  verstanden;  da 
aber  die  Funktion  nach  wie  vor  eine  algebraische  Funktion  von  g 
bleiben  muß,  müssen  diese  Zahlen  Null  sein,  und  es  ergiebt  sich, 
daß  F  {xy  g)  auch  als  Funktion  von  x  eine  Funktion  der  Fläche  ist. 
Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 

II.  Jede  Wertigkeitskorrespondenz  auf  einer  elliptischen  Riemann^ 
sehen  Fläche  läßt  sich  algebraisch  darstellen  durch  Nullsetzen  einer 
Funktion  F(x,g),  die  in  Bezug  auf  jedes  ihrer  Argumente  eine  Funktion 
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de?-  Fläche  ist.  Wird  x  festgehalten,  so  vnrd  F (x,  y)  als  Funktion 
von  y  k-fach  0-,  bezw.  (—  k)-fach  oo  für  x  =  y  und  je  einfach  0  in 
den  u  Funkten  yW,  die  dem  x  entsprechen;  wird  y  festgehalten ,  so 
t/dt  Analoges. 

Wir  bilden  ferner  die  Funktion: 


10)    F{x)  =  \im  ^^^'2/) 


^x  *  (^'  y)^ 


y=:X 


ff{x-XQ)a{x;yo) 


a(x;  yir)) 


iA  ^(^;2/o^'"))«-(2/o;2/^''>) 


x\uch  sie  ist  eine  Funktion  der  Fläche;  denn  wenn  x  einen  Perioden- 
weg 2  0)  durchläuft,  tritt  zu  ihr  ein  Exponentialfaktor,  dessen  Ex- 
ponent gleich  ist: 

mit  denselben  Werten  der  ganzen  Zahlen  m^  und  m^  wie  vorhin. 
Da  diese  Null  sind,  so  folgt  aus  (3)  und  der  entsprechenden  Glei- 
chung für  Xq  und  die  yQ^''\  daß  der  ganze  Exponent  0  ist,  daß  also 
F(x)  eine  Funktion  der  Fläche  ist.  Sie  wird  je  Ä-fach  oo  für  x  =  x^ 
und  X  —  y^,  je  einfach  in  den  a  Punkten  y^^'''^  und  in  den  ß  Punkten  x, 
die  dem  Punkte  y^,  als  einem  Punkte  y  entsprechen  (denn  für  diese 
fällt  je  eines  der  yW  mit  y  zusammen).  Also  muß  sie  auch 
a  -^  ß  -{-2  k  Nullpunkte  haben ;  sie  wird  aber  nur  Null,  wenn  x  mit 
einem  der  ihm  selbst  zugeordneten  Punkte  y')  zusammenfällt. 
Einen  solchen  Punkt  x  nennt  man  einen  Koincidenzpunkt  der 
Korrespondenz;  damit  kann  man  den  bewiesenen  Satz  folgender- 
maßen aussprechen: 

111.     Eine    k-wertige    [a,   ß)  Korrespondenz    auf    der    elliptischen 
Fläche  hat 

12)  C=a-\-ß-i-2k 
Coincidenzpunkte. 

Diese  Zahl  C  kann  ihrer  Bedeutung  nach  niemals  negativ  sein; 
sie  kann  aber  auch  nicht  größer  sein  als  2(a  +  ß).    Denn  setzen  wir; 

13)  ^^=   f  -^'     ^'^'=    Tt- 

J  ^/f{x)  J  Vfiz) 

und  bilden  das  Produkt: 

a 

1 4)  (I)  {x)  =  \]  [pu—p  iv^'-)) , 

r=l 
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so  sehen  wir,  daß  es  eine  elliptische  Funktion  I.  Art  von  u  ist,  da 
die  symmetrischen  Funktionen  der  id''^  solche  Funktionen  sind. 
Unbeschadet  der  Allgemeinheit  dürfen  wir  annehmen,  u  =  0,  d.  h. 
die  untere  Grenze  der  Integrale,  sei  kein  Koiiicidenzpunkt;  dann 
wird  0{x)  unendlich  von  der  Ordnung  2  cc  für  u  =  0  und  je  von 
der  Ordnung  2  in  jedem  der  ß  Punkte  u,  die  umgekehrt  dem  iv  =  i) 
entsprechen.  Also  hat  0  [x]  auch  2  a  -\-  2  ß  Nullpunkte ;  unter  diesen 
müssen  die  Koincidenzpunkte  sein.  —  Der  Schluß  versagt  in  dieser 
Form  für  Korrespondenzen,  für  die  ein  ic^''^  stets  =  —  u  ist,  da 
dann  0  (x)  identisch  Null  ist ;  aber  für  solche  ist  u  =  0  Koincidenz- 
punkt.     Es  gilt  somit  allgemein  der  Satz: 

IV.  Die  Zahlen  C  und  k  sind  durch  die  Ungleichungen  beschränkt: 

15)  0^a^2«  +  2/9,      -"4-^^Ä^-^. 

Insbesondere  giebt  es  nur  zwei  Arten,  eine  nicht  singulare 
elliptische  EiEMANNsche  Fläche  umkehrbar  eindeutig  auf  sich  selbst 
zu  beziehen,  oder  nur  zwei  Arten  von  (1,  1)  Korrespondenzen  auf 
der  Fläche:  1 -wertige  und  (—  l)-wertige.  Die  ersteren  sind  durch 
Gleichungen  der  Form: 

16)  u  +  w  =  c, 

die  letzteren  durch  Gleichungen  der  Form : 

17)  u  —  w  ^  c 

definiert.     Die  ersteren  haben  je  vier  Koincidenzpunkte : 

18)  ~y         I    +^^^'        2+^2^       1"  +  ^^3^ 

die  letzteren  keine. 

Ist  die  Gleichung  (6)  nicht  identisch  erfüllt,  so  erhält  man  aus 
den  Gleichungen  (5)  durch  Elimination  von  r  auch  für  k  eine  Glei- 
chung zweiten  Grades  (vgl.  §  119,  (5)): 

19)  ä2-(«  +  c1)k  +  n  =  0. 

Soll  die  Korrespondenz  insbesondere  eine  (1,  l)-deutige  sein,  so  muß, 
wie  man  durch  Vertauschung  von  x  und  y  in  der  Gleichung  (4) 
findet,  auch  Ijk  einer  Gleichung  derselben  Form  wie  (19)  genügen, 
d.  h.  einer  Gleichung,  in  der  der  Koeffizient  von  P  gleich  1  und 
die  übrigen  Koeffizienten  rationale  ganze  Zahlen  sind.  Das  ist  nur 
für  71  =+  1  der  Fall;  da  n  =  —  \  nach  §  119,  (7)  ausgeschlossen 
ist,  so  folgt,  daß  n  =  -\-  l  sein  muß.  Satz  II  von  §  119  giebt  dann 
das  Resultat: 
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IV.  Ändere  [1,  1)- deutige  Korrespondenzen  als  die  durch  [16) 
wild  [11)  yeqehenen  existieren  nur  in  den  i^§  89  und  90  beluindelten 
speziellen  Fiillen; 

nämlich  im  harmoiiisclien  Falle: 

20)  u  —  c=^  ±  i{w  —  c) 
mit  den  zwei  Koincidenzpunkten : 

21)  c    und    6'  +  ft>^; 
im  äqui anharmonischen  Falle: 

22)  u  —  c  =  e{w  —  c) 
mit  den  drei  Koincidenzpunkten  (vgl.  §  90,  (6)): 

23)  c,     c  +  f  (1  -  g)  «1 ,     c  -  1(1  -  €)  0)^ . 

Im  letzteren  Falle  kann  6  irgend  eine  der  vier  Größen  e'  ■'  , 
1=1,  2,  4,  5  bedeuten. 


FÜNFZEHNTER  ABSCHNITT 


Lineare  Differentialgleicliungeii  IL  Ordnung,  deren  Koeffi- 
zienten elliptische  Funktionen  und  deren  Integrale  ein- 
deutige Funktionen  der  unabhängigen  Veränderlichen  sind. 

§  134.     Der  Satz  von  Picard. 

(Obwohl  die  Sätze  dieses  Paragraphen  für  lineare  Differential- 
gleichungen beliebiger  Ordnung  gelten,  wollen  wir  uns  doch  bei 
ihrer  Entwicklung  auf  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
beschränken.) 

Es  sei  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  vorgelegt: 

Wir    müssen    die   beiden  folgenden  Sätze  als  bekannt  voraussetzen: 
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I.  In  jedem  einfach  zusammenhängenden  Bereiche^  in  dem  /j  [u) 
und  f\[u)  sich  regulär  verhalten^  existieren  zwei  nicht  bloß  um  einen 
konstanten  Faktor  verschiedene  reguläre  Funktionselemente  y^  {u),  y^  {ii\ 
deren  jedes^  in  die   Gleichung  (1)  eingesetzt,  sie  identisch  befriedigt. 

II.  Jede  in  einem  solchen  Bereiche  reguläre  Funktion  y  [u),  die  in 
die  Gleichung  {!)  eingesetzt  sie  identisch  befriedigt^  läßt  sich  als  lineare 
homogene  Kombination  der  beiden  Elemente  y^  (w),  y^  {u)  mit  von  u  un- 
abhängigen Koeffizienten  darstellen: 

2)  I/(u)  =  c^^^(u)-h  c^I/2{u). 

Wenn  man  aus  dem  Funktionenelement  y^  [u)  durch  analytische 
Fortsetzung  das  Element  y^{u  -{-  2 «)  erhält,  so  muß  dieses  nach 
I,  §  66,  IV  die  Gleichung  befriedigen: 

3)  f  +  f{^  +  2aj)y-^f,(u  +  2m)y  =  0 

(wir  gebrauchen  die  Accente  als  Zeichen  der  Differentiation  nach  u). 
Sind  f  und  f^  periodische  Funktionen  mit  der  Periode  2  co,  so  fällt 
diese  Gleichung  mit  der  ursprünglichen  (1)  zusammen.  Dann  folgt 
aus  Satz  II: 

III.  Sind  die  Koeffizienten  der  Gleichung  [1)  periodische  Funk- 
tionen von  y  mit  der  Periode  2  co;  sind  y^  [u\  y^  [u)  zwei  der  Gleichung 
genügende  linear  unabhängige  Funktionselemente  mit  einem  gemein- 
schaftlichen Definitionsbereiche;  sind  endlich  y-^[u  ■\-  2(x)),  3/2  (^  "^  ^  ^^) 
zwei  Funktions demente ,  die  aus  den  beiden  ersten  durch  simultane 
analytische  Fortsetzung   entstehen^    so    bestehen    Gleichungen    der  Form: 

I  y^{u-\-2(o)  =  «11 3/,  [u)  +  «12  y^  {u), 

\  1/2  («^  +  ^  (^)  =  «21 3^1  (^)  +  S2  3/2  W» 

in  denen  die  a.j^  von  u  unabhängige  Großen  bedeuten. 

Man  pflegt  das  kürzer,  wenn  auch  weniger  präcis,  so  aus- 
zudrücken: 

III  a.  Bei  Vermehrung  des  Arguments  um  eine  Periode  erfahren 
zwei  beliebige  linear  unabhängige  Integrale  einer  linearen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  mit  -periodischen  Koeffizienten  eine  homogene 
lineare  Substitution  mit  konstanten  Koeffizienten. 

Man  kann  nun  fragen,  ob  es  nicht  möglich  ist,  hier  eine  lineare 
Substitution  von  besonders  einfacher  Form  dadurch  zu  erhalten,  daß 
man  das  Paar  von  Integralen,  von  dem  man  ausgeht,  in  besonderer 
Weise  wählt.    Irgend  ein  Integral 

5)  yW  =  ^'i^iM  +  c2  3/2(m) 
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geht  bei  der  Substitution  (4)  über  in: 

6)       y  (m  +  2  fo)  =  («11  Cj  +  «21  ^2).^!  M  +  K2  ^'1  +  ^22  S)y2  W; 

es    wird    also    das    neue    Integralelement    gleich    einem    konstanten 
Vielfachen  des  alten  sein,  wenn  die  Gleichungen  bestehen: 

I  «11^1 +  «21^2  =  -^^1^ 

I  «12  ^1  +  «22  ^2  =  '^  S  • 

Diese  Gleichungen  können  aber  nur  dann  für  Werte  von  c^ 
und  Cg,  die  nicht  beide  gleich  Null  sind,  zusammen  bestehen,  wenn 
die  Determinante: 


8)  J){1)  = 


Null  ist,  wenn  also  mit  l  eine  Wurzel  der  Gleichung: 

9)  i>  (;l)  =  0 

oder  ausführlich  geschrieben: 

>t^  —  Kl  +  «22) '^  +  «11  «22  -  «12  «21  =  ö 
bezeichnet  wird. 

Wäre  «ij  «22  ~  ^12  ^21  ~  ^f  ^^  wären  y^  [u-\-2co)  und  y^  {u  +  2(o) 
nicht  linear  unabhängig  voneinander.  Das  kann  aber  nach  I,  §  66,  IV 
nicht  sein,  da  y^  (v)  und  y^  {u)  als  voneinander  linear  unabhängig 
vorausgesetzt  waren.  Also  hat  die  Gleichung  (9)  in  jedem  Falle 
mindestens  eine  endliche  und  von  Null  verschiedene  Wurzel.  Nimmt 
man  diese  in  den  Gleichungen  (7)  für  l,  so  giebt  es  stets  Werte 
von  Cj  und  c^,  die  diese  Gleichungen  befriedigen  und  nicht  beide 
gleich  Null  sind.     Also  gilt  der  Satz: 

IV.  Unter  den  Integralen  der  Gleichung  (/)  ist  unter  den  an- 
gegebenen Voraussetzungen  stets  mindestens  eines ,  das  sich  bei  Ver- 
mehrung des  Arguments  um  eine  Periode  bis  auf  einen  konstanten 
Faktor  reproduziert. 

Will  man  über  diesen  Satz  hinaus  tiefer  eindringen,  so  muß 
man  verschiedene  Fälle  unterscheiden: 

1.  Die  Gleichung  {8)  hat  zwei  verschiedene   Wurzeln  X^   und  l^. 

Dann  gehört  zu  jeder  dieser  Wurzeln  ein  Integral  der  Glei- 
chung (1),  das  bei  Vermehrung  des  Arguments  um  eine  Periode 
diese  Wurzel  zum  Multiplikator  hat: 

^Q.  (  yi(«^  +  2«)  =  Aiyi(z^), 

1  y^{u  +  2w)  =  l^Vi^^)' 

22* 
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Diese  beiden  Integrale  müssen  linear  unabhängig  sein;  denn  wenn 
sie  sich  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  unterschieden,  müßten 
sie  denselben  Multiplikator  haben. 

2.  Die  Gleichung  {9)  hat  nur  eine  (Doppel-)Wurzel  Aj. 

Dann  sind  wieder  zwei  Unterfälle  zu  unterscheiden: 

2A.  Nicht  alle  Unter determinanten  der  Determinante  [8)  werden 
Null,  wenn  man  A  =  /Ij  setzt. 

Dann  geben  die  Gleichungen  (7)  für  l  =  l^  einen  wohlbestimmten 
Wert  des  Koeffizientenverhältnisses  c^ :  Cg ;  es  giebt  also  in  diesem 
Unterfall,  abgesehen  von  einem  konstanten  Faktor,  nur  ein  Integral 
der  Gleichung  (1),  das  Aj  zum  Multiplikator  hat.  Wir  können  an- 
nehmen, dieses  Integral  sei  als  das  oben  mit  y^  bezeichnete  ge- 
wählt, so daß: 

«11   =  ^1^       «12  =  0 

sei  und  die  Gleichung  (8)  sich  auf: 

(«11  -  A)(a22  - '^)  =  0 

reduziert.  Wäre  nun  «22  ^^^  «11  verschieden,  so  hätte  diese  Glei- 
chung noch  eine  von  A^  verschiedene  Wurzel  (nämlich  eben  «22)' 
und  es  gäbe  folglich  noch  ein  Integral  der  Gleichung  (1),  das  diese 
Wurzel  zum  Multiplikator  hätte,  entgegen  dem,  was  oben  bewiesen 
ist.  Also  muß,  wenn  wir  die  angegebene  Verfügung  über  y^  treffen, 
«22  =  «11  j  «12  =  ^  werden;  und  jedes  von  y^  linear  unabhängige 
Integral  hat  die  Eigenschaft,  daß: 

11)  ,    y^[u-\-2M)  =  a^^y^{u)  +  \y^{u) 

ist.     Der  Quotient  yjy-^  erfüllt  in  diesem  Falle  die  Gleichung: 

|2\  2/2  (^  4-  2  6j)   ^   y^ju)     ,    «2L 

>  y^(u  +  2,m)         y^{u)  "*"    A^  ' 

2B.  Alle  Unterdeterminanten  der  Determinante  [8)  werden  Null, 
wenn  man  A  =  Aj  setzt,  mit  andern  Worten,  es  ist  ein  =  «22  ~  ^'v 
«12  =  «21  ^  0. 

Dann  sieht  man,  daß  jedes  Integral  der  Gleichung  (1)  bei  Ver- 
mehrung des  Arguments  um  2  co  sich  bis  auf  den  konstanten  Faktor  Aj 
reproduziert;  wenn  man  zwei  beliebige  linear  unabhängige  Integrale 
mit  y^  und  y^  bezeichnet,  genügen  sie  den  Gleichungen  (10) 
für  A2  =  Aj . 

Wir  nehmen  nun  Aveiter  an,  die  Koeffizienten  der  vorgelegten 
Gleichung  hätten  außer  der  einen  Periode  2wj  noch  eine  zweite  2(ß^\ 
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übrigens  halten  wir  an  der  Voraussetzung  fest,  daß  sie  eindeutige 
Funktionen  von  w  seien.  Sollen  dann  auch  die  Integrale  eindeutige 
Funktionen  von  u  sein,  so  gelten  für  die  zweite  Periode  analoge 
Folgerungen,  wie  für  die  erste;  auch  zu  ihr  gehört  eine  lineare 
liomogene  Substitution  mit  konstanten  Koeffizienten. 

Die  nächste  Frage  ist  nun:  können  die  beiden  linearen  Sub- 
stitutionen A^  und  ^3,  die  der  Vermehrung  des  Arguments  bezw. 
um  die  eine  und  die  andere  Periode  entsprechen,  ganz  unabhängig 
voneinander  gewählt  werden  oder  besteht  zwischen  ihnen  eine  Be- 
ziehung? Man  erkennt  sofort,  daß  das  letztere  der  Fall  sein  muß. 
Denn  man  erhält  dasselbe  Eesultat,  ob  man  u  erst  um  2  w^  und 
dann  um  2  Wg  vermehrt,  oder  erst  um  2  co^  und  dann  um  2  coy 
Sollen  also  die  2/  eindeutige  Funktionen  von  ?/  werden,  so  muß  man 
dasselbe  Eesultat  erhalten,  ob  man  auf  sie  erst  die  Substitution  Ä^ 
und  dann  die  Substitution  A.^  anwendet,  oder  ob  man  umgekehrt 
verfährt;  mit  andern  Worten,  es  gilt  der  Satz: 

V.  Erfahren  zwei  eindeutige  Funktionen  von  u  bei  Vermehrung  des 
Arguments  um  je  eine  Periode  je  eine  homogene  lineare  Substitution, 
so  müssen  diese  Substitutionen  untereinander  vertauschbar  sein. 

Wenn  wir  näher  untersuchen  wollen,  wann  das  der  Fall  ist, 
können  wir  annehmen,  die  eine  der  beiden  Substitutionen  sei  schon 
auf  eine  der  oben  angegebenen  Normalformen  gebracht,  mit  andern 
Worten,  es  seien  g^  und  g^  so  gewählt,  daß  ihr  Verhalten  bei  Ver- 
mehrung des  Arguments  um  die  erste  Periode  entweder  durch  die 
Gleichungen  (10)  oder  durch  die  Gleichungen  (11)  angegeben  wird. 
Sollen  dann  außerdem  noch  die  Gleichungen  bestehen: 

^3.  1  3/1  (w  +  2  «3)  =  ^11  g^  (w)  +  ^12  7/2  (m), 

I  .^2  (^'  +  2  (o^)  =  ^21  g^  {u)  +  ^22  ^2  i^)^ 

so  erhält  man  im  ersten  Falle: 

9ii  K  y\  +  ^12  K  ^2  =  -^1  (^11  y\  +  9x2  3/2)^ 


14) 

9ix  K  Vi  +  922  K  92  =  ^^2  (.^21  Vi  +  ^22  92) 

Sind  Aj  und  l^  verschieden,  so  bestehen  diese  Gleichungen  nur 
dann  identisch,  wenn  g^^  und  g^^  Null  sind.  Dann  verhalten  sich 
also  dieselben  Integrale,  die  sich  gegenüber  Vermehrung  des  Argu- 
ments um  die  erste  Periode  multiplikativ  verhalten,  auch  bei  Ver- 
mehrung des  Arguments  um  die  zweite  Periode  multiplikativ,  sind 
also  elliptische  Funktionen  zweiter  Art  (§  28). 

Tritt  dagegen  für  die  erste  Periode  der  mit  2A  bezeichnete 
Fall  ein,   sodaß  die  Gleichungen  (11)  bestehen,    so  erhält  man  aus 
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diesen  und  den  Gleichungen  (13)  auf  demselben  Wege  statt  der 
Gleichungen  (14)  die  folgenden: 

Jg.  ( 9ii^^yi  +  yi2Kyi  +  ^3/2)  =  ^^(^iiJ/i  +  ^712^2)^ 

1  ^21^^^!  +  ^22Kiyi  +^3/2)  =  «21  (.^11^1  +^123/2)  +  '^  (^21^1  +^^2)- 

Sollen  sie  identisch  bestehen,  so  muß: 

i7i2«2i  =  0'     ^22  «21  =^11  «21 

sein.  Ist  nun  «21  =t^  ö,  d.  h.  haben  wir  es  bei  der  ersten  Periode 
mit  dem  Falle  2A  zu  thun,  so  folgt  g^^  =  0,  g^^  =  g^.^,  d.  h.  auch 
bei  der  zweiten  Periode  tritt  der  Fall  2  ein,  und  ebendasselbe  In- 
tegral, das  sich  für  die  erste  Periode  multiplikativ  verhält,  verhält 
sich  auch  für  die  zweite  multiplikativ.  Auch  in  diesem  Falle  giebt 
es  also  ein  Integral  g^,  das  eine  elliptische  Funktion  II.  Art  ist. 

Ist  endlich  a^^  =  0,  d.  h.  haben  wir  es  bei  der  ersten  Periode 
mit  dem  Falle  2B  zu  thun\  so  verhält  sich  für  sie  jedes  Integral 
multiplikativ;  wählen  wir  also  ein  Integral,  das  sich  für  die  zweite 
Periode  multiplikativ  verhält  —  was  stets  möglich  ist  — ,  so  haben 
wir  wieder  eine  elliptische  Funktion  II.  Art. 

Das  Resultat  dieser  ganzen  Untersuchung  ist  also  der  Satz: 
VI.  JFenn  jedes  Integral  einer  linearen  Differentialgleichung  (zweiter 
Ordnung),  deren  Koeffizienten  elliptische  Funktionen  I.  Art  von  u  sind, 
eine  eindeutige,  im  Endlichen  bis  auf  Fole  reguläre  Funktion  von  u  ist, 
so  ist  unter  diesen  Integralen  stets  mindestens  eines  eine  elliptische 
Funktion  IL  Art. 


§  135.    Der  HERMiTE'sche  Fall  der  LAivif  sehen  Gleichung. 

Die  allgemeinen  Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen  finden 
Anwendung  auf  eine  wichtige  spezielle  Differentialgleichung,  die  den 
Namen  Lam^  trägt.  Sie  lautet  in  der  WEiEKSTEASSSchen  Be- 
zeichnung: 

1)  y"  =  [n{n  +  1);??/  +  -5]?/; 

dabei  wollen  wir  n  als  ganze  Zahl  voraussetzen  (weil  die  Gleichung 
sonst  kein  in  u  eindeutiges  Integral  hat).  Was  D  betrifft,  so  hat 
Lam£  selbst  die  (in  §  138  zu  besprechenden)  Fälle  untersuclit,  in 
denen  der  Gleichung  durch  eine  elliptische  Funktion  erster  Art 
Genüge  geleistet  werden  kann;  Hermite  fand,  daß  sie  bei  will- 
kürlichem B  durch  elliptische  Funktionen  zweiter  Art  integriert 
werden  könne. 
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Der  Fall  w  =  0  ist  trivial;  der  Fall  eines  negativen  n  kann  auf 
den  eines  nicht  negativen  dadurch  zurückgeführt  werden,  daß  man 
n  durch  —n  —  \  ersetzt.  Wir  nehmen  also  im  folgenden  an,  n  sei 
eine  positive  ganze  Zahl. 

Wenn  wir  auf  Grund  der  Resultate  des  vorigen  Paragraphen 
versuchen  wollen,  ein  Integral  der  Gleichung  (1)  in  Form  einer 
elliptischen  Funktion  zweiter  Art  zu  finden,  müssen  wir  uns  zunächst 
überlegen,  wo  etwa  Pole  dieser  Funktion  liegen  können.  Da  sehen 
wir,  daß  kein  Pol  in  einem  zum  Nullpunkt  inkongruenten  Punkt 
liegen  kann.  Denn  \%i  u  =  a  ein  Pol  k^^^  Ordnung  von  y,  so  ist  es 
ein  Pol  [k  +  2)^®^  Ordnung  von  //';  das  verträgt  sich  mit  der  Glei- 
chung (1)  nur,  wenn  in  ihr  der  Koeffizient  von  y  m  ii  =  a  einen 
Pol  zweiter  Ordnung  hat.  Wenn  also  (1)  durch  eine  elliptische 
Funktion  zweiter  Art  integriert  werden  soll,  müssen  alle  Pole  dieser 
Funktion  im  Nullpunkt  (und  den  dazu  kongruenten  Punkten)  ver- 
einigt liegen.  Beginnt  ferner  die  Entwicklung  von  y  in  der  Um- 
gebung des  Nullpunkts  mit  cn-^',  so  beginnt  die  von  y'  mit 
h{k  -\-  l)cu-^-^]  da  nun  die  von  pu  mit  u-^  beginnt  (§  18,  (2)), 
so  folgt  aus  der  Vergleichung  der  Anfangsglieder  in  den  Entwick- 
lungen beider  Seiten  der  Gleichung  (2)  nach  Potenzen  von  u,  daß 
k  =  n  sein  muß. 

Zufolge  Satz  VII  von  §  28  können  wir  demnach  die  supponierte 
Lösung  als  Produkt  von  Elementarfaktoren  ansetzen: 

2)  «  =  «.<■».  n--^—-'^e"f«.. 

^^\       ou  aar 

Logarithmische  Differentiation  dieses  Ausdrucks  ergiebt,  wegen  §  23,  (4); 

« 

und  abermalige  Differentiation  (vgl.  §  23,  5): 

v  =  l 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (8)  von  §  23: 
Andererseits  folgt  aus  (3): 


y         «/' 
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+  i22 


{p'u  +  p'  a^i)  {p'u  +  p' üv) 
'■f    {pu  —  p  OfA.){pu  —  pav) 


Hier  müssen  wir  nun  jedes  Glied  der  Doppelsumme  in  Partial- 
brüche zerlegen;  wir  erhalten  zunächst  (§  24,  I): 

und  für  die  Konstante  C  erhalten  wir  durch  Berücksichtigung  des 
konstanten  Terms  der  Reihenentwicklung  in  der  Umgebung  von 
7/  =  0  den  Wert: 


p  o,,  —  pav 
Damit  geht  die  Gleichung  (4)  über  in: 


(4*«/t  —  ^<^v^- 


•^>) 


y  r=l 

n 


Soll    sich    die    rechte  Seite    dieser    Gleichung    auf   n{n  +  l)pu  +  B 
reduzieren,  so  muß  zunächst  Cy  herausfallen,  d.  h.  es  muß: 


6) 


.0  =  0 


sein.     Ferner  muß  jeder  der  Terme  ^[u  —  a^,)  einzeln  herausfallen, 
d.  h.  es  muß  für  jeden  Index  v: 


7) 


^    p'afi  +  p'av    ^  Q 


sein.     Endlich  muß: 

8)  [2n-l)p[a,)^  B 

sein.     Das  Resultat  ist  also: 

Wenn   das    nilgemeine    Integral  der    Gleichnng  (1)    eine   eindeutige 
Funktion  von  u  ist,  so  hat  eines  ihrer  Integrale  die  Form.: 


9) 


7t 


i^j[!LZ_^lie«f«., 


GU    (TOy 
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in    der    die     Konstanten   a^    den     Gleichungen    (7)    und    (8)     Genüge 
leisten  müssen. 

Von  diesen  Gleichungen  ist  eine  eine  unmittelbare  Folge  der 
übrigen,  da  die  Summe  der  linken  Seiten  der  Gleichungen  (7) 
identisch  Null  ist. 


§  136.     Diskussion  der  einfachsten  Fälle  ?z  =  /  und  ?z  =  2. 

Bevor  wir  allgemein  die  Frage  nach  der  Verträglichkeit  der 
zuletzt  erhaltenen  Gleichungen  untersuchen,  wollen  wir  die  ein- 
fachsten Fälle  direkt  erledigen. 

Im  Falle  n  =  1  fallen  die  Gleichungen  (7)  ganz  weg,  Glei- 
chung (8)  lautet  einfach: 

9)  />«!  =  B. 

Diese  Gleichung  hat  zwei  im  allgemeinen  inkongruente  Lösungen, 
die  wir  mit  o  und  —  a  bezeichnen  wollen;  jede  derselben  liefert 
ein  Integral  der  vorausgesetzten  Form,  und  das  allgemeine  Integral 
der  Gleichung; 

1 0)  y"  =  (2  /?  u  +  p  o)  y 
lautet :                                  ' 

11)  p    «^("-«1,»;.+  ^   "("  +  ")  e-"^°. 

'  ^  ^       auüa  ^       GU  na 

Im  Falle  n  =  2  haben  wir  eine  Gleichung  (7),  nämlich: 

12)  £a^j^la^  _  Q 

dazu  die  Gleichung  (8): 

13)  pa^-\-pa.,  =  \B. 

Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  gelingt  einfach,  wenn  man 
zunächst : 

14)  «j  —  a.^  =  a 

als  Hilfsunbekannte  einführt;  es  folgt  nämlich  dann  aus  ihnen 
wegen  §  23,  (8): 

15)  ro=^-\B 

und  ferner  wegen  §  23,  (10): 

16)  P'(- ßi)=/(«2)  =/(«)• 

Man  hat  also  zunächst  einen  Wert  a  zu  bestimmen,  der  der  Glei- 
chung  (15)    genügt   und   hierauf   die   beiden    von    o.   verschiedenen 
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Werte  —  a^  und  a^  aufzusuchen,  für  die  die  Funktion  p'  denselben 
Wert  annimmt  wie  für  a;  dann  ist  ein  Integral  der  LAMifischen 
Gleichung  für  n  =  2: 

Ein  zweites  Integral  erhält  man,  wenn  man  die  andere  Wurzel  der 
Gleichung  (15)  wählt,  die  der  ersten  entgegengesetzt  gleich  ist;  man 
erhält  dann  auch  für  a^  und  «^  die  entgegengesetzten  Werte.  Das- 
selbe zweite  Integral  erhält  man  auch,  wenn  man  in  (17)  überall  u 
durch  —  u  ersetzt;  bei  dieser  Substitution  bleibt  nämlich  die 
LAMfische  Differentialgleichung  ungeändert. 

Was  die  Bestimmung  der  Werte  a^  und  a^  betrifft,  so  sei  noch 
bemerkt:  Ist/?«  =  a,  pa^  odiQY  pa^  =  |,  so  ist  nach  (16)  und  §  18,(6): 

4  I'  -  ^2  I  -  ih  =  ^^^  -9i('^-9', 
oder  nach  Beseitigung  der  Wurzel  J  =  «: 

18)  l^_al^a}-\y^  =  Q. 

Die  eine  Wurzel  dieser  quadratischen  Gleichung  ist  dann  pa^^  die 
andere  pcL-^\  die  zugehörigen  Werte  a^  und  a^  selbst  bestimmen  sich 
hieraus  nach  Anleitung  von  §  120. 
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Wie  eben  schon  bemerkt,  bleibt  die  LAMfische  Differential- 
gleichung ungeändert,  wenn  man  u  durch  —  u  ersetzt.  Ist  also  y{ii) 
ein  Integral  von  ihr,  so  ist  auch: 

y{n)  =  y[-ii) 

ein  Integral.  Ist  insbesondere  y  ein  Integral,  das  sich  bei  Ver- 
mehrung des  Arguments  um  eine  Periode  multiplikativ  verhält, 
ist  also: 

y{^iL  +  2«)  =  liy{u) 

oder  (da  man  //,  durch  ?/.  —  2  o?  ersetzen  darf): 

//(w-  2o;)  =  p-\y{^i,)^ 
SO  folgt: 

y{u  +  2ft»)  =  ii-^y[u), 

d.  h.  hat  y  für  eine  bestimmte  Periode  den  Multiplikator  jw,  so  hat 
y  für  dieselbe  Periode  den  Multiplikator  p.-^.     Daraus  folgt: 
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I.  Bas  Produkt  derjenigen  beiden  partikulären  Integrale  der 
TjAMKSchen  Differentialgleichung ,  die  elliptische  Funktionen  zweiter  Art 
sind,  ist  eine  elliptische  Funktion  erster  Art,  und  zwar  eine  gerade 
Funktion  von  pic. 

Das  letztere  folgt  nämlich  daraus,  daß  dieses  Produkt  eine 
gerade  Funktion  von  u  ist,  die  (nach  §  135)  nur  die  zu  Null  kon- 
gruenten Punkte  zu  Polen  hat. 

Nun  kann  man,  wenn  irgend  eine  lineare  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  vorgelegt  ist,  aus  ihr  eine  lineare  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung  ableiten,  der  die  Produkte  je  zweier  In- 
tegrale der  ersteren  genügen.     Setzt  man  nämlich: 

so  ist: 

2)  >"'  =  yi'>3  +  ^I/iI/2  +  I/i  1/2" - 
Genügen  also  ?/j  und  g^  beide  der  Differentialgleichung: 

3)  g"-pg  =  0, 

so  folgt: 

und  daraus  durch  Differentiation: 

r"  -2pY'-  2/  Y  =  2y/'y;  +  2y/y;' 

oder: 

4)  T"  -4pr  -2p'T=0. 
Wir  können  sagen: 

IL  Jedes  Produkt  zweier  Integrale  der  Gleichung  (3)  genügt  der 
Gleichung  (4). 

Sind  also  y^  und  y^  irgend  zwei  linear  unabhängige  Integrale 
von  (3),  so  sind  y^^  yiJ/2>  V^^  Integrale  von  (4),  also  auch  alle 
linearen  Verbindungen  dieser  drei  Funktionen.  Dieselben  *sind  aber 
linear  unabhängig;  denn  aus  einer  linearen  homogenen  Relation 
zwischen  ihnen  würde  eine  ebensolche  Relation  zwischen  y^  und  t/^ 
folgen.  Also  hat  jedes  Integral  von  (4)  die  Form  ciy^^  -\-  ßViV^  -^7 1/2^'^ 
und  daraus  folgt: 

II.  Jedes  Integral  der  Gleichung  (4)  ist  ein  Produkt  zweier  In- 
tegrale der   Gleichung  (3). 

Ist  (3)  die  LAMfische  Gleichung,  so  lautet  die  Gleichung  (4): 


5)  Y"  -  4[/^('Ai  +  \)pu  -f  B]  r  ^2n[n^  l)p'uY^  0; 
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wir  haben  also  zu  untersuchen,  ob  und  in  welcher  Weise  dieser 
Gleichung  durch  eine  rationale  ganze  Funktion  von  pu  genügt 
werden  kann.  Da  wir  bereits  wissen  (§  135),  daß  der  Grad  dieser 
Funktion  gleich  n  sein  muß,  so  können  wir  die  Aufgabe  durch  den 
Versuch  erledigen.     Die  Eechnung  vereinfacht  sich  etwas,  wenn  wir: 


6) 


s  =  pu 


n{2n  -  1) 

als  unabhängige  Veränderliche  einführen ;  es  wird  dann 
dY    , 


y 

Y" 


ds 


p  u, 


dY    ,,      ,     d'^Y     ,o 


V"         dY    ^,,       ^    ^d^Y     ,       „  d^Y     ,3 

und  Gleichung  (5)  geht  nach  Division  mit  p'u  über  in: 


7) 


( 


d^Y 


d'Y 


dY 


P^u^.-  +  ^p"u-^^:  +[(12 -4n{n+\))pu-4B]Yf 


2n{n+  l)r=  0, 


B 


Schreiben  wir  h  für 

n{2n  —  l) 

Gleichung  die  Form  an: 


und  s  -]-  b    für   pu,    so  nimmt  diese 


7  a) 


d^Y 


[4.3  +  12bs'  +  (12^2  _^^),  +  4ä3_^^^  _^^j  ^^^ 
+  [18^2  _|_  36^.,  _j_  i8^^2  _  3 


.  d^Y 


4.  [(_4^2_  4^  _!_  12) .9  +  (_127z2+  12/>)]-^ 


dY 


-  2n{n+  l)Y=  0 
Setzen  wir  nun  versuchsweise: 

8)  '  r== 


2  ^k  .s 


und  setzen  in  (7  a)  den  Faktor  von  .«?'•=  gleich  Null,  so  erhalten  wir 
zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  aj,  eine  Rekursionsformel,  in 
der  aj,  mit: 

J     4k{k-  l)(k-  2)+  1HA(/'  -1)7  (_  4n'  -  4n  7  12)/^ 

'^     I      -2n{n+l)  =  2{2k+l){k-n)(k  +  n-{-l) 

multipliziert  auftritt,  außerdem  noch  o^^^-^^,  a^_^^  und  0^  +  3;  dabei 
sind    alle    diejenigen    Größen  r/^,    deren   Index  n    übersteigt,    gleich 
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Null  zu  setzen.  Die  letzte  dieser  Relationen  enthält  also  nur  a^, 
multipliziert  mit  0,  ist  demnach  identisch  erfüllt;  die  vorletzte  ent- 
hält a^^_j  multipliziert  mit  einem  von  Null  verschiedenen  Faktor, 
gestattet  also  a„_i  durch  a^^  auszudrücken;  vermöge  der  drittletzten 
drückt  sich  a^_^  durch  a^  und  a^_^  aus  u.  s.  w.;  und  die  so  er- 
haltenen Ausdrücke  versagen  für  keinen  Wert  von  b,  weil  eben  der 
unter  (9)  angegebene  Faktor  von  a^  in  keiner  dieser  Gleichungen 
(Ä  =  w  -  1,  w  -  2,  ...  1,  0)  gleich  Null  ist.     Also  folgt: 

IV.  Es  ist  stets  möglich,  die  Gleichung  (4)  durch  eine  ganze 
Funktion  w*^"  Grades  zu  befriedigen;  und  zwar  abgesehen  von  einem 
konstanten  Faktor  nur  auf  eine   Weise. 

Daraus  geht  wegen  Satz  III  hervor,  daß  sich  die  LAMi:sche 
Gleichung  stets  durch  elliptische  Funktionen  zweiter  Art  integrieren 
läßt.  Um  diese  Funktionen  nach  Integration  der  Gleichung  (4) 
wirklich  zu  bestimmen,  stellen  wir  neben  die  Gleichung  (1)  noch 
eine  andere,  die  wir  folgendermaßen  erhalten:  Aus  y^'  -\- py^  =0 
und  3/2"  +  Py2  =  ^  ^^^8^  durch  Elimination  von  p : 

und  daraus  durch  Integration: 

11)  yiy^  -Viy^  =  2C7. 

Um  nun  aus  (1)  und  (11)  y^  und  y^  zu  berechnen,  leiten  wir  aus  (1) 
zunächst  durch  Differentiation  ab: 


12) 

3/13/2' +  y/j/2  =  -^'; 

damit  erhalten  wir: 

y,y2-     c  +  i-r 

3/i>.  =  -^+i^' 

und  folglich: 

13)                        '^'  = 

'                              Vi 

-  C+IY'           y,'        C  +  iY' 
Y           ^         y,                Y 

Dadurch  ist  die  Bestimmung  von  y^  und  y^  auf  je  eine  Quadratur 
zurückgeführt. 

Man  kann  diesem  Resultat  noch  eine  etwas  übersichtlichere 
Form  geben  und  dadurch  seine  Übereinstimmung  mit  dem  von  §  135 
nachweisen.  Aus  der  ersten  Gleichung  (13)  folgt  nämlich  durch 
Differentiation : 


also: 


2/t         Ui  /  Y'^^     Y         2  [y  j   ' 

yi  Y^ 
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oder  wenn  man  die  linke  Seite  durch  ihren  Wert  aus  der  LAMf:schen 
Gleichung  ersetzt: 

14)  .        4  C2  =  Y'^  -  2  YY"  +  4  [n  [n  +  \)pu  +  B]  Y. 

Man  kann  daher  den  Wert  der  durch  die  Gleichung  (11)  eingeführten 
Integrationskonstanten  dadurch  bestimmen,  daß  man  hier  für  ii 
irgend  einen  speziellen  Wert  einsetzt.  Wählt  man  z.  B.  eine  der 
Wurzeln  a,  ß  .  .  .  der  Gleichung  Y[u)  =  0,  so  erhält  man: 

15)  C=  ±iF(«)=  ±i.r{^,=  ...;  , 

dabei  gilt  immer  für  die  eine  von  zwei  einander  entgegengesetzt 
gleichen  Wurzeln  dieser  Gleichung  das  obere,  für  die  andere  das 
untere  Zeichen.     Infolgedessen  kann  man  setzen: 

16)  -^  =  i2U^(^  -  «)  -  ^(^  +  «)  +  2J^}; 

denn  die  rechte  Seite  hat  (eben  wegen  (15))  die  erforderlichen  Pole 
und  Residuen  -und  wird  außerdem  Null  für  u  =  0.  Daneben  erhält 
man  aus: 

Y=  c^.  JJ(jOM  —  pa) 
nach  §  23,  (2): 

1^)      -f  =  2-7,f^  =  2{?(^^  +  «)  +  au  -  «)  -  2?.). 

Setzen  wir  diese  Werte  in  (13)  ein,  so  erhalten  wir: 

Vi 
also  durch  Integration: 

18)  ^.  =  «11^^^.-«-, 

und  ebenso: 

19)  y.  =  «n^^^^^"^"- 

Damit  haben  wir  dieselbe  Form  der  Integrale  wie  in  §  135  er- 
reicht und  können  den  Satz  aussprechen: 

V.  Wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist,  läßt  sich  die  LAMEsche  Differential- 
gleichung stets  durch  elliptische  Funktionen  II.  Art  integrieren. 

§  138.    Die  LAMfschen  Polynome. 

Die  letzten  Eechnungen  würden  etwas  zu  modifizieren  sein, 
wenn  das  Polynom  Y  durch  pu  teilbar  wäre.  Aber  dieser  Fall 
kann  nicht  eintreten ;  denn  er  würde  zu  einem  Widerspruch  mit  der 
zu  Beginn  von  §  135   (p.  343)  abgeleiteten  Relation   k  =  n  führen. 
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Ferner  tritt  eine  Modifikation  der  letzten  Rechnungen  ein, 
wenn  (7=0  wird.  Dazu  ist,  wegen  der  Relationen  §  137,  (15)  er- 
forderlich und  liinreichend,  daß  jede  Wurzel  der  Gleichung 
Y[u)  =  0  entweder  eine  Doppelwurzel  oder  gleich  einer  Halb- 
periode sei  (das  letztere  nach  §  18,  p.  47,  da  Y' {ti)  den  Faktor 
pu  hat). 

Man  überzeugt  sich  zunächst,  daß  Y  =  0  in  keinem  Falle  eine 
drei-  oder  noch  mehrfache  Wurzel  haben  kann.  Wäre  nämlich 
gleichzeitig 

7=0,     r  =  o,     Y"  =  0, 

so  würde  aus  der  Differentialgleichung  und  aus  den  aus  ihr  durch 
successive  Differentiation  hervorgehenden  Gleichungen  folgen,  daß 
auch  alle  höheren  Ableitungen  für  denselben  Argumentwert  Null 
sein  müßten.  Ebenso  würde,  wenn  für  eine  halbe  Periode  gleich- 
zeitig Y  =  0,  J'  =  0  wäre,  aus  §  137,  (7)  folgen,  daß  auch  Y"  und 
alle  höheren  Ableitungen  für  dieselbe  Halbperiode  Null  wären;  also 
kann  keine  Halbperiode  mehrfache  Wurzel  sein.     Es  folgt  somit: 

I.  Im  Falle  C  =  0  hat  das  Polynom  Y  die  Gestalt 

1)  Y  =  c"^  {pu  —  e^y^  (pf^  —  ^2)^"  {P'^'  —  ^^^^  •  IT  (/^^  ~  P^)^) 

in  der  jede  der  drei  Zahlen  s  entweder  0  oder   1  bedeutet. 
Daraus  folgt  (vgl.  §  137,  (13)),  daß  in  diesem  Falle: 

2)  ^1  =  3/2  =  ^  ^V^  -  ^Y    ypu-  e^" -^pu  -  e^"  Yl[pu-pa) 

wird,  also: 

II.  Im  Falle  C  =  0  liefert  die  Methode  des  vorigen  Paragraphen, 
abgesehen  von  einem  konstanten  Faktor,  nur  ein  Integral  der  LAukschen 
Differentialgleichung ;  und  zwar  ist  dasselbe  eine  elliptische  Funktion 
I.  Art  und  I.  oder  II.  Stufe  (vgl.  §  30). 

Für  gerade  n  sind  (wegen  1)  alle  drei  «  oder  nur  eines  gleich  0; 
für  ungerade  n  eines  oder  zwei. 

Die  genauere  Diskussion  der  Gleichung  (14)  zeigt,  daß  C^  eine 
ganze  Funktion  (2w  +  1)*^°  Grades  des  in  der  Differentialgleichung 
auftretenden  Koeffizienten  B  ist.  Daraus  folgt,  daß  es  zu  jedem  n 
2n  -\-  l  Werte  dieses  Koeffizienten  giebt,  für  die  die  LAMifcsche 
Differentialgleichung  je  ein  Integral  der  Form  (2)  besitzt.  Man 
nennt  diese  Integrale  LAMEsche  Polynome. 

Um  die  übrigen  Integrale  der  LAMfischen  Differentialgleichungen 
in  diesen  Fällen  zu  finden,  bedient  man  sich  der  allgemeinen 
Methode,    die    die   Ordnung    einer  linearen  Differentialgleichung  zu 


352  Das  sphärische  Pendel. 


erniedrigen  erlaubt,  wenn  ein  partikuläres  Integral  bekannt  ist.  Ist 
nämlich  y/^   ein  solches,  so  führe  man  durch  die  Substitution: 

eine  neue  abhängige  Veränderliche  in  die  Differentialgleichung  ein; 
man  erhält: 

I/i^"  +  2^/^'  +  y/'z  =  [;n{n  +  l)pu  +  ^]yiZ 

oder  da  ?/j  der  LAMiischen  Gleichung  genügen  sollte: 

woraus  durch  Integration: 

r  du 

-  =  '^i  +  %j-,^- 

Die  hier  verlangte  Integration  kann  in  jedem  Falle  mit  Hilfe  des 
Satzes  §  24,  II  ausgeführt  werden.  In  der  Umgebung  jedes  Null- 
punkts a  von  T/j  besitzt  y^  eine  Entwicklung  der  Form: 

Vi  =  y(  (^  -  «)  +  ^ß-  (z^  -  a)3  +  .  .  . , 

da  vermöge  der  Differentialgleichung //j "  mit  y^  zugleich  Null  wird. 
Infolgedessen  enthält  die  Entwicklung  von  y^-'-  für  keinen  Pol 
Glieder  der  Ordnung  (—  1);  also  enthält  z  keine  Logarithmen,  und 
es  gilt  der  Satz  (vgl.  §  57): 

Wenn  ein  Integral  der  LAMESchen  DifferentialgleichuJig  ein  Lame- 
sches  Polynom  ist,  ist  der  Quotient  z  irgend  eines  andern  Integrals 
geteilt  durch  das  erste  ein  elliptisches  Integral  IL    Gattung. 


SECHZEHNTER  ABSCHNITT. 


Das  sphärische  Pendel. 
§  139.    Aufstellung  der  Differentialgleichungen  des  Problems. 

Unter  einem  mathematischen  sphärischen  Pendel  versteht  man 
einen  schweren  Punkt,  der  mittelst  eines  als  gewichtslos  betrachteten 
Stabes  an  einem  festen  Punkte  aufgehängt,  also  gezwungen  ist,  sich 
auf  einer  KugelÜäche  zu  bewegen. 
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Um  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  solchen 
Punktes  aufzustellen,  führen  wir  zunächst  ein  rechtwinkliges  Koor- 
dinatensystem der  X,  i/,  z  ein,  dessen  Nullpunkt  mit  dem  Aufhänge- 
punkt zusammenfällt  und  dessen  positive  z-Axe  der  Eichtung  der 
Schwere  entgegengesetzt  gerichtet  ist.  Die  Masse  des  Pendels,  die 
ohnedies  aus  den  Formeln  herausfällt,  nehmen  wir  gleich  1  an,  die 
Intensität  der  Schwere  bezeichnen  wir  mit  ^,  den  Kugelradius  (die 
Länge  des  Pendelstabes)  mit  L,  die  Spannung  des  Stabes  mit  N. 
Dann  lauten  die  Gleichungen: 

d'-x   _  _  Nx 
rf*  y  Ny 


d  /2  L     ' 

d^  z    _  _   N^  _ 

zu  ihnen  tritt  noch  die  Gleichung  der  Kugel: 

2)  0:2  +  3/2  +  z2  _  12 

mit  der  aus  ihr  folgenden  Differentialgleichung: 

f^N  dx     ,        dy     ,        d%         f. 

'  dt         '^  dt  dt 

§  140.    Reduktion  auf  Quadraturen. 

Durch  Elimination  der  Spannung,  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, durch  Benutzung  der  allgemeinen  Prinzipien  der  Mechanik 
erhält  man  aus  den  Gleichungen  (1)  von  §  139  zwei  unmittelbar 
integrable  Kombinationen. 

Multipliziert  man  nämlich  der  Reihe  nach  mit  dxjdt,  dyjdt, 
dzjdt  und  berücksichtigt  die  Gleichung  (3),  so  erhält  man  die 
Energiegleichinq : 

Die    hierdurch    eingeführte    Energiekonstajite  H   muß   jedenfalls    der 
Ungleichung: 

2)  R^-2ffL 

genügen,   da   sonst  die  linke  Seite  von  (1)  für  alle  mit  den  Bedin- 
gungen der  Aufgabe  verträglichen  Werte  von  r,  für  die  nämlich 

3)  s  -  L^z^L 
ist,  negativ  wäre,  was  nicht  sein  kann. 

BuRKiiARDT,    Funktionen.     II.  23 
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Eliminiert  man  ferner  die  Spannung  nur  aus  den  beiden  ersten 
Gleichungen  (1)  von  §  139,  so  erhält  man  die  Flächengleichung : 

A\  cly  dx         ^ 

Die  hiermit  eingeführte  Flächenkonstante  C  ist  zwar  an  und  für  sich 
ganz  willkürlich;  wenn  aber  H  bereits  gegeben  ist,  kann  C  gewisse 
später  (§   141,  (1))  anzugebende  Grenzen  nicht  überschreiten. 

Die  Gleichungen  (1)  und  (4)  nehmen  eine  einfachere  Gestalt  an, 
wenn  man  in  der  :r?/- Ebene  durch  die  Gleichungen: 

5)  :r  =  rcosqf),     y  =  r^mcf 

Polarkoordinaten  einführt;   nämlich: 

7)  r^^  =  C. 

'  dt 

Die  Gleichungen  (2)  und  (3)  von  §  139  werden  dabei: 

8)  7'2  +  z2  =  X2; 

c\\  dr     ^        d'x,         ^ 

'  dt  dt 

Aus  den  so  umgeformten  Gleichungen  kann  man  ohne  neue  Inte- 
gration r,  drjdt  und  dcpjdt  eliminieren  [cp  selbst  kommt  gar  nicht 
vor);  man  erhält  zunächst  aus  (6)  durch  Multiplikation  mit  r^  und 
Berücksichtigung  von  (9): 

und  daraus  mit  Hilfe  von  (7)  und  (8): 

10)  L-'{^^J  ={H-igz)[L'-z^~CK 

Da  in  dieser  Gleichung  die  unabhängige  Veränderliche  (die  Zeit) 
explicite  nicht  vorkommt,  geschieht  ihre  Integration  durch  die 
Quadratur: 


11)  .=; 


Ld% 


y{H-  2gx){L^  -  ^2)_  02 


in  der  z^^  den  Anfangswert  von  z  bedeutet;  also  durch  ein  elliptisches 
Integral  I.   Gattung. 
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Die  Bestimmung  des  Winkels  (p  geschieht  dann  zufolge  (7) 
durch  die  zweite  Quadratur: 

z 

JON  _      _  r   ^^ L 1^ 

)  ^       ^^  ~  J  r^  -  x""   y{H-  2g^L'  -x^)-  C 

(unter  (p^  den  Anfangswert  von  (p  verstanden);  also  ebenfalls  durch 
ein  elliptisches  Integral,  und  zwar,  wie  wir  sehen  werden,  durch  ein 
solches  III.  Gattung. 

§  141.    Diskussion  der  gefundenen  Lösung. 

Für  die  Einsicht  in  die  Natur  des  Bewegungsvorgangs  ist  vor 
allem  wichtig  zu  erkennen,  daß  die  Verzweigungspunkte  der  auf- 
tretenden Quadratwurzel  in  jedem  Falle  alle  reell  sind.  Dazu  führen 
die  folgenden  Überlegungen: 

Bei  gegebenem  Wert  der  Anfangsgeschwindigkeit  und  gegebener 
Anfangslage  erhält  man  den  größten  Wert  für  C,  wenn  die  Anfangs- 
geschwindigkeit zur  2;-Axe  senkrecht,  wenn  also: 


m 


=  0    und  folglich  auch    (-tH    =  0 


ist.     Dann  ist  aber  nach  §  140,  (6)  und  (7): 

also  ist  allgemein: 

1)  C^^r,\H-2gz,). 

(Die  linke  Seite  dieser  Ungleichung  ist  nach  §  140,  (1)  stets  positiv). 
Daraus  folgt,   daß  die  in  den  Gleichungen  (11)  und  (12)  unter 
dem  Wurzelzeichen  stehende  ganze  Funktion  dritten  Grades: 

2)  , 

I  =^[2gz^-Hz^-2gl?z  + HL^-C^] 

für,  z  =  z^   nicht  negativ  ist;  es  ist  nämlich: 

f[z,)^-^[H-  2gz,){L^  -  z,^  -  r,\ 

also  nach  §  140,  (8)^0.     Somit    erhalten    wir  für   die  Vorzeichen 
der  Werte  von  f[z)  folgende  Tabelle: 

Z  =  —  CO       —  L        z^^  -Z/+00 

t\z)  =  -Qo     ^0     ^0     ^0     -foo, 
und  damit  den  Satz: 

23* 
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I.  Im  allgemeinen  hat  die  Gleichung  f(z)  =  0  drei  verschiedene 
reelle  Wurzeln:  eine  zwischen  —  L  und  z^,  eine  zwischen  z^  und  L, 
eine  zwischen  L  und   +  00. 

Ausnahmen  können  nur  eintreten: 

a)  wenn    2^,  =  +  Z   ist;    dann    muß  C=0    sein    und    die    drei 

Wurzeln  sind    —  i/,     +  L,   -—— ,   sodaß   eine  Doppelwurzel  auftritt, 

wenn  R  —  +2r/L  ist ; 

b)  wenn  C  =  rQ^{H  —  2  ^  z^^)  ist,  da  dann  /"(zj  =  0  ist.  In 
diesem  Falle  ist: 

=  (z-z„)[-  2<fL^-H{z  +  z,^  +  2c,[z^  +  zz,  +  z,^- 

also  ist,  je  nachdem  2^(3  z^,^  —  J?)  —  2Hz^  >  oder  <  0  ist,  noch 
eine  Wurzel  zwischen  z^^  und  L  oder  eine  zwischen  —  L  und  r^ 
vorhanden,  außerdem  jedenfalls  eine  zwischen  L  und  4  oo.  Nur 
wenn  g(^z^^^  —  L^)  —  Hz^  =  0  ist,  ist  z^  Doppelwurzel. 

Das  Auftreten  einer  Doppelwurzel  ist  also  hier  wegen  der  Un- 
gleichungen §  140,  (2)  und  §  141  (1)  durch  je  zwei  Relationen 
zwischen  den  Konstanten  bedingt; 


3) 

entweder: 

^0   = 

X    und    ir=       2g  L 

4) 

oder: 

^0  = 

-L    und    E  =  -2gL 

I  oder:     C^=  r,^{H  -  2 g  z,) 

\  und  Hz^=g{Sz^^-L^). 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt  noch: 

6)  C^r„=-2,9(Z2-z„V; 

sie    können   also   niemals   zusammen   bestehen,    wenn  z^   positiv   ist. 
Um  noch  näheres  über  die  Wurzeln  von  f'{z)  zu  erfahren,  bilden  wir: 

7)  L^t"[^)==  ^gz^-  2Hz-2gLK 

Die  Nullpunkte  dieser  Funktion  sind  in  jedem  B^alle  reell  und 
haben  verschiedenes  Zeichen.  Da  die  algebraisch  kleinste  Wurzel 
von  f[z)  kleiner  sein  muß,  als  die  algebraisch  kleinste  von  f  [z),  so 
folgt  hieraus: 

II.  I)ie  algebraisch  kleinste  Wurzel  der  Gleichung  f(z)  =  0  ist 
stets  negativ. 

Daß  die  algebraisch  größte  Wurzel  stets  positiv  ist,  geht  schon 
aus  Satz  I  hervor;  die  mittlere  Wurzel  hat  dasselbe  Vorzeichen 
wie  HI?  -  6'2. 
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Indem  wir  uns  zunächst  zur  Untersuchung  des  allgemeinen  Falles 
wenden,  bezeichnen  wir  die  Wurzeln  mit  z^,  z^,  z^,  so  zwar,  daß: 
8)  z^>  z^>  z^ 

ist.     Das  Integral  §   140,  (11)  geht  dann  über  in: 


9)  ^=7^f- 

V2g  J 


Aus  dieser  Gleichung  ist  die  Änderung  von  z  im  Verlauf  der 
Zeit  zu  entnehmen.  Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  nach  oben  ge- 
richtet, so  ist  der  Quadratwurzel  für  ^  =  0,  z  =  z^  der  positive 
Wert  beizulegen,  z  nimmt  also  zunächst  zu  und  zwar  bis  Zg;  denn 
dieser  Wert  wird  nach  einer  endlichen  Zeit  erreicht,  da  das  bis  z^ 
erstreckte  Integral  nach  §  7,  I  endlich  ist.  Darüber  hinaus  kann 
z  nicht  zunehmen,  da  sonst  die  Quadratwurzel  imaginäre  Werte  er- 
halten würde;  also  muß  von  da  ab  dz/dt  negativ  werden,  die 
Quadratwurzel  muß  negativ  genommen  werden  und  z  nimmt  ab  bis 
zu  dem  Wert  z^,  der  ebenfalls  nach  endlicher  Zeit  erreicht  wird. 
Von  da  nimmt  z  wieder  zu  bis  z^  u.  s.  w.  Da  man  für  den  Fall 
einer  nach  unten  gerichteten  Anfangsgeschwindigkeit  entsprechende 
Resultate  erhält,  so  kann  man  den  Satz  aussprechen: 

III,  Das  Pendel  bewegt  sich  fortwährend  zwischen  den  beiden 
Parallelkreisen  z  ^=  z^  und  z  =  z^  hin  und  her;  die  Dauer  einer  Periode 
(Hin-  und  Rückweg)  beträgt: 

2  L     r  d% 


10)  2.;,  =.-4^r 

y2g   J  ]/(/.,  -  X)  [x^  -  'X){fc  -  ^3) 

der  Fall  dauert  ebensolange  loie  das  Aufsteigen. 

Das  Integral  §  140,  (12)  können  wir  schreiben: 

t 

^0 
Daraus  geht  vor  allem  hervor: 

IV.  Der  Winkel  cp  wächst  beständig  oder  nimmt  beständig  ab,  je 
nachdem  C  ^  0  oder  <  0  ist;  die  durch  das  Pendel  und  die  z-Axc 
gelegte   Fertikalebene  dreht  sich  also  beständig  in  demselben  Sinne. 

Während  einer  Halbperiode  von  z  nimmt  der  Winkel  (f  zu  um: 


12)  <.=/^ 


L  dz 


y2g  y[x,  -x){x^-x){x  -  X,) 
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Für  diesen  Winkel  0  kann  man  zwei  Grenzen  angeben,  zwischen 
denen  er  eingeschlossen  ist,  wenn  man  beachtet,  daß  in  dem 
Integrationsintervall : 


ist;  man  erhält: 

> 

(/> 

> 

^ ^0. 

WO   (pQ  durch  das  Integral: 

a>.-r'^^-- 

d^ 

y2g      {r'-%'')y{x,  -  x)(z-z,) 

gegeben  ist.  Es  ist  also  2  0^  gleich  dem  auf  der  rechten  Seite 
stehenden  Integrale,  genommen  auf  einem  Wege,  der  die  beiden 
Verzweigungspunkte  z^  und  z^  umgiebt.  Ein  solcher  Weg  kann  auf 
je  eine  Umkreisung  des  unendlich  fernen  Punktes  und  der  beiden 
Punkte  +  L  zusammengezogen  werden;  es  ist  also  nach  I,  §  45, 
II  und  V  0Q  =  2  7t  i  X  der  Summe  der  Residuen  der  zu  integrieren- 
den Funktion  in  diesen  Punkten. 

Das  Residuum  im  Unendlichen  ist  0,  das  in   +  X: 

-  C 


das  in   —  L:  * 

C 


21/2^(^8  +  L){-  L-x^) 
Somit  ist:^ 


14) 


_     nC     (  1 


20^^^^^^  '       + 


2x^xci  +  y  (-^'  -  ^2^)  (^'  -  ^3') 

(L^  -  x,')  (L^  -  .3'^) 


Dieser  Ausdruck  läßt  sich  noch  etwas  übersichtlicher  schreiben, 
wenn  man  die  Ausdrücke  der  Koeffizienten  der  Gleichung  (2)  durch 
ihre  Wurzeln  benutzt.     Man  hat  nämlich: 

TT 

15)  ^i  +  ^2  +  h=-^' 


^  Die  beiden  Quadratwurzeln  im  Nenner  von  0q  sind  mit  demselben 
Vorzeichen  zu  nehmen;  denn  beim  Durchgang  durch  ^  =  go  ändert  die  Wurzel- 
größe ihr  Vorzeichen. 
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16)  z^z^  +  ^'22:3  +23^^  =  -Z2 

Aus  (16)  folgt: 

damit  aus  (15): 

im  _^  =    ^2^  +  ^-2 ^8  +  %z^  -  L^ 

^  2  g  ^2  +  H 

und  folglich  aus  (17): 

(Diese   Gleichung  zeigt,    daß  z^  +  z^  stets  negativ  ist).)     Man  kann 
somit  den  Ausdruck  (14)  ersetzen  durch: 


21)  2(D   -  71  \r  ^'  +  ^  ^-^  ^^  +  ^  ^^^'  -  ""^'^  ^^'  ~  ^^'^ 

Andererseits  ist  nach  (18): 


also 

^1 
folgt 

U'^2%,%, 
■'~          -  (^2  + 
aus  (13): 

^  ,             2^1     -    Z2    : 

L2  +  2^ 

^2  %    +   ^2' 
>    +   %) 

22) 
und: 

a>>fl/i  + 

L^- 

^32    +    2]/(L^ 
L2   +   2  ^^2  ^3 

%^) 

Die  erste  dieser  Grenzbestimmungen  zeigt,  daß  in  jedem  Fall: 
24)  0)  >  ^' 

ist.  Die  zweite  ergiebt  kein  so  einfaches  Resultat,  da  der  rechts 
stehende  Ausdruck  über  alle  Grenzen  wächst,  wenn  man  erst  z^  =  —  L 
setzt,  und  dann  zur  Grenze  z^  =  L  übergeht  (was  mit  der  Bedingung 
2^2  +  -^3  =  ^  verträglich  ist). 

§  142.    Darstellung  der  Höhe  als  Funktion  der  Zelt 
durch  Thetaquotienten. 

Durch  Umkehrung  der  Gleichung  (9)   des  vorigen  Paragraphen 
können    wir   die    Höhe  z    des   Pendelpunktes    über   der   :r-y- Ebene 
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explicite  als  Funktion  der  Zeit  darstellen.  Um  das  auszuführen, 
müssen  wir  die  Formeln  (7)  bis  (9)  von  §  56  ^  für  unsern  jetzigen 
Zweck  einrichten.  Wir  werden  vor  allem  wünschen,  daß  reellen 
Werten  der  Zeit  auch  reelle  Werte  des  Thetaarguments  entsprechen; 
dazu  ist  erforderlich,  daß  wir  einen  der  Endpunkte  des  in  §  141,  III 
genannten  Intervalls  mit  a^  bezeichnen.  Ferner  ist  zu  beachten: 
die  damaligen  Formeln  bezogen  sich  zunächst  auf  den  Fall,  daß 
alle  Verzweigungspunkte  im  Endlichen  liegen;  wir  können  aber  den 
erforderlichen  Grenzübergang  sofort  ausführen.  Identifizieren  wir 
z.  B.  die  damals  mit  a^y  a^,  a^,  a^  bezeichneten  Größen  der  Keihe 
nach  mit  z^,  z^^  z^,  od,  so  erhalten  wir  aus  jenen  Formeln  zunächst: 


{v)_ 

) 


2)  1       =J i ^IS^ 

%  —  Xo  y    (^1    —  X^){Z^  —  X^)     d-i^{v) 


und  hieraus  durch  Division  z.  B.  noch  die  folgenden: 


8 


5)  ^  -  ^3  =  y(^i  -  ^3)  (^2  -  ^3)  ,^^2(^) 

Das  in   diesen  Formeln  auftretende  Argument  v  ist  durch  die 
Gleichung: 


ß\                                                     1     r    dz 
6)  V  = , 

definiert,  hängt  also  mit  der  Zeit  t  (§  141,  (9))  durch  die  Gleichung 
zusammen : 


7)  v  =  ^ L_  f 


dX' 


Vf(^) 


Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  nach  oben  gerichtet,  so  ist  in  (7) 
auf  dem  kürzesten  Wege  zu  integrieren;  ist  sie  aber  nach  unten 
gerichtet,  so  ist  von  z^  zunächst  bis  z^  und  von  da  wieder  nach  z^ 
zurück  zu  integrieren;  mit  andern  Worten,  es  ist  zu  setzen: 


^  In  jenen  Formeln  ist  der  Faktor  |  vor  und  der  Faktor  a^  unter  dem 
Wurzelzeichen  zu  streichen. 


§  142.    Darstellung  der  Höhe  als  Funktion  der  Zeit. 


361 


8) 


_^  +  JL  +  __ 


dx 


Vfi^) 


Besondere  Beachtung  erfordert  noch  die  Bestimmung  der  Vor- 
zeichen der  Quadratwurzeln  in  den  Formeln  (1)  bis  (5).  In  den 
allgemeinen  Formeln  von  §  56  sind  die  den  Wurzeln  beizulegenden 
Werte  bis  zu  einem  gewissen  Grade  willkürlich;  nämlich  insoweit, 
als  die  verschiedenen  Formeln  vermöge  der  zwischen  den  Theta- 
quadraten  bestehenden  Relationen  miteinander  übereinstimmen 
müssen.  In  unserm  Falle  aber  müssen  wir  dafür  sorgen,  daß  wir 
mit  den  Ergebnissen  von  §  141  in  Übereinstimmung  bleiben;  das 
ist  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn  wir  die  Quadratwurzel  in  (1) 
und  (2)  negativ,  in  (3),  (4)  und  (5)  positiv  nehmen. 

Für  manche  Zwecke  bieten  die  WEiERSTEASsschen  Funktionen 
Vorteile.  Um  die  auf  sie  bezüglichen  Formeln  (4)  und  (5)  von  §  56 
hier  anzuwenden,  machen  wir  in  ihnen  den  Grenzübergang: 


und  identifizieren  z^,  z^,  z^  der  Reihe  nach  mit  a^,  a^,  a^\  wir  er^ 


9) 

un 

halten  dann: 

10) 
und: 

11) 


lim  c^3  =  oc ,     lim  a^a^  = —^ 


^2  ~  2L^^'^i       ^2''    ^2 


2  V'^2   "      ^3 ) ' 


2L 


=  -^'  iz 


2L 


pti 


9    (  \  ^ 

(^1-^2)7- 


2L2 


p^-^2-  vri^'^i 


pu 


2L' 


^3   -    2  L2  ^^2 


^2)  (^2 

^3)4- 


Verzichten  wir  auf  den  Vorteil,  daß  reellen  Werten  der  Zeit  auch 
reelle  Werte  des  Arguments  u  entsprechen,  so  können  wir  noch 
einfachere  Formeln  erhalten.     Setzen  wir  nämlich: 


12) 


lim  <xrj  =  00 ,     lim  a^a^  =  — 


2.y 


und  identifizieren  cc^,  c/,^,  a^  der  Reihe  nach  mit  z^, 


halten  wir; 
13) 


'2.U 


{pu,  -  e,),      {k  =  1,  2,  3). 
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In  diesen  Formeln  entsprechen  reellen  Werten  der  Zeit  Werte 
von  u^,  deren  imaginärer  Bestandteil  gleich  der  Hälfte  der  rein 
imaginären  Periode  ist;  es  ist  nämlich: 


/'  dx  n  d% 


OC  Z2 

§  143.    Darstellung  des  Winkels  ^  als  Funktion  der  Zeit. 

Will  man  auch  den  Winkel  (f>  explicite  als  Funktion  der  Zeit 
darstellen,  so  erhält  man  die  analytisch  (wenn  auch  nicht  für  die 
numerische  Eechnung)  einfachsten  Formeln,  wenn  man  an  die  letzten 
Formeln  von  §  142  anknüpft.  Den  Werten  z  =  —  L  und  z  =  -\-  L 
entsprechen  nämlich  dann  zwei  Werte  u^  =  a  und  u^  =  b.  von  denen 
der  erste  rein  imaginär  ist,  während  der  reelle  Bestandteil  des 
zweiten  gleich  w^  ist.     Für  jeden  dieser  Werte  ist: 

^  \  dt  I  Iß  ' 

da  andererseits  vermöge  §  142,  (13): 

ist,  so  folgt: 

Wählt  man  —  was  noch  freisteht  —  a  und  b  so,  daß  ihre  imagi- 
nären Bestandteile  zwischen  0  und  a^  fallen,  so  wird  p'a  negativ, 
p'b  positiv  imaginär  (vgl.  §  86,  IX).     Also  hat  man,  ivenn  C  positiv  ist, 

3)  -po.=pb  =  -^ 

zu  setzen.     Damit  geht  die  Gleichung  (11)  von  §  141  über  in: 

dcp  ^ 0  _  ^  ^__  f      1 

dui        U'  —  oß         2L 


\L-%'^  L^x\ 


Cg  \  1^1 


4  L^    [       p  Ui  —  pb         pu^  —  pa 
p'b  ,  p'a 

pa 


2i  \  pUi  —  pb         pui 

=  -h  [£K  +  *)  -  ?K  -  ^)  +  ?(^i  +  «)  -  i{^i  -  «) -  2C«  -  2C^]. 


Hier  kann  die  Integration  mit  Hilfe   von  §  23,  (3)   sofort  vollzogen 
werden;  man  erhält: 

4)  2 « ,p  =  log -|J-_L^-^^-  _  2  «,  (ta  +  t  Ä)  +  C. 
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Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  den  in  §  141,  (12)  mit  0 
bezeichneten  Winkel,  indem  man  die  Integration  von  irgend  einem 
Werte  u^  bis  zu  dem  um  2  m^  größeren  Werte  erstreckt.  Man  kann 
aber  auch: 

^7  =  Y^/[~  ^(^1  +  "")  -  /^K  -  ^)  +  2/?  v-]  dv 

—  a 

setzen,  sodaß  Q)  als  Doppelintegral  erscheint,  und  dann  die  Reihen- 
folge der  Integrationen  vertauschen,  da  die  Integrationswege  sich 
nicht  schneiden  (vgl.  §  60).     Man  erhält  so: 

=  i[7]^  [a  -\-b)  +  «1  [La  +  Cb)]. 

Bedingung  für  die  Richtigkeit  dieser  Grleichung  ist,  daß  a  und  b  so 
wie  oben  angegeben  gewählt  werden. 

§  144.     Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Kugel  ohne  Wirkung 

von  Kräften. 

In  den  Entwicklungen  der  beiden  letzten  Paragraphen  ist  auf 
die  Möglichkeit  keine  Rücksicht  genommen,  daß  die  auftretenden 
elliptischen  Funktionen  ausarten  (vgl.  den  IX.  Abschnitt). 

Eine  solche  Ausartung  tritt  zunächst  ein,  wenn  eine  Wurzel 
der  Gleichung  f[z)  =  0  (§  141)  unendlich  groß  wird,  sodaß  die 
Gleichung  sich  auf  den  zweiten  Grad  reduziert.  Das  ist  nur  dann 
der  Fall,  wenn  ff  =  0  zu  setzen  ist,  d.  h.  wenn  man  es  mit  der  Be- 
wegung eines  Punktes  auf  einer  Kugel  ohne  Wirkung  von  Kräften 
zu  thun  hat. 

Die  direkte  Untersuchung  dieses  Falles  führt  zu  folgenden  Re- 
sultaten:    Die  Gleichung  f{z)  =  0  reduziert  sich  auf: 

1)  //(i/2-z2)- 02  =  0; 

ihre  Wurzeln  sind: 


2)  .^=+|/z3_J, 

Setzt  man  demgemäß:^ 


T  i  d 


yii  j  yx^^-x'      vh 


i/'-fö) 


^  H  ist  in  diesem  Fall  nach  §  140,  (2)  stets  positiv. 
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so  erhält  man  durch  Integration: 

•  

3)  z  =  z^^^mv,     17  =  ^-^(^  +  aresin  — 1 . 

Damit  geht  die  Gleichung  (12)  von  §  140  über  in: 


t  V 

Cdt  GL    r  dv 


to  0 

OL    r  dv 


/■ 


=  arc  tg  ( — -=  ig  V 
\L]/H 

oder: 

4)  tgz;  =  -^^tg(^-^,). 

Um  aus  dieser  Gleichung  und  der  vorhergehenden  die  Zeit  zu 
eliminieren  und  so  die  Gleichung  der  Bahnkurve  zu  erhalten,  setzen  wir: 

5)  z  =  Lsin6. 
Wir  erhalten  dann  aus  (8): 

cos^  0  =  1  —  (1 -— -  sin^v)  =  cos^f  +  ~^^r--  sin^y, 

6)  tg2ö-      I^iHIJ-C')^m^v      . 
aus  (4): 


EL'  cos^  V  +  G^  sin^  v    ' 
HL^cos^v  +  G^shi^v 


cos^  (gp  —  (fo)  H  L^  cos^  v 

n\  -      •    9  /  \  C^  sin-  V 

J  \^        ^oJ        H  L^- cos^  V  +  G  sin^  V 

Die  gesuchte  Gleichung  der  Bahnkurve  lautet  also: 

8)  tg^0^ßJ^^,in^rp-g,^). 

Das  ist  aber  die  Gleichung,    die""  die   beiden  Katheten  eines  recht- 
winkligen sphärischen  Dreiecks  verbindet,  wenn: 


9)  tgr=y^ 


G 
die  Tangente  des  der  Seite  f)  gegenüberliegenden  Winkels  ist.    D.  h. : 

Im   Falle  g  =  0  beschreibt  der  Punkt  auf  der  Kugel  einen  Haupt' 
kreis,   der   unter   dem    Winkel  y  gegen    die   Horizontalebene  geneigt  ist. 

Sehen  wir  nun   zu,    ob    und    wie  wir  dieses  Kesultat  aus  den 
allgemeinen  Formeln  durch  Grenzübergang  erhalten  können.     Dazu 
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gehen    wir    am    bequemsten    von    den  Formeln  (10)  von  §  142  aus. 

Setzen  wir  in  ihnen: 

10)  lim,^  =  0,     lim{2gz^)  =  H, 

so  geben  sie: 

TT 

^2  -  ^3  =^^ 


12    L^' 


Damit  können  wir  den  Grenzübergang  an  den  Formeln  §   142,  (11) 
mit  Hilfe  von  §  80,  (12)  und  (13)  ausführen;  wir  erhalten: 

14)  ^cot^^=    ^      *-'• 


11) 

öj           ^2   —  ^1 

1    ^ 

■  ^3   =  ¥  X^  '        < 

woraus : 

12) 

1     ^ 

^2   -  ^3   =    - 

und  also 

nach  §  80,  (6): 

13) 

w,           L 

15)  T27'"'«''''  Y  =  Tl^  V-^' 

Diese  Gleichungen  ergeben  sich  ganz  ebenso  aus  (3);  man  muß  nur 
beachten,  daß  v  hier  von  einem  um  eine  Viertelperiode  verschiedenen 
Anfangspunkt  aus  gerechnet  ist  (für  z  =  z^  wird  hier  u  =  0,  dort  =  7r/2). 
.  Will  man  den  Grenzübergang  auch  an  den  Gleichungen  von 
§143  ausführen,  so  hat  man  zu  beachten,  daß  die  Formeln  von 
§  80  nur  unter  der  dort  ausdrücklich  hervorgehobenen  Voraus- 
setzung eines  endlichen  Argumentwertes  gelten.  Diese  ist  hier  für 
keinen  der  drei  Argument  werte  Wj,  a,  h  erfüllt;  man  muß  daher 
erst  durch  die  Substitutionen: 

16)  Wj  =  ft9g  4-  u^     a  =  0J3  —  «',     ^  —  ft>3  —  b' 

Größen  u,  a,  h'  einführen,  die  auch  in  der  Grenze  endlich  bleiben. 
Gleichung  (4)  von  §  143  geht  dann  mit  Rücksicht  auf  §  20,  (7)  zu- 
nächst über  in: 

2i(T  =  loff  \e^^^^^'  +«)— ^ — — ;(-4 -^\ 

'  ^   l  (t{u  —  a)(j  (u  —  b) ] 

Wenden  wir  nun  die  Gleichungen  (4)  und  (14)  von  §  80  an,  indem 
wir  zur  Abkürzung  setzen: 

2  Wj  2  (Ol  '        2  Wi  ' 
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so  erhalten  wir: 


lim  (2  i»  =  2  ,/3  [V  +  ä)  +  -^  [(«  +  af  +  («  +  Vf 
_  («  +  «y  _  („  _  Ä')2]  +  log  ^-(y")^-(^  +  ßJl 

^  '  ^  /  J    '       ^  Sin  (2?  —  a «)  Sin  (27  —  p^j 


2('^  +  ^3)-T^(^'  +  ^')  + 


c. 


Hier  fallen  die  mit  u  multiplizierten  Glieder  heraus,  die  von  u  freien 
geben  wegen  §  80,  (11)  und  §  19,  (14) 

2(^'  +  d)  (^3  -  co,'-^^=-^i^^±^  =  2{ß  +  ä), 

also  einen  endlich  bleibenden  Wert;  und  wir  erhalten,  wenn  wir  die 
Konstanten  in  die  Definition  von  (p  mit  hereinnehmen: 

1 8)  hm  [2iq))  =  log  -.^ .f^-^ g-'  • 

Es  bleibt  nur  noch  übrig,  daß  wir  die  Grenzwerte  von  a  und  ß 
bestimmen,     d  und  b'  sind  gegeben  durch: 

-L  -L  L 

/d%  ,     f  dx>  ,,         r   dx 

ze  Zj  Zj 

mit  Hilfe  von  (2)  folgt  daraus: 


19) 


L 


lim  h'  = 


Li     r       dz  Li   .       L  +  yz^  —  %^ 


Li%     r       dz         Lit   ^ 


]/lI  J  ]/x'  -  %2  |/jy       °   ^  +  -|/^^2  _  ^  2 


"2  ^2 


und: 

20)  lim  d  =  cj^  +  lim  b' . 

(Wegen  der  Vorzeichenbestimmungen  vgl.  man  §  143.) 
Es  wird  also,  da  nach  (3)  limw,  =  -^  ist: 

21)  limai  =  limßi  +  ^,     lim ßi  =  Uog  ^^^^'^  ^ 
und  folglich: 

lim  2icf  =  log  4"A(?L±M  _  log  j£2^L±lgMi 
^  ^   sm  2  («;-(?*)  ^    tg2  2'- tg2(?* 
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oder,  da  nach  I,  §  56,  (7): 


loff ^  =  2 1  arc  tej  ^ 

^  X  —  yi  X 


ist: 


22)  lim  (f  =  arc  tg 

Aus  (21)  folgt  aber: 


e^  +e 


ctg 


"] 


also  geht  (22)  über  in: 

23)  cotv-  ^'^tg^. 

Man  sieht,  daß  diese  Gleichung  mit  (4)  übereinstimmt,  wenn 
man  wieder  die  Verschiedenheit  des  Nullpunkts  der  Zählung  von  v 
berücksichtigt. 

Man  erhält  also  durch  Ausführung  des  Grenzübergangs  die- 
selben Formeln  wie  durch  direkte  Behandlung  des  Grenzfalls; 
daraus  folgt: 

Bei  im  Verhältnis  zu  ^g  L  sehr  großer  Anfangsgeschwindigkeit 
bewegt  sich  das  Pendel  während  endlicher  Zeit  nahezu  auf  einem 
größten  Kreise. 

§  145.    Asymptotische  Bewegung  des  Pendels. 

Die  elliptischen  Funktionen  arten  ferner  noch  aus,  wenn  zwei 
Wurzeln  der  Gleichung  f[z)  =  0  zusammenfallen.  Sollen  z^  und  z^ 
zusammenfallen,  so  müssen  sie  beide  =  Z  werden,  da  sie  ja  stets 
durch  L  getrennt  sind;  das  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn 
gleichzeitig: 

1)  0=0,  H=2g£ 

ist.     Dann  wird  aber: 

2)  -dt^^'  9  =  const., 

d.  h.   das  Pendel   bewegt   sich  in  einer  Vertikalebene;    ferner  wird 
z^  =  —  B,  also: 


3)  t  =  -^f 


dx 


yi^J  (L  -  x)  |/L  +  X 

20 
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Die  Substitution: 

z=  -  L  +  s^ 

führt  dieses  Integral  über  in: 
^  ~  V2gJ  2 L  -s^-    2\/g 


^s-y2LU 


Setzen  wir: 

so  erhalten  wir  durch  Umkehrung: 

6)  ,  =  i/2l?!L-LlZ!. 

Diese  Gleichung  zeigt,  daß  z  mit  wachsender  Zeit  fortwährend 
wächst  und  sich  asymptotisch  dem  Werte  z  =  L  nähert.  Dabei  ist 
vorausgesetzt,  daß  die  Wurzelgröße  in  (3)  positiv  genommen  wird; 
ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  nach  unten  gerichtet,  so  nimmt  z 
zuerst  ab,  bis  es  nach  der  endlichen  Zeit: 

den  Wert  —  Z  erreicht.  Dort  wird  dzldt  =  0,  aber  für  die  Hori- 
zontalkomponente der  Geschwindigkeit  ergiebt  sich  aus  §  140,  (1) 
der  von  0  verschiedene  Wert  2^gL. 

Um  diese  Formeln  durch  Grenzübergang  aus  den  allgemeinen 
zu  erhalten,  müssen  wir  in  jenen  nicht  die  rein  imaginäre,  sondern 
die  reelle  Periode  über  alle  Grenzen  wachsen  lassen.  Man  hat  dann 
in  den  Formeln  von  §  80  «^  durch  m^  und  die  dadurch  auftretenden 
trigonometrischen  Funktionen  rein  imaginären  Arguments  durch  Ex- 
ponentialfunktionen reellen  Arguments  zu  ersetzen.  Dabei  kann 
man  aber  nicht  unmittelbar  an  die  Formeln  (11)  von  §  142  an- 
knüpfen, weil  das  dort  mit  u  bezeichnete  Integral,  dessen  untere 
Grenze  in  z^  liegt,  für  alle  z  unendlich  groß  wird;  man  muß  viel- 
mehr aus  ihnen  erst  mit  Hilfe  von  §  23  (6)  (vgl.  auch  §  46  (2)) 
ableiten : 

^  ^2        ^1  -  pu-e,  -  2L'  ^^1  ~  ^3)  ;,  _  .^ ' 

wo  u^  =  roj  —  u  gesetzt  ist.     Dann  erhält  man  in  der  Grenze: 
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L     ^  —  % 
9     ^2  -  ^ 


/2a)3     ev-e-v\ 
^)  \ni     ""2        j 

mit: 

^  2&>3 

Die    rein  imaginäre  Halbperiode  «3   wird   aber  in  der  Grenze: 


10) 


2L 

Wg 


r       d%        _  2ijj  r       d%- 

J  (L-  %)-]/L^%  ~  ]/2^j  iL+%)Y^^^. 

-CO  L 

CO  


also  ist  die  durch  (9)  definierte  Größe  v  in  der  That  mit  der  durch 
(5)  definierten  identisch  und  Gleichung  (8)  geht  über  in: 


11 


i 

Da  sich  aus  (6)  ergiebt: 

L-z  =  s'  -2L  =  2L'  i — ^ y  , 

SO  findet  auch  zwischen  (6)  und  (11)  Übereinstimmung  statt. 

Was  die  Ausführung  des  Grenzübergangs  an  den  Formeln  von 
§143  betrifft,  so  beachte  man  zunächst,  daß  in  diesem  Fall: 

1 2)  lim  «  =  «3 ,  lim  b  =  co^ 
wird.     Man  erhält  also: 

13)  lim  (22»  =  log (e (2^3  +  2^,)«,)  _  2^1(773  +  7^2)  +  (7  =  (7. 

Doch  ist  damit  nichts  bewiesen,  da  in  der  Grenze  co^  unendlich  wird 
und  die  Formeln  von  §  80  für  unendlich  große  Argumente  nicht 
gelten.  In  der  That  kann  für  Anfangsbedingungen,  die  von  den  Be- 
dingungen des  hier  untersuchten  Falles  beliebig  wenig  verschieden 
sind,  der  Wert  der  Periode  0  noch  ein  zwischen  gewissen  Grenzen 
ganz  beliebiger  sein. 

§  146.    Bewegung  des  Pendels  auf  einem  Horizontalkreis. 

Es  bleibt  endlich  noch  der  Grenzfall  zu  besprechen,  daß 

wird.  Da  z  —  z^  stets  negativ  ist,  ist  in  diesem  Falle  [dz\dtf 
niemals    positiv    und  nur  0,    wenn  z  beständig  z=z  z^  =  z^  ist.     Das 

BuRKiiARDT,  Funktionen.    II.  24 
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Pendel  bleibt  also  dann  beständig  auf  einem  und  demselben  Hori- 
zontalkreis; und  aus  Gleichung  (7)  von  §  139  geht  hervor,  daß  es 
diesen  Kreis  mit  gleichbleibender  Geschwindigkeit  beschreibt. 

Der  Wert  dieser  Geschwindigkeit  läßt  sich  mit  Hilfe  der  Glei- 
chungen (15)  bis  (20)  von  §  141  durch  Z,  g  und  z^  ausdrücken. 

Setzt  man  nämlich  in  ihnen  z^  =  z^,  so  folgt: 


•*2    "i"    "^2    — 


"1    ~  2^2  '  -2   -1-  -2   -  2^2  ' 

also: 

i»x  dq>  ^         G        ^     /   9 

^^  dt         L''-^^^        V  -^2' 

Man  sieht,  daß  z^  negativ  sein  muß. 

An    den   Formeln   von   §  143    ist   in    diesem  Fall    der  Grenz- 
übergang unter  Beibehaltung  von  u^  auszuführen. 
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Sigmafunktionen  mit  Index  76. 

—  — ,    Darstellung    durch    unendliche 
Produkte  79. 

—  —  Werte  für  die  Halbperioden  82. 
— ,  Einführung  von  den  Theta  aus  186. 

—  mit  zwei  Indices  75. 
Sigmaquotienten  86. 

—  als  Funktionen  der  Fläche  136. 
Singular  290. 

Sinus  amplitudinis  88. 
Sphärisches  Pendel  352. 
Stufe  250. 
Substitution,  transformierte  246. 

—  gleichberechtigte  246. 

—  kontragrediente  251. 

—  transponierte  251. 

Teilungsgleichung,  spezielle  252. 
Teilungsproblem,  spezielles  250. 

—  allgemeines  281. 
Thetafunktion  102. 

— ,  fundamentale  103. 
Thetafunktionen ,     Additionstheoreme 
119. 


Thetafunktionen,  Darstellung  durch  un- 
endliche Produkte  113. 

Thetaquotienten  als  Funktionen  der 
Fläche  136. 

— ,  Differentialgleichungen  der  120. 

Thetanullwerte  112.  145.  206. 

Thetarelationen  116. 

Torusfläche  7. 

Transformation  der  Integrationsvaria- 
beln  159. 

—  des  Integrals  I.  Gattung  in  sich  164. 
— ,  lineare  167. 

— ,  quadratische  266.  282. 

—  von  Funktionen  höherer  Stufe  260. 
288. 

Transformationsproblem ,      allgemeines 

277. 
— ,  — ,  algebraische  Formulierung  284. 
— ,  spezielles  256. 
Transformierte  Substitution  246. 
Transponierte  Substitution  251. 

Übergang  von  den  Sigma  zu  den  Theta 

111. 
Ufer,  linkes  und  rechtes  17. 
ümkehrproblem  20.  28.  126.  152. 
Unabhängige  Perioden  34. 
Unimodular  168. 

Untergruppe,  gleichberechtigte  246. 
— ,  ausgezeichnete   246. 
Untergruppen  der  Modulgruppe  240. 
Unverzweigte  Funktionen   274. 

Tertauschung    der    Grenzen    und    der 

Parameter  149. 
Verwandt  99. 
Verzweigungspunkte,  Monodromie  der 

192. 
— ,  Zusammenfallen  der  200. 

Weierstrasssche  Normalform  161. 

Wendedreiecke  327. 

Wendelinien  327. 

Wendepunkte  327. 

Wertigkeit  334. 

Wurzelgrößen,  eindeutig  bestimmte  84. 

Zetafunktion  49. 

Zusammenfallen      der     Verzweigungs- 
punkte 200. 
Zusammenhangsverhältnisse  8. 
Zusammensetzung  der  Klassen  240.  246. 


Berichtigungen. 

Zum  ersten  Teil. 

Seite  75,  Def.  XI  bedarf  des  Zusatzes,  daß  der  Zusammenhang  (Def.  VIII) 
durch  innere  Punkte  (Def.  XII)  vermittelt  sein  muß. 

Seite  75  Satz  XVII  ist  zuzufügen:  „und  für  das  dyjdx  nicht  öfter  als 
einmal  unendlich  wird". 

Seite  125  Z.  3  v.  u.  statt  „zwei"  lies  „einen". 

Zum  zweiten  Teil. 

Seite  64,  Satz  I  ist  zuzufügen:  „wenn  die  Avl  der  Bedingung  (4)  genügen". 
Seite  139  In  den  Formeln  (7)  bis  (9)  ist  \  und  a^  zu  streichen. 

4 

Seite  140,  (12)  statt  ]/      lies  ]/     . 

Seite  201,  Z.  10  u.  6  v.  u.  statt  co^  lies  2wi. 

Seite  207,  Z.  6  v.  u.  statt  t^g*  lies  xV«-2. 

Seite  216,  Z.  16  statt  x^  lies  ^i^. 

Seite  219,  Z.  9  v.  u.  statt  10  lies  19. 

Seite  225,  §  93,  Z.  4  statt  64  lies  63. 
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GESCHICHTE 

DES 

PRmCIPS  DER  KLEINSTEN  ACTIOK 

Akademische  Antrittsvorlesung 

von 

Dr.  Adolph  Mayer, 

Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  Leipzig, 
gr.  8.     1877.     geh.  80  ^. 

LEHRBUCH 

DEE 

DARSTELLENDEN  GEOMETRIE 

von 

Dr.  Karl  Rohn,  und         Dr.  Erwin  Papperitz, 

Professor  der  Mathematik  Professor  der  Mathematik 

an  der  Königl.  Sachs.  Technischen  Hochschule  und  darstellenden  Geometrie  an  der 

zu  Dresden,  Königl.  Sachs.  Berg-Akademie  zu  Freiberg. 

Zwei  Bände. 

Mit  über  600  Figuren  im  Text, 
gr.  8.     1893  u.  1896.     geh.  Preis  25  Jk,  eleg.  gebunden  27  Jl,. 

Die  darstellende  G-eometrie  hat  gegenwärtig  eine  doppelte  Bedeutung: 
die  der  Darstellung  räumlicher  Gebilde  und  die  der  Entwickelung  der  Raum- 
anschauung. Das  vorliegende  Werk  sucht  die  beiden  genannten  Zwecke  zu 
vereinigen.  Die  verschiedenen  Projektionsmethoden,  Orthogonal-,  Parallel-, 
Centralprojektion,  Axonometrie,  sowie  die  Flächen,  die  den  Techniker 
interessieren  können,  werden  behandelt;  in  einem  besonderen  Kapitel  wird  die 
Theorie  der  Flächenbeleuchtung  gegeben.  Bei  der  Darlegung  des  Stoffes 
wird  das  Verfahren  des  Projicierens  auch  möglichst  zur  Gewinnung  der  Eigen- 
schaften des  dargestellten  Objektes  verwendet.  Durch  die  Behandlung  zahl- 
reicher höherer  stereometrischer  Aufgaben,  das  ausführliche  Kapitel  über  Flächen 
zweiten  Grades  mit  seinen  Aufgaben,  die  Untersuchung  der  Regelflächen  dritter 
und  vierter  Ordnung  u.  s.  w.  wird  auch  auf  die  Entwickelung  der  Raumanschau- 
ung ein  besonderes  Gewicht  gelegt. 

KOMPENDIUM  DER  THEORETISCHEN  PHYSIK. 

Von 

Dr.  Woldemar  Voigt, 

o.  ö.  Professor  der  Physik  an  der  Universität  Göttingen. 

Zwei  Bände. 

Erster  Band:   Mechanik  starrer  und  nichtstarrer  Körper.  W^ärmelehre. 

Zweiter  Band:    Elektricität  und  Magnetismus.     Optik. 

gr.  8.     1895  u.  1896.     geh.  32  M,  geb.  in  Halbfranz  36  Ji. 

Je  weiter  die  theoretische  Physik  sich  entwickelt,  und  je  gewaltiger  die 
Werke  anschwellen,  welche  einzelne  Teile  derselben  erschöpfend  zu  behandeln 
bestrebt  sind,  um  so  gebieterischer  stellt  sich  das  Bedürfnis  nach  einer  zusammen- 
fassenden Darstellung  der  gewonnenen  Resultate  heraus,  welche  dem  Lernenden 
nach  Bewältigung  einiger  Spezialgebiete  einen  Überblick  über  die  gesamte 
Disziplin  zu  erwerben  gestattet.  Eine  solche  Darstellung,  die  auch  dem  reifen 
Forscher  willkommen  sein  dürfte,  fehlte  bisher  in  der  deutschen  Litteratur;  das 
vorliegende  Werk  sucht  diese  Lücke  auszufüllen. 


Verlag  von  VEIT  &  COMP,  in  Leipzig. 


LEHRBUCH 

DER 

EXPERIMENTAL-PHYSIK 

zum  eigenen  Studium  und  zum  Gebrauch  bei  Vorlesungen 

von 

Dr.  Eduard  Riecke, 

o.  ö.  Professor  der  Physik  an  der  Universität  Göttingen 

Zwei  Bände. 

Mit  gegen  700  Figuren  im  Text. 

Lex.  8.     1896.     geh.  18  Ji,  geb.  in  Ganzleinen  20  M. 


In  diesem  ausgezeichneten,  durchaus  auf  dem  Boden  der  neuen  Anschau- 
ungen und  Forschungen  stehenden  Werke,  welches  in  zwei  handlichen  Bänden 
das  ganxe  Gebiet  der  Physik  umfaßt,  wird  ein  wirkliches  lesbares  Lehrbuch  der 
Physik  geboten.  Mathematische  Entwickelungen  sind  nur  sparsam  darin  ent- 
halten und,  wo  sie  nicht  zu  vermeiden  waren,  in  elementaren  Grenzen  gehalten. 
Das  Buch  wendet  sich  an  alle,  welche  der  Physik  wissenschaftliches  Interesse 
entgegenbringen,  an  die  Hörer  an  Universitäten  und  technischen  Hochschulen, 
an  den  Lehrer,  an  den  großen  Kreis  derer,  die,  auf  verwandten  Gebieten 
im  Dienste  der  theoretischen  Forschung  oder  der  technischen  An- 
wendungen thätig,  ihre  Kenntnis  von  der  Entwickelung  der  Physik 
wieder  ergänzen  möchten. 

Das  Buch  ragt  weit  über  die  gebräuchlichen  Lehrbücher  der  Physik  hin- 
aus. Manches  ist  darin  im  Zusammenhang  behandelt,  was,  oft  nur  sehr 
schwer  zugänglich,  in  Zeitschriften  oder  Sammelwerken  zerstreut  ist;  man  findet 
darin  aber  auch  sehr  vieles  Neue,  was  man  in  anderen  Lehrbüchern  vergeblich 
suchen  wird  (z.  B.  Strömungen  und  Wirbel  der  Flüssigkeiten,  die 
MaxweH'sche  elektromagnetische  Theorie  des  Lichtes,  die  Tesla- 
ströme,  die  ausführliche  Darstellung  der  Hertz'schen  Versuche, 
Elektrolyse). 

„  Unter  den  neuerdings  erschienenen  Lehrbüchern  der  Experimentalphysik 
für  Hochschulen  nimmt  das  vorliegende  eine  in  doppelter  Hinsicht  besondere 
Stellung  ein.  Es  bietet  einerseits  eine  wirkliche  Hochschulphysik ,  indem  es  die 
eleynentare  Darstellungsweise  jener  meist  für  eine  sehr  ungleich  vorgebildete  Zu- 
hörerschaft berechneten  Werke  völlig  bei  Seite  läßt  und  wirklich  die  Physik  so 
behandelt,  wie  m^an  es  im  Unterschied  xu  den  vorbereitenden  Lehranstalten  xur 
Universität  erwarten  muß.  Andererseits  aber  enthält  es  auch  nicht  ein  bloßes 
Konglomerat  des  Wissenswürdigsten,  sondern  es  trägt  den  Stempel  einer  Persön- 
lichkeit, in  deren  O eiste  dm"  ganxe  Stoff  gleichsam  flüssig  geworden  und  um- 
geschmolxen  worden  ist:,  es  xeigt  eine  Art  von  künstlerischem  Gepräge,  das  die 
Lektüre  dieses  Werkes  xu  einem  wahren  Genüsse  macht.  Ein  besonders  günstiger 
Urnstand  ist  es,  daß  der  Verfasser  die  theoretische  wie  die  experimentelle  Seite 
der  Physik  in  gleichem  Maße  beherrscht:,  dementsprechend  sind  die  Beziehungen 
zwischen  beiden  mit  einer  Vollkommenheit  zur  Darstellung  gelangt^ 
wie  sie  zuvor  noch  nicht  erreicht  worden  ist.^' 

(Zeitschrift  für  den  physikalischen  und  chemischen  Unterricht  1897.) 
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